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Rövid összefoglalás 
A hővezetés differenciálegyenletének együtthatóit állandónak tekinthetve, a hőforrás-

mentes, időben változó hőmérsékletmező meghatározásához egyetlen, ún. transzport-
jellemző, a hőmérsékletvezetési tényező ismerete szükséges, aminek közvetlen mérésére a 
flash módszer a legelterjedtebb és legelfogadottabb eljárás. Ennek alapgondolata PARKER és 
társaitól származik, aminek lényege, hogy egy, a területéhez képest vékony minta egyik 
felszínét hőimpulzussal gerjesztjük és a hőmérsékletvezetési tényezőt a minta hátoldalán 
mérhető jellegzetes  hőfokváltozás (~1 K) telítődési fél-értékének fellépési idejéből hatá-
rozzuk meg. A mérés kiértékelésének ez az egyszerű módja csak ideális feltételeknél – 
adiabatikus minta, végtelen rövid gerjesztés – kielégítően pontos. A módszer széles körű 
elterjedése együtt jár e feltételek nem teljesülésével és a mintabeli hővezetési folyamatot 
leíró adiabatikus modell hiányosságai a mérési eredmények hibájaként jelennek meg. 
A mérés körülményeit egyre pontosabban leíró matematikai modell fejlesztése ezért szük-
ségszerű. Látni kell ugyanakkor, hogy amíg a hővezetési folyamatot leíró modell egyetlen, a 
mérés tárgyát képező paramétert tartalmaz, az inverz (hővezetési) feladat, azaz a mérés 
kiértékelése könnyebben megoldható, mint amikor a mérés körülményeinek fizikai jellem-
zőit számszerűen kifejező paraméterek is megjelennek a matematikai modellben. 

Az irodalom feldolgozásaként a flash módszer fejlődéstörténetét, a módszer nyomán ki-
alakult más impulzus és folytonos fototermikus eljárásokat továbbá az egy és kétrétegű 
mintabeli hővezetési folyamat leírására alkalmazott fizikai és matematikai modelleket 
mutatom be. A különböző körülményekre vonatkozó, a minta hátoldalának hőfokváltozását 
leíró összefüggések szisztematikus áttekintésekor részben irodalmi, többségében saját 
magam által Laplace-transzformáció alkalmazásával levezetett eredményre támaszkodom. E 
megoldások között van az irodalminál gyorsabban konvergáló az ideális és véges ger-
jesztésre vonatkozó, továbbá a hőveszteség figyelembevételére alkalmas. A gerjesztésre 
alkalmazott vaku üvegcsöve és/vagy a mintatartó kamra üvegablakainak hősugárzása miatti 
parazita hőáram esetén érvényes hőfokváltozási függvényt és a jelenség leírására alkalmas 
dimenziótlan számot adtam meg. Kimutattam, hogy “ideális alakú” mérési eredményre 
vezethet a hőveszteség és a parazita gerjesztés együttes jelenléte. Kihasználva, hogy a 
hőmérséklet- és hőáram-eloszlást azonos alakú differenciálegyenlet írja le, elemeztem a 
gerjesztő energia (hő) mintába hatolását és megadtam az egy és a kétrétegű mintákra 
vonatkozó számítási összefüggéseket.  

A minta hátoldalának hőmérsékletváltozási függvényei egyrészt sajátértékeket, másrészt a 
peremfeltételeket leíró, többnyire ismeretlen paramétereket tartalmaznak, ezért a mérések 
kiértékelése bonyolult iterációkhoz vezet. Kihasználva az a tényt, hogy a hővezetési 
folyamatban a kezdeti feltételek hosszabb idők után, a peremfeltételek pedig a kezdeti sza-
kaszban nem játszanak szerepet, a bonyolult összefüggések – segédparaméterek alkalma-
zásával – egyszerűbb ideális megoldással helyettesíthetők. Segédparaméter lehet, pl. hő-
veszteségnél egy fiktív, ún. adiabatikus amplitúdó, véges gerjesztésnél pedig egy időeltolás. 
A helyettesítő függvényben szereplő ismeretlenek, azaz a hőmérsékletvezetési tényező és a 
segédparaméterek, a mérési adatok megfelelő időtartományán alkalmazott legkisebb 
négyzetes közelítés módszerével meghatározhatók, majd ezekből a mérés valós 
peremfeltételeit leíró mennyiségeket is meghatározhatjuk, végül a teljes időtartományban az 
alkalmazott fizikai-matematikai modellt ellenőrizhetjük. 

Kétrétegű minták bevonatrétegének hőmérsékletvezetési tényezőjének meghatározására 
kidolgoztam egy direkt-differencia módszert, melynek lényege, hogy egy bevonatos és egy 
bevonat nélküli minta hőfokváltozásának különbségét közvetlenül mérve az eredmény, egy 
jellegzetes, maximumot mutató görbe. A maximum fellépésének idejéből és amplitúdójából, 
vagy az egyensúlyi hőmérsékletből a keresett jellemző meghatározható. Kimutattam, hogy a 
direkt-differencia módszer ideálistól eltérő körülmények között is alkalmazható. 
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Gróf, Gyula István  

Measurement of the thermal diffusivity of single- and two-layered 
specimens by the flash method 

Ph. D. Thesis, Budapest University of Technology and Economics 
 
 
Abstract 
 
Continuous widening of the application of the flash method - the most accredited way to 
measure thermal diffusivity - leads one to use it often even under non-ideal conditions. 
The influence of non-ideal conditions (finite pulse time, the heat penetration during 
excitation of the sample, the heat losses and continuous irradiation on the front side) has 
been analyzed using different methods for the solution of the heat conduction equation. 
The evaluation method has been improved: a so-called Best Matching Range has been 
determined by the help of simplified temperature-time formulas derived on the base of the 
ideal solution, and the curve fitting was applied. The direct-differential method has been 
developed to determine the thermal properties of coatings deposited on substrates with 
known properties and the impact of finite pulse time and heat loss have been described as 
well. 
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1. Előzmények, probléma megfogalmazás és célkitűzés 

1.1. Bevezetés, előzmények  
A mérnöki számítások során igen gyakran kell különféle szerkezetekre 

vonatkozó, hővezetéssel kapcsolatos számításokat végeznünk. 
E számításokat nyilvánvalóan nem lehet elvégezni, az anyagoknak a 
hővezetéssel kapcsolatos jellemzőinek ismerete nélkül, így ehelyütt nem 
szükséges ezen jellemzők meghatározására irányuló kutatások 
fontosságának hangsúlyozása. Annyit azonban érdemes lehet kiemelni, 
hogy a laboratóriumi technikák fejlődése és az újonnan megjelenő 
anyagokra vonatkozó folyamatosan megjelenő igények folytonos kihívást 
jelentenek a hőfizikai mérésekkel foglalkozók számára is. 

A hővezetés differenciálegyenletében megjelenő együtthatókat 
állandónak tekinthetve, a hőforrásmentes, időben változó 
hőmérsékletmező meghatározásához egyetlen, ún. transzportjellemző, a 
hőmérsékletvezetési tényező ( ))( ca ρλ=  ismerete szükséges. 
A hőmérsékletvezetési tényező az anyag hővezető és hőtároló 
képességének arányát fejezi ki. Meghatározása történhet közvetett 
módon, azoknak a mennyiségeknek a mérésével, amelyekből (λ, 
hővezetési tényező, ρc, térfogati hőkapacitás) származtattuk, vagy 
közvetlen méréssel. Az a közvetlen mérése az elterjedt eljárás, mert 
ekkor nem kell a sokszor bonyolult, kalorimetrikus méréseket végezni.  

A hőfizikai mérésekkel kapcsolatos kutatások a BMGE Energetika 
Tanszékén illetve előd intézményében – korábban Dr. Kiss László István 
vezetésével – több évtizedes múlttal rendelkeznek. (ld. [14], [29], [36], 
[38], [42]) Számos, szabadalmi oltalmat nyert mérési eljárás, 
mérőberendezés került kifejlesztésre ebben az időszakban. Ennek, a több 
évtizedes múltra tekintő tevékenységnek szerves folytatásaként került 
sor az ún. flash módszernek az átfogó elemzésére, a leíró modell 
továbbfejlesztésére, mind a homogén, mind a kétrétegű minták esetére, 
továbbá, új kiértékelési és mérési módszer kifejlesztésére. A dolgozatban 
erről a munkáról számolok be.  

Ezúton mondok köszönetet régebbi és mostani kollégáimnak, akik 
segítséget nyújtottak és tanácsokat adtak a dolgozat elkészítéséhez. 
Külön köszönöm Dr. Kiss László István bíztatását, támogatását és 
segítségét, amellyel hozzájárult nem csak a dolgozat, hanem saját 
szakmai fejlődésemhez, továbbá köszönetemet fejezem ki Dr. Környey 
Tamás és Dr. Faludi Árpád értékes észrevételeiért. 

Legnagyobb köszönet a családomat illeti, akik türelme és megértése 
nélkül aligha születhetett volna meg dolgozatom. 
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1.2. Probléma megfogalmazása, célkitűzés 
 
A flash módszer a hőmérsékletvezetési tényező közvetlen 

meghatározására a legelterjedtebb és legelfogadottabb módszer. A mérés 
rendkívül egyszerű alapgondolata PARKER és társaitól [1] származik, és 
túlzás nélkül állítható, hogy ez a hőfizika egyik legeredményesebb 
eljárása. Ennek lényegét röviden úgy foglalhatjuk össze, hogy egy, a 
területéhez képest vékony minta egyik felszínét hőimpulzussal 
gerjesztjük, majd a minta hátoldalán mért jellegzetes hőfokváltozás 
alapján határozzuk meg a hőmérsékletvezetési tényezőt. 

Az újonnan megjelenő – új anyagokra vonatkozó, vagy új hőmérséklet 
tartományra kiterjedő – adatok kb. 75%-a e módszer alkalmazásával 
kerül meghatározásra. Mindez az eljárás rendkívül sokoldalúságának 
bizonyítéka. E sokoldalúság elsősorban annak tulajdonítható, hogy a 
mérés akár igen egyszerű eszközökkel is megvalósítható és ilyen 
körülmények között is megfelelően pontos eredményeket nyerhetünk. 
Továbbá, olyan egyébként más módszerekkel nehezen vizsgálható 
anyagok esetében is jól alkalmazható, mint pl. robbanóanyagok, 
élelmiszer alapanyagok nyers, vagy akár fagyasztott állapotban is. Az 
egyetlen fontos szempont, hogy a minta kellően reprezentálja a mérendő 
anyagot. Mindebből következően, és a bevezetőben említettek miatt, az 
alkalmazások köre folyamatosan bővül, és a flash módszert a mérés 
optimális feltételeinek egyre kevésbé megfelelő körülmények között is 
alkalmazzák. Ennek következtében a leíró matematikai modell 
hiányosságai a mérési eredmények növekvő hibájaként előtűnnek. 
A mérési körülményeket egyre megfelelőbben leíró matematikai modell 
fejlesztése ezért szükségszerű, ugyanakkor mindez a mérések kiértékelési 
módját is egyre bonyolultabbá teszi. Amíg a regisztrált hőfokváltozást 
leíró modell egyetlen, a mérés tárgyát képező paramétert tartalmaz, a 
feladat könnyebben megoldható, mint amikor több, a mérés körülményeit 
leíró fizikai jellemzőt számszerűen kifejező paraméter is megjelenik a 
matematikai modellben. 

Matematikai modellnek a hővezetési folyamat leírására választott 
differenciálegyenletet, a mérés körülményeit megjelenítő kezdeti és 
perem feltételeket és az ezek alapján előállított megoldást együttesen 
nevezem. A hővezetési feladatok megoldására sok, általánosan 
alkalmazott, matematikailag kellően kidolgozott eljárás (analitikus, 
numerikus stb.) ismert; az inverz feladat, vagyis a hőmérsékletmező 
ismeretében a leíró paraméterek meghatározására vonatkozó feladat 
esetére mindezt nem mondhatjuk el. Meg kell még jegyezni, hogy néhány 
esetben még az is kérdéses, hogy milyen matematikai modell 
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(differenciálegyenlet1) alkalmazásával azonosítsuk a hőfizikai 
anyagjellemzőket a mért adatok alapján.  

A hőfizika tárgyába tartozó feladatok megoldása és mérési technikák 
kidolgozása során szerzett tapasztalatok birtokában fogtam bele e 
dolgozat megírásába. Célkitűzésem szerint megkísérelem: 

 
• a flash módszer lehető legkörültekintőbb elemzését.  
• a leíró matematikai modellek pontosítását, mások által eddig nem 

vizsgált peremfeltételi körülményekre érvényes összefüggések 
megadásával a homogén és a réteges szerkezetekre vonatkozóan. 

•  kiértékelési eljárást kidolgozni, amely a több paraméterrel jellemzett 
mérési körülmények esetén is általánosan alkalmazható.  

• új eljárást kidolgozni kétrétegű minták bevonó rétegének jellemzőinek 
meghatározására. 

 
A dolgozat hat fejezetre tagolt, amelyből az első a bevezető 

gondolatokat tartalmazza. A második fejezet a flash módszer 
fejlődéstörténete mellett, annak alapjain kifejlődött ún. fototermikus 
technikákról is szól, a teljesség igénye nélkül, mivel napjainkban ezeket 
tekinthetjük a flash eljárás mellett a legintenzívebben fejlesztett és 
alkalmazott módszereknek. A harmadik fejezet a flash módszerre 
vonatkozó matematikai modell részletes elemzését részben irodalmi, 
többségében saját magam által levezetett eredmények alapján tárgyalja. 
Itt mutatom be a hő-behatolásos modellnek nevezett leírási módot mind a 
homogén mind a réteges szerkezetekre vonatkoztatva. A negyedik fejezet 
a mérések kiértékelésének kérdésével foglalkozik. A fejezet a 
karakterisztikus értéken alapuló eljárások mellett a nemlineáris görbe-
illesztést (LNK) használó kiértékelési módszert mutatja be. Az ötödik 
fejezetben a réteges mintákra kidolgozott ún. direkt differencia 
módszernek nevezett eljárást ismertetem. A hatodik fejezet az 
eredmények tömör összefoglalása. 

Az F1 függelék tartalmazza a kidolgozott kiértékelési módszer 
alkalmazhatóságának szemléltetéseként egy sorozat mérés leírását az 
antracit hőmérsékletvezetési tényezőjének meghatározására, nyers és 
kalcinált állapotban. A különböző mérési körülményekre – homogén és 
kétrétegű mintákra – vonatkozó, általam megállapított hátoldali 
hőfokváltozási összefüggések levezetései az F2 függelékben találhatók. 

                                            
1 Típus, paraméterek száma, együtthatók állandóak-e, stb. részletesen ld. 4.1.pontban. 
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2. Irodalmi összefoglaló 
 

Dolgozatomban a hőmérsékletvezetési tényező meghatározására 
alkalmazott módszerek közül csak a tárgyhoz szorosan kötődő 
eljárásokkal foglalkozom. Számos korábbi munka [14], [29], [36], [38] 
tartalmazza a hőfizikai együtthatók mérési módszereinek több lehetséges 
osztályozását, általános áttekintését a mintabeli hővezetési folyamat 
sajátossága alapján. A hőfizikai mérések egyik legfontosabb tulajdonsága, 
hogy az időben állandósult vagy változó hőmérsékletmező-e az alapja a 
méréseknek. Állandósult hőfokmezőt alkalmazó módszerekkel a 
hőmérsékletvezetési tényezőt csak közvetett úton (λ és ρc külön-külön 
mérésével) határozhatjuk meg. Az a közvetlen mérésére csak időben 
változó hőfokmezőt megvalósító eljárás jöhet szóba. Ebbe, az ún. 
instacioner eljárások körébe tartozik a flash módszer is. A módszerek 
további osztályozását, csoportosítását illetve különféle elvek ismertetését 
ehelyütt nem tartom célszerűnek megismételni.2 

 E fejezetben tehát tárgyalásra kerül a klasszikus flash módszer, 
áttekintem a leíró modell napjainkig tartó fejlődését. Továbbá 
foglalkozom a közvetett módszerek körébe tartozó, ún. foto-termikus 
eljárásokkal is, melyeket a homogén és a réteges struktúrájú szerkezetek 
hőmérsékletvezetési tényezőjének meghatározására mind szélesebb 
körben alkalmaznak. (Mivel ezek egészen új technikák és feltételezve, 
hogy jelen munkának elsősorban a hőfizikában érintett/érdeklődő olvasói 
lesznek, bízom abban, hogy hasznosnak ítélik e terület érintését, már 
csak azért is, hogy a „konkurens” módszereket is bemutathassam.)  

Elsősorban terjedelmi okok miatt, az egyes eljárások technikai 
részleteit3 nem, vagy csak vázlatosan ismertetem, mivel munkám 
fókuszában elsősorban a matematikai modell és a kiértékelés módjának 
kérdései állnak. Így a bőséges irodalomból csak az ebből a szempontból 
újat jelentő publikációkat tekintem át, és a mérések technikai részleteit 
taglaló és finomító publikációkra sajnos nem tudok kitérni. 
Mindazonáltal meg kívánom jegyezni, hogy mindezzel együtt a technikai 
részleteket, a kísérletezést, a mérések eredményes elvégzését nagyon 
fontosnak, a matematikai modellek megoldásával, kiértékelési 
összefüggések levezetésével összemérhető feladatnak tartom. A saját 
kísérleteimet, illetve azok technikai részleteit a Függelékben ismertetem.  

 

                                            
2A „Hőfizikai mérések” című tárgy keretében, aktualizálva, rendszeresen foglalkozom e 
témával az Energetika modulos hallgatóknak tartott előadásokon.  
3 A mérés során lejátszódó hővezetési folyamat peremfeltételeit a technikai részletek, a 
mérések valós körülményei határozzák meg.  
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2.1. A flash módszer  

2.1.1. A MÓDSZER EREDETE 

A hőmérsékletvezetési tényező közvetlen mérésére PARKER és társai [1] 
egy igen eredeti módszert javasoltak, mely nyomán kialakultak az ún. 
fototermikus eljárások, és ezek „evolúciója” napjainkban is tart. 
A módszer, a szakirodalomban „flash method” néven vált ismertté, 
aminek lényegét az alábbiak szerint foglalhatjuk össze. Egy korong alakú 
mintadarab egyik felületét igen rövid idejű hőimpulzussal gerjesztjük. 
(A legegyszerűbb eljárás erre, pl. egy villanócső, amire a módszer 
elnevezése is utal.) A minta hátoldalán egy jellegzetes, telítődési 
tendenciát mutató (ld. 2.1. ábra) hőmérsékletváltozás regisztrálható. A 
mért görbének az időfüggő hővezetési folyamat leírására alkalmazott 
matematikai modell alapján számított hőmérsékletváltozással való 
egybevetéséből a hőmérsékletvezetési tényező meghatározható. 
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2.1. ábra. A flash módszer elvi vázlata és a mért hőfokváltozás menete 

Az eredeti [1] javaslat szerint, a módszer különösen a jó hővezető 
anyagok esetén alkalmazható. Ekkor a szokásos mintavastagságoknál, 
(1-2 mm) a tranziens hőmérsékletváltozás néhányszor 10 milliszekundum 
hosszúságú. A rövid idő miatt alkalmazhatjuk az adiabatikus modellt, 
azaz a felületen abszorbeált összes energia a minta felmelegítésére 
fordítódik, valamint a mintában egydimenziós hővezetést tételezünk fel. 
CARLSLAW és JAEGER klasszikus munkája [2] szerint a hátoldali 
hőmérsékletet egy végtelen sor írja le (részletesen lásd 3. fejezetben): 

( ) ( )
T L t

Q
cL n

n g L
n g Ln

( , ) cos
sin

= +










=

∞

∑ρ π
π

π1 2
1

,   (2.1) 

ahol Q a felület egységenként közölt/elnyelt energia, ρ a sűrűség, c a 
fajhő, L a mintavastagság, g pedig az a mélység, amiben a gerjesztő 
impulzus energiája abszorbeálódik. (Az általánosság megsértése nélkül 
feltételezhetjük, hogy a környezetével termikusan egyensúlyban lévő 
testre a kezdeti hőmérséklet nulla. Ugyanis alkalmazva T=T0-T∞ eltolást, 

MÉRT RELATÍV HŐFOKVÁLTOZÁS 
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azzá tehető.) Átlátszatlan testek esetén g/L<<1, valamint Tmax=Q/ρcL, és 
legyen ω = π2at/L2, ekkor a relatív hőmérsékletváltozás, azaz V(L,ω) = T(L,t) 
/Tmax a következő alakú lesz: 

( ) ( ) ( )V L nn

n
, expω ω= + − −−

=

∞

∑1 2 1 2

1
.   (2.2) 

A relatív hőmérsékletváltozás 0.5 értékéhez az ω=1.38 érték tartozik, 
amiből kapjuk, hogy 

a
L
t

= 138
2

2
1 2

.
π

 ,      (2.3) 

ahol t1/2 a maximális hőmérsékletváltozás fél-értékének  fellépési ideje. 
A mérés kiértékelése tehát a hőmérsékletváltozás egy karakterisztikus 
pontjának meghatározásán alapul. Vegyük észre, hogy tulajdonképpeni 
hőmérsékletmérésre nincs is szükség, mivel csak a relatív változás fél- 
értékének időpontja és a minta vastagsága határozza meg a hőmérsék-
letvezetési tényező értékét. (Megfelelően a mértékegységnek: m2/s.)  

Ha a minta ún. térfogati hőkapacitását (a ρc szorzatot) is meg kívánjuk 
határozni ugyanebből a mérésből, akkor a bevitt energia mennyiségét kell 
valahonnan ismernünk, és az általa okozott tényleges  

hőmérsékletváltozás alapján számíthatjuk, azaz ρ c
Q

LT
=

max
, és a 

hővezetési tényezőt is megkapjuk, a λ ρ= ⋅a c  összefüggés alapján. 
Meg kell jegyezni, hogy a közölt energia (helyesebben a minta által 
ténylegesen elnyelt energia) pontos meghatározása nem egyszerű feladat, 
így a flash módszert döntő többségében a hőmérsékletvezetési tényező 
mérésére alkalmazzuk. A hőkapacitást valamilyen egyéb kalorimetrikus 
méréssel (pl. DTSC) határozzuk meg inkább. 

A műszaki gyakorlat számára egy mérési elv akkor tud elterjedni, 
általánosan alkalmazottá válni, ha az alkalmazásának technikai 
követelményei szinkronban vannak az adott korban gazdaságosan 
biztosítható laboratóriumi feltételekkel. Ilyen szempontból a flash 
módszer egy rendkívül szerencsés eljárásnak bizonyult. Az irodalom 
áttekintése előtt érdemesnek tartok néhány technikai részlet 
megemlítését. A módszer eredeti kidolgozásakor (hatvanas évek) a 
rendelkezésre álló méréstechnikai módszerekkel (villanócső, 
oszcilloszkóp, polaroid felvétel, termoelem) igen hatékonyan sikerült 
megoldani a tranziens méréseknél megjelenő problémákat. Később, a 
technikai fejlődés biztosította az impulzuslézerek, nagysebességű A/D 
átalakítók, IR detektorok használatát is, a számítástechnika fejlődését 
már említeni sem szükséges. Mindez a mérés technikai végrehajtásának 
körülményeit nagyban javította, de a mérési elv, az alkalmazott leírási 
módszerek, kiértékelési eljárások tartalma nem sokat változott, és 
továbbra is, eredményesen alkalmazható a csúcs-technikával nem ellátott 
kutatóhelyeken is. 
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2.1.2. A FLASH MÓDSZER TÖRTÉNETI FEJLŐDÉSE 

Az eredeti flash eljárás hatékony alkalmazhatósága azt eredményezte, 
hogy rendkívül kiszélesedett a felhasználásának köre. Többek között az 
új anyagok megjelenése folyamatos igény támaszt a hőtani jellemzők 
meghatározására. Mindez együttesen oda vezetett, hogy olyan esetekben 
is méréseket kell végezni, amelyek az eredeti feltételeknek nem teljesen 
felelnek meg. Másképpen fogalmazva, az egyre szélesebb körű 
alkalmazások felszínre hozták a mérések valóságos körülményei és az 
alkalmazott matematikai modell közötti ellentmondásokat.  

Mindezek ellenére a módszer népszerűsége tovább növekedett és 
TAYLOR [14] szerint a nyolcvanas évekre már az újonnan publikált adatok 
közel 75 %-át a flash módszerrel mérték.4  

Az egyszerű adiabatikus modell a következő fontos fizikai hatások 
figyelembevételével egészült ki: 

• hőveszteség az elő- és a hátoldali felületről 

• a hőbevitel véges időtartama, időbeli alakja 

• radiális hővezetés a mintában, minta megfogása 

• hőmérséklet érzékelők időállandója 

Az egyes hatások külön-külön és együttes figyelembevételére, illetve 
azoknak a korlátoknak a meghatározására, amelyek mellett az eredeti 
egyszerű modell alkalmazható, több kutató is kidolgozott különféle 
eljárást a leíró matematikai modell finomításával. Ez lényegében a 
mintában lejátszódó hővezetési folyamat differenciálegyenletének a 
valóságos körülményeket mind pontosabban leíró kezdeti és 
peremfeltételek melletti megoldásának az előállítását jelenti. Az egyes 
hatások elemzésének, a matematikai modell pontosításának történeti 
fejlődését ismertetem a következőkben azzal a megszorítással, hogy a 
részletes matematikai formulákat külön, a 3. fejezet rendszerezve, az 
általam végzett levezetésekkel kiegészítve tárgyalja. Továbbá nem 
részletezettek az egyes szerzők sokszor bonyolult, iteratív kiértékelési 
eljárásai sem. Ezt a kérdéskört, – azaz hogyan is értékeljük ki a 
méréseinket – szintén külön, a 4. fejezet tárgyalja.   

A tapasztalatok szerint a 10-6 m2/s értéknél nagyobb hőmérséklet-
vezetési tényező esetén a folyamat elég gyors ahhoz, hogy nem túl magas 
környezeti hőmérsékleten a mintát – a hőbevitel időtartamát kivéve – a 
mérés időtartama alatt adiabatikusnak tekinthessük. A helyzet 
alapvetően megváltozik, ha a méréseket magasabb hőmérséklet mellett 
kívánjuk elvégezni, márpedig az alkalmazások jelentős hányadában 
szükség van akár néhány ezer K hőmérsékleten való mérések elvégzésére 

                                            
4 A módszer alapváltozata az ASTM Standard E1461-92-ben  is rögzített.  
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is. Már a flash módszert eredetileg kidolgozó szerzők is megadtak egy, a 
hátoldali hőveszteséget figyelembe vevő egyszerűbb megoldást. 

COWAN [4] két ún. veszteség paraméter alkalmazására tett javaslatot, 
amelyekkel mind a front, mind pedig a hátoldali hőveszteség figyelembe 
vehető. Módszerének lényege, hogy a minta hőmérsékletéről feltételezi, 
hogy csak kis mértékben tér el a környezeti hőmérséklettől, amikor is 
lehetőség van arra a feltételezésre, hogy a felszínről távozó energia 
mennyisége lineárisan függ a felszíni hőmérséklettől5.  Az egyik jellemző 

paraméter a hátoldali és frontoldali hőveszteség aránya, r
q
q

L=
&

&0
, míg a 

másik az említett két hőveszteség összege, ( ) ( )s L q q Lq rL= + = +& & &0 0 1 . (Itt 
és a továbbiakban a 0 index a gerjesztett, az L pedig a hátoldali felületre 
utal.) Mivel a mérés elvégzése előtt nem ismertek a hőveszteség leíró 
paraméterek, így tulajdonképpen három ismeretlent kell meghatározni 
egyetlen mérésből. Ehhez a veszteség paraméterek különböző értékeivel 
számított görbesereg áll rendelkezésre, amely alapján, iteratív módon 
értékelhető ki a mérések eredménye. A paraméterek megválasztását igen 
eredetinek tekinthetjük, ugyanis a mérés körülményeiből mennyiségi 
ismeretek hiányában is jól becsülhető az r értéke előre, így az említett 
előre számított görbesereg alapján az s iteratív meghatározása 
egyszerűbb.  

CAPE és LEHMAN [3] hővezetési modelljükben szerepeltetik a radiális 
irányú komponenst is. A hőveszteségeket a STEFAN-BOLTZMAN törvény 
linearizálásával vették figyelembe a peremfeltételek felíráskor. Két 
paramétert szerepeltetnek, Y T Rr r= −4 0 0

3 1σ ε λ  illetve Y T LL L= −4 0 0
3 1σ ε λ , 

amiket sugárzási veszteség paramétereknek6 neveznek.  A minta 
hőmérséklet-eloszlását HENKEL transzformációval állították elő, ami 
alapján meghatározták, hogy mely esetekben adódik számottevő eltérés a 
PARKER és társai által [1]-ben felírt (2.2) hőmérséklet-idő függvénytől. 
A gyakorlat számára fontos eredményük, hogy jelentős felületi 
hőveszteségek – YL ≅ 1 – esetén is, ha a vastagság-sugár arány olyan, 

hogy L
R

Yr




 ≤

2

05.  fennáll, a hőmérsékletvezetési tényező értéke az 

egyszerű (2.3) alapján elfogadható pontossággal számítható. 
 Ugyanebben [3] a munkájukban elemezték azt is, hogy a tf gerjesztési 

idő hosszának milyen hatása van. A minták jellemzésére bevezették a 

karakterisztikus időt, t
L

ac =
2

2

1
π

. PARKER és társai [1]-ben levezetett 

megoldása, és a mérés kiértékelésére alkalmazott eljárása akkor 

                                            
5  Pontosabban a környező közeg és a minta hőmérsékletének különbségétől. 
6 Tulajdonképpen az L mintavastagsággal és az R minta sugárral, továbbá az ún. 
sugárzásos hőátadási tényezővel számított BIOT számokról van szó. 



2. FEJEZET                                                 IRODALMI ÖSSZEFOGLALÓ 

 11

érvényes, ha 
t
t
f

c
<< 1 , így, bizonyos anyagoknál (rossz  hővezetők) az 

impulzus olyan hosszú is lehet, hogy akár a villanócső alkalmazása sem 
szükséges, a kritériumok kisméretű (pl. fólia) fűtőtestek alkalmazásával 
is teljesíthetőek. Említést érdemel a néhány K-es hőmérsékleten való 
mérések problémája, ahol is a hőkapacitás eltűnésének tendenciája miatt 
a hőmérsékletvezetési tényező egyre nagyobb értékű, így még néhány cm-
es mintavastagságoknál is nagyon kicsiny hőbeviteli időkorlát adódik, ha 
a kiértékelést a (2.3) alapján még elfogadható hibával akarjuk elvégezni. 
Összességében a mintavastagság megválasztásánál két egymásnak 
ellentmondó feltételt kell figyelembe venni – mutatnak rá a szerzők: 
minél vékonyabb legyen a minta, a radiális hővezetés figyelmemen kívül 
hagyhatósága érdekében, illetve minél vastagabb legyen a minta a 
gerjesztés hosszúságának figyelmen kívül hagyhatósága érdekében. 
Ennek következtében az alkalmazott gerjesztéstől függően a különböző 
anyagokra más és más optimális mintavastagság adódik. 

LARSON és KOYAMA [5] tovább pontosítja a flash mérés körülményeire 
vonatkozó matematikai modellt. Egyrészt a gerjesztő impulzus alakjának 
vizsgálatával (fotodióda regisztráció) megadnak egy „exponenciális” leíró 
függvényt (Φ), melyet a gerjesztés csúcsának tp fellépési ideje jellemez. 
(ld. 2.2. ábra.) Ennek az analitikus gerjesztő függvénynek a 
felhasználásával azután a LAPLACE transzformáció alkalmazásával 
megoldják az adiabatikus esetre vonatkozó hővezetési feladatot. 
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2.2. ábra. Xenon villanócső impulzus alakja és  

 a két fajta közelítése 
   
 Az így nyert, a hátoldali hőmérsékletet leíró függvény nem alkalmas 

közvetlenül (2.3)-szerű kiértékelési összefüggés meghatározására. 

Bevezetnek egy impulzus alak paramétert, γ =
t
t

d

p
, ahol t td c= π2  az ún. 

diffúziós idő, ami a [3] szerint definiált karakterisztikus időből 
származtatható, így a hőmérsékletváltozást leíró összefüggésben szereplő 
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tp/t helyettesíthető a γ ⋅
t
td

-vel. Ezzel a mért hőmérséklet felfutás néhány 

pontjából a γ és a td értékeket iteratív úton határozzák meg, végül a 
keresett hőmérsékletvezetési tényező a minta vastagságából és a td -ből 
egyszerűen kiadódik. 

NOVI [6] az igen vékony mintákra való alkalmazhatóság technika 
részletei mutatja be. A hővezetési tényező méréséhez szükséges 
abszorbeált hőt ARMCO vas standard mintával felvett kalibráció alapján 
határozza meg. 

DONALDSON [7] a minta front és hátoldalán különböző hőátadási 
tényezővel jellemzett harmadfajú peremfeltételek esetén oldja meg a 
kétdimenziós hővezetési feladatot, azzal a megszorítással, hogy a minta 
felületének csak egy része gerjesztett, és a gerjesztés pillanatszerű. Ekkor 
a mintában karakterisztikusan radiális hővezetés is fellép. A gerjesztési 
folthoz képest nagy radiális kiterjedésű minta végtelennek tekinthető a 
mérés rövid ideje alatt, így radiális irányban nem kell harmadfajú 
peremfeltétellel számolni. További előny, hogy a minta megfogás amúgy 
is bizonytalanul leírható hőelvezetése is figyelmen kívül hagyható. A 
gerjesztést körszimmetrikusnak feltételezve, a középponton áthaladó 
tengely mentén a minta hőmérséklet eloszlását klasszikus szeparációs 
módszerrel számítja. A front és hátoldali H1 és H2 NUSSELT számok7 
függvényében a dimenziótlan fél-idő értékének változását táblázatos 
formában közli. Itt is megjelenik az a probléma, hogy a meghatározni  
kívánt hőmérsékletvezetési tényező mellett a mérésnél érvényes H1 és H2 
számokat is meg kell határozni ahhoz, hogy a megfelelően korrigált félidő 
értékhez eljussunk. DONALDSON két külön pontban javasolja a 
hőmérséklet regisztrálását, így a hőveszteségeket leíró H1 és H2 szám 
meghatározása megkerülhető. A csökkentett méretű gerjesztésre tett 
javaslat túl mutat a flash módszer puszta finomításán, hiszen így akár 
mintát sem kell készíteni a vizsgálandó anyagból. Ha a mérések helyét 
áttesszük a gerjesztett oldalra, tetszőleges szerkezeten végezhetőek 
mérések anélkül, hogy mintadarabot készítenénk. (Efféle méréseknek egy 
külön osztálya alakult ki melyekre még visszatérek.) 

Ilyen „spot” gerjesztéses mérési módszert dolgozott ki FERENCZY [38], 
amelyben a termikus gerjesztést egy kondenzátor ívkisülése szolgáltatja. 
Egy szabad felszínen a hőmérsékletváltozást regisztrálja a gerjesztéstől 
adott távolságban. A mérés ilyen módon végrehajtható minta készítése 
nélkül is, „in-situ”. Részletesen elemezte különböző peremfeltételi és 
gerjesztési körülmények között a módszer alkalmazhatóságát, megadva a 
szükséges hőmérséklet-eloszlásokat és kiértékelési összefüggéseket. 

                                            
7 Valójában BIOT számokról van szó. 
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HECKMAN [8] a minta elő- és hátoldalán különböző hőveszteségeket 
feltételez úgy, mint DONALDSON [7], kiegészítve egy fűrészjel alakú 
gerjesztő impulzus figyelembevételével (ld. 2.2. ábrán). A két hatás 
együttes fellépésére végzett elemzése alapján megadja a különböző L1 és 
L2 („Loss parameters”)8 szám kombinációkhoz és gerjesztő impulzus 
hosszakhoz tartozó t1/2 korrigált értékekeit. 

A homogén mintákon végzett mérések mellett korán felmerült a 
kérdés, hogy réteges szerkezetek esetében milyen sikerrel alkalmazható a 
flash módszer. Úttörő szerepe volt LARSON és KOYAMA [10] munkájának. 
Tökéletes hő-kontaktusban lévő, adiabatikus, kétrétegű mintákra 
meghatározták, az előző munkájukból már ismert impulzusleíró Φ(t) 
függvény és a (hő)diffúziós idő felhasználásával az X=td1/td2 illetve 
H=(ρcλ)1/(ρcλ)2 dimenziótlan változók különböző kombinációja mellett 
érvényes hőmérséklet-eloszlást. (Az indexek az egyes rétegekre utalnak.)  
Először alkalmaznak LNK görbeillesztést, igaz csupán abból a célból, 
hogy a kiértékelt eredményeket, utólag,  ellenőrizzék. A hőmérséklet-
eloszlást LAPLACE transzformációval határozták meg, úgy, hogy az inverz 
transzformációt a reziduum tétel alapján, kontúr vonalintegrálással 
oldották meg. 

GERJ ESZTÉS

KONTÉNER
MINTA

HŐTARTÁLY

MÉRÉS HELYE

 
2.3. ábra. Folyékony minták mérésének elvi vázlata  

ANG, TAN és CHAN [11] a kétrétegű minták analógiájára egy három-
rétegű rendszerben „folyékony” halmazállapotú minták mérésére 
fejlesztették tovább a flash módszert. A három rétegből a két szélső a 
kapszula fala, ami a minta anyagot tartalmazza (ld. 2.3.ábra). Egy 
eredeti ötlet a mérés alap koncepciójához képest a szerzőknek az a 
megoldása, hogy a hőmérsékletmérés helyét a kapszula belső oldalára 
helyezték. Ekkor a mennyiségileg bizonytalanul leírható harmadfajú 
peremfeltétel helyébe, a matematikailag is könnyebben kezelhető első 
fajú léphet azáltal, hogy a konténer falat kívülről egy állandó 
hőmérsékletű hőtartállyal tartjuk kontaktusban. A folyadék konténerfal 
találkozásnál gyakorlatilag tökéletes kontaktus tételezhető fel, így a 
konténer fal termikus jellemzőinek ismertében a mért 
hőmérsékletgörbéből csak magát a minta hőmérsékletvezetési tényezőjét 

                                            
8 Ugyanaz, mint 7. 
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kell identifikálni, a kontaktus hőellenállása figyelmen kívül hagyható. 
(Különböző fajta fagyálló folyadékok összehasonlító mérését FALUDIVAL, 
mi is így, kapszula alkalmazásával oldottuk meg egy megbízás 
alkalmával.) 

Szilárd fázisokból álló többrétegű szerkezet esetén a rétegek 
illeszkedésétől függő érintkezési hőellenállás lép fel. Ennek jellemzésére 
szokás használni a hőátadási tényező analógiájára az egységnyi felületek 
közötti hőellenállás reciprok értéket, mint a kontaktus hőátadási 
tényezőjét. CHISTYAKOV [12] kétrétegű mintákra alkalmazta a flash 
módszert úgy, hogy az adiabatikus modellben a rétegek közötti 
hőellenállást is figyelembe vette. A hőmérséklet felfutás leírására 
szolgáló összefüggésben egy transzcendens karakterisztikus egyenlet 
gyökei (sajátértékek) szerepelnek, így az közvetlenül sem valamelyik 
réteg, sem a kontakt hőellenállás meghatározására nem alkalmas. Mivel 
a regisztrált relatív hőmérséklet9 görbe alakja hasonló az egyrétegű 
homogén mintákéhoz, az ismeretlen tulajdonságú réteg jellemzői a 
karakterisztikus t1/2 idő alapján, szukcesszív approximációval 
határozhatók meg. 

 Sok esetben maguknak a rétegeknek a termikus jellemzői ismertek, és 
a vizsgálat tárgya a közöttük kialakított kapcsolat, a kontaktus 
milyensége. A hőellenállás alkalmas arra, hogy e kapcsolatot 
mennyiségileg is jellemezze. DEGIOVANNI és társai [16] nem csak az egyik 
réteg ismeretlen termikus tulajdonságainak meghatározására, hanem a 
hőellenállás meghatározására is alkalmazták a flash módszert. 
A mintabeli kétdimenziós hőmérséklet-eloszlást klasszikus szeparációs 
módszerrel határozták meg. Ehhez figyelembe vettek összesen három (a 
minta kétoldali és kerületi) BIOT számot. Ekkor a mért és a számított 
görbéknek a karakterisztikus t1/2 pont alapján való összehasonlítása – a 
sajátértékek miatt, mint az már korábban is szerepelt – nem 
kivitelezhető. A kiértékelést, mind a számított, mind a mért 
hőfokgörbéből származtatott új függvény alapján végezték. Ez a 
származtatott új függvény nem más, mint a hőfokgörbe két különböző 
időpillanatban mért hőmérsékletének aránya, ami – szerzők szerint 
elméletileg nem igazolt kísérleti tény – a peremfeltételektől már nem 
függ, csak a hőmérsékletvezetési tényezőtől.10  

JAMES [13] a flash módszer kiterjesztésével foglalkozik. A  front és 
hátoldali hőveszteség és pillanatszerű gerjesztés esetében a hőfokváltozás 
számítására alkalmas összefüggést LAPLACE transzformációval határozza 
meg, és ellentétben a korábbi analitikus soroktól, melyek az igen kis 

                                            
9 A t1/2 független attól is, hogy melyik réteg a gerjesztett [17] 
10 Arról van szó, hogy a hővezetési folyamat kezdeti szakaszát kevéssé befolyásolják a 
peremfeltételek, így a kis FOURIER számokhoz tartozó tartományban lényegében a 
dimenziótlan hőmérsékletváltozási sebességet számítják.   
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FOURIER számoknál rosszul konvergálnak, megoldása kifejezetten e 
tartományra irányul. Felveti a kiértékelés új lehetőségét, hogy a 
hőfokváltozási görbének éppen ezt a kezdeti szakaszát felhasználva a 
hőveszteségek bizonytalan meghatározására nem kell támaszkodni. 
Ugyanebben a munkájában az ugrás-szerű gerjesztésre vonatkozó 
hőmérséklet felfutás görbéket is meghatározza, melyek természetes 
módon kínálkoznak az impulzus megoldás ismeretében. Ugyanígy a 
kétrétegű mintákra vonatkozó hőmérséklet felfutást is meghatározza az 
előbbiekben említett körülményekre vonatkozóan. Az ugrás függvényt 
követő gerjesztés elég általánosan használt eljárás hőfizikai mérések 
során, azt mind kalorimetrikus mind transzport jellemzők 
meghatározására alkalmazzák. (”Hot wire method”, DTSC stb.) 

Bár a módszer vizsgálatában az analitikus modellek használata az 
általános, FALUDI [36] numerikus módon elemezte a mintában kialakuló 
hőmérséklet eloszlást úgy, hogy a hőveszteségek mellett, a minta 
megfogásának és a mérő termoelem tűk hőelvezetését is számításba 
vette. Arra a megállapításra jutott, hogy a hőveszteséges mérési 
eredmény és az ideális (adiabatikus) görbe között a következő empirikus 
kapcsolat11 áll fenn 

( ) 8.0
)(

ln Fow
FoV

FoVmért ⋅−≈






 . 

  Így a w mérési körülményekre vonatkozó segéd változó értékének 
ismeretében az ideális V(Fo) görbe reprodukálható, és az eredetileg 
javasolt (2.3) alapján a mérés kiértékelhető. Ezt az eredményt 
felhasználva, a mérési görbékre nemlineáris LNK módszerrel történő 
többparaméteres görbeillesztést alkalmaztunk a [42] munkánkban. 
A mérés kiértékelésére a többparaméteres, nem lineáris illesztést 
korábban egy kereskedelmi célra12 épített mérőberendezés vezérlő, 
kiértékelő programjának részeként dolgoztam ki, így publikálásra nem 
került.  

TAYLOR [17] korábban már idézett művében a módszernek kompozit 
anyagokra való eredményes alkalmazását is leírja. Idézett műve magáról 
a módszerről is átfogó képet ad. Rosszul kondicionált mérési körülmények 
között a még kidolgozás13 alatt lévő többparaméteres görbeillesztést 
javasolja (2.3) helyett. A gerjesztő energiaáram inhomogenitásának 
hatására is kitér – a rendkívül kevés szerzők egyikeként – megállapítva, 
hogy ha legalább a centrális zónában biztosított az egyenletesség, a 
gyakorlat számára még elfogadhatóan jó eredmények adódnak a 
mérésből. A gerjesztő síkhullám és a minta előoldali felületének nem 

                                            
11 Számításaim szerint a Fo<1  tartományban érvényesül. 
12 LAMBROC műszer a Kerámiaipari Kutató Intézet részére, Zsolna, Szlovákia 
13 Az idézett publikáció megjelenésének idejében. 
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párhuzamosságából adódó hibát FALUDI már említett [36] munkájában is 
tanulmányozta. 

E fejezet bevezetésében már említettük a méréstechnika fejlődésének 
aspektusát, KEHOE és társai [18] az elektronika folyamatos fejlődése 
indukálta alkalmazásról számolnak be. A méretek csökkentésének egyik 
feltétele, hogy az egyre kisebb térfogatra zsugorodó félvezető lapkák 
termelte hőt el tudjuk vezetni. Így jelentkezik a vékony, jó hővezető fóliák 
termikus vizsgálatának igénye. A [18]-ban egy 6 ns pulzusidejű Nd:YAG 
lézert alkalmazva, 34 mikron vastag fóliák hőmérsékletvezetési 
tényezőjét mérték. A kiértékelést a (2.3) összefüggés alapján végezték, a 
mért görbék a mérési zajtól eltekintve nagyon jó egyezést mutatnak a 
PARKER és társai által levezetett ideális tranzienssel, így a nano-
szekundumos lézerrel az ilyen igen vékony hővezető fóliák is 
vizsgálhatók, maguk a tranziens folyamatok néhány mikro-szekundum 
időtartamúak ezekben az esetekben. 

MCMASTER és társai [19] a gerjesztő lézer energiájának a mintába 
hatolásának mértékét/hatását vizsgálják. A méréseiket szénkötésű, 
szénszálas kompozit mintákon végezték (carbon bonded carbon fiber). 
A méréseket három különböző matematikai modell alapján értékelték ki: 
1. (2.3) összefüggés alapján, 2. ún. időeltolásos modell, 3. módosított 
hővezetési modell alapján. Az időeltolásos modellnek a véges ideig tartó 
hőbevitelt tartalmazó modellt nevezik, mint pl. [5], [8]. A 3. modellben a 
hővezetés differenciálegyenletének SIEGEL-HOWELL féle alakját 
alkalmazzák 

 
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ahol Tq rr ∇λ−=& , és λ σ κr T= 16 30
3 , továbbá κ  a fotonok mintabeli 

szabad úthosszának reciprok értéke. E modell alkalmazásának oka, hogy 
a mérési eredmények alapján valószínűsíthető volt, hogy a fononok és az 
elektrongáz mellett egy ezeknél „nagyobb sebességű” energiatranszport is 
fennáll. Mindazonáltal nem tételezik fel a szerzők, hogy a mintában a 
hősugárzás mechanizmusa érvényesülhetne, inkább azt valószínűsítik, 
hogy az alkalmazott lézer hullámhosszán létezhet nem elhanyagolható 
szabad úthossz a fotonok számára.  
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2.2. Fototermikus módszerek 

2.2.1. A FOTOTERMIKUS MÓDSZEREKRŐL ÁLTALÁBAN 

A szoros értelemben vett flash módszerre vonatkozó irodalmat 
fejlődéstörténeti szempontból áttekintettem a 2.1. pontban. Azokat az 
eljárásokat soroltam ide, amelyekben a hőmérsékletváltozást közvetlenül 
(pl. termoelem, IR detektor) regisztrálják, továbbá a hőáram, a teljes 
mintafelszín gerjesztettsége miatt a gerjesztéssel megegyező irányú. 
Kialakultak azonban olyan technikák is, melyekben ún. közvetett 
érzékelést alkalmaznak, továbbá a gerjesztés nem a teljes mintafelszínt 
érinti, hanem, annak csak egy kicsiny területére (spot) lokalizálódik. 
Ebből adódóan az anyagban (mint fél-végtelen térben) többnyire 
gömbszimmetrikus, vagy vonalszerű gerjesztésnél, hengerszimmetrikus 
hőfokmező alakul ki. E módszerek egy részében impulzusgerjesztést, más 
részüknél folytonos periodikus gerjesztést alkalmaznak. Számos 
technika, közöttük elsődlegesen a lézertechnika fejlődésének 
következményeként a kilencvenes években az impulzus fototermikus 
(pulsed phototermal) és a fototermikus14 (photothermal) eljárások 
alkalmazása egyre szélesebb körű, ezért fontosnak tartom legalább 
részleges áttekintésüket. 

A fototermikus módszerekben közös, hogy valamilyen intenzitás-
modulált optikai gerjesztést alkalmaznak, a különbségek a gerjesztés 
időfüggvényében, az elrendezés geometriájában és a termikus válaszjelek 
detektálásának módjában vannak. A termikus válaszjel detektáláson 
valamilyen másodlagos hatás (időbeli vagy hely szerinti) érzékelését 
értem. Ez a közvetett jelenség lehet például a minta mechanikai 
állapotának, optikai tulajdonságának megváltozása stb., ami persze 
szoros korrelációban van a vizsgált hőmérséklet-eloszlással, így az 
érzékelés lehet akár akusztikus (pl. gáz-mikrofon cella, piezoelektromos 
szonda) vagy optikai (reflexió, elhajlás, elnyelés mely létrejöhet a 
mintában vagy a felületén, illetve a vele érintkező közegben, azaz a 
határrétegben). Az előbbiekből kitűnhet, hogy a fototermikus eljárásoknál 
a mintában létrehozott hőmérséklet-eloszlás meghatározására 
alkalmazott technikák eléggé közvetettek, így pontosságban és 
reprodukálhatóságban többnyire elmaradnak15 a flash módszer mögött.  

A fototermikus eljárásokhoz általában jobban felszerelt laboratóriumi 
háttér kell (lézerek, speciális detektorok, mikro-pozicionálók, szűrők stb.), 
mint a hagyományos flash módszer alkalmazásához. 

                                            
14 Szerintem a periodikus előtag használata lenne indokolt, utalva az eljárások 
lényegére.   
15 A flash módszerrel mért eredmények, a „referencia” értékek ezekben az 
irodalmakban. 
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2.2.2. IMPULZUS FOTOTERMIKUS ELJÁRÁSOK 

A 2.1.2. pontban már idézett DONALDSON által javasolt, majd egy ideig 
visszhangtalanul maradt, folt gerjesztés alkalmazását mutatják be 
félvezető anyagok  termikus jellemzőinek mérésére CHENG és ZHANG [20]. 
Három közvetett érzékelésre alkalmas fototermikus jelenségre – reflexió, 
deflexió és deformáció – meghatározzák a leíró matematikai modellt. Az 
alkalmazott lézer nagy energiájú fotonokkal gerjeszti a mintafelszínt, 
bizonyos anyagmennyiség átmenetileg plazma állapotba16 kerül, a 
félvezető anyagban az energiatranszport a hővezetés mellett elektron-
lyuk pár diffúzió utján is létrejön. Mindkét jelenségre, a vonatkozó 
differenciálegyenlet megoldását szeparációval, sajátérték feladatként 
oldják meg. A hővezetési feladat peremfeltétele adiabatikus, az elektron-
lyuk pár diffúzióra vonatkozó pedig harmadfajú. 

 A hőfokmező ismeretében azután már az észleléshez választott 
jelenségnek a hőfokváltozással való összefüggése is meghatározható. Az  
egyes esetek elvi elrendezését a 2.3a., 2.3b., és 2.3c. ábrák mutatják.  

  

MÉRŐSUGÁR

IMPULZUS SUGÁR

FÉLVEZETŐ MINTA

DIKROMATIKUS TÜKÖR

0

IDŐ

INTENZITÁS VÁLTOZÁS

    
 

2.3a. ábra. Reflexiós elrendezés és a detektálható 
 relatív mérősugár-intenzitás jelformája 

 

a. MÉRŐSUGÁR

IMPULZUS SUGÁR

FÉLVEZETŐ MINTA

0

IDŐ

b. MÉRŐ SUGÁR

r 0

z0

SZÖGVÁLTOZÁS

 
2.3b. ábra. Mérősugár elhajlást detektáló elrendezés és a jel alakja 

a./ tranzverzális és b./ párhuzamos esetben  
 

                                            
16 A plazma „sugárzásának” színképelemzésével magának az anyagnak az összetétele is 
vizsgálható. 
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MÉRŐSUGÁR

IMPULZUS SUGÁR

FÉLVEZETŐ MINTA

0

IDŐ

DEFORMÁCIÓ ZÓNA

Θ SZÖGVÁLTOZÁS

 
 

2.3c. ábra. Mérősugár reflexió szög változását detektáló 
elrendezés és a jel alakja 

 
BERTOLOTTI és társai [22] bórszilikát üvegek hőmérsékletvezetési 

tényezőjének meghatározására dolgozták ki a párhuzamos mérősugarat 
alkalmazó, elhajlás detektáláson alapuló eljárásukat. A vizsgált pontban 
a hőmérséklet közvetlen mérése helyett a vizsgáló lézersugár maximális 
elhajlásának fellépési idejét mérik. A mérés elrendezése a 2.4. ábra 
szerinti.  

 

d 0

MINTA

MÉRŐSUGÁR

t0

L
z0

r

HŐIMPULZUS

b0

     
 

2.4. ábra. Bór-szilikát üveg mérése [25] szerint    
(r=20 – 100 µm, t0=10 –200 µs, z0≈1.7 mm, L=3 mm, d0=15 µm b0=22µm ) 

 
Az időben változó hőmérsékletmező, időben változó mérvű elhajlást 

eredményez, a relatív elhajlás, azaz a maximális elhajlásra 
vonatkoztatott idő szerinti elhajlásfüggvény mérésével, a maximum 
megjelenésének ideje jól detektálható, ahonnan a hőmérsékletvezetési 

tényező az 
( )

a
r d b

t
=

− +2
0
2

0
2

8 max

 összefüggésből meghatározható. 
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2.2.3.  PERIODIKUS FOTOTERMIKUS TECHNIKÁK  

A periodikus fototermikus technikák két alapgondolat ötvözésének 
eredményeként jöttek létre. Az egyik a periodikus gerjesztés, a másik 
pedig a flash módszer, amiből a látható fénytartományba eső 
elektromágneses sugárzás termikus gerjesztésre való alkalmazásának 
gondolata származik. A periodikus gerjesztésen alapuló módszerek régi 
hagyományokkal rendelkeznek, nem csak a termikus tulajdonságok 
meghatározására irányuló mérések sorában17, és a kialakuló 
kvázistacioner folyamatok matematikai leírásának bőséges irodalma van. 
Méréstechnikai szempontból kedvezően meghatározható mennyiségek 
(fázisszög, csillapítás) teszik jól alkalmazhatóvá ezeket az eljárásokat.  

 A fototermikus technikák főbb alkalmazási területe a késztermékek, 
alkatrészek roncsolás-mentes vizsgálata, de előnyösen alkalmazhatók a 
vékony rétegek tanulmányozására is. A gerjesztés ω frekvenciájával 
megegyező frekvencián való detektálás lineáris módszerként, a valamely 
felharmonikus (többnyire a 2⋅ω) frekvencián történő detektálás 
nemlineáris módszerként ismert a szakirodalomban. Az említett 
módszerek egyik előnye, hogy a harmonikus jelek mérésének, 
analizálásának technikai apparátusa a nagyszámú egyéb felhasználási 
igény miatt nagyon fejlett. 

A fototermikus módszerek egyik fontos alkalmazási területe a 
különféle polimer filmek termikus tulajdonságainak mérése. E filmek 
anizotropikus viselkedése a molekuláris szintű orientáltságuk 
következménye. E molekuláris strukturáltság és a hővezetési 
tulajdonságok összefüggéseinek feltárása módot adhat a polimer filmek 
hővezetésének egyedi igények szerinti „szabására”, ami új távlatokat 
nyithat ezeknek az anyagoknak a felhasználásában. Ilyen anyagok 
vizsgálatára alkalmazzák RANTALA és társai az ún. „Mirage method” 
névvel elnevezett eljárást [23]. 

 Ennek lényege, hogy a gerjesztés következtében fellépő hőmérséklet-
változást egy mérő lézernyaláb (probe beam) deflexiója /elhajlása/ alapján 
állapítják meg18. A gerjesztő lézernyaláb (pump beam) pozícióját 
változtatva, különböző gerjesztési frekvencián megkeresik azt a 
távolságot, aminél maximális a letapogató mérősugár elhajlása. 
(Vázlatosan ld. 2.5. ábra.)  A gerjesztés frekvenciája a néhány Hz-től a 

                                            
17 A hőmérsékletvezetési tényező közvetlen mérésére ANGSTRÖM dolgozta ki alapjait, 
vékony, hosszú rúd geometriájú rudakra, 1863-ban. A módszerek egyik legjobb 
összefoglalása PHYLIPPOV [48] munkája.  
18 Az átlátszó közegek hőmérséklet- és nyomáseloszlás vizsgálatára alkalmazott 
SCHLIEREN elv egy alkalmazásáról van szó, mivel a detektálás fizikai alapja a 
törésmutatónak a hőmérséklettől való erőteljes függésén alapszik. A hőátadás 
elméletéből tudjuk, hogy a szilárd felület mellett kialakuló határrétegben a (lokális) 
hőmérséklet gradiens nagy.  
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néhányszor  10 Hz tartományokra terjed, az igen vékony rétegeknél 
sokkal magasabb értékeket alkalmaznak. A mérősugár eltérítési 
szögének a felületre merőleges (normál) és azzal párhuzamos 
(tranzverzális) komponenseit mérik, melyek változásának jellegét 
mutatja a 2.6. ábra. 

MINTA

A B

MÉRŐSUGÁR

GERJ ESZTŐ SUGÁR
MOZGATÁS

 
2.5. ábra. Az alkalmazott „letapogatások” sematikus elrendezése  

A súroló (skimming), B visszaverődéses (bouncing)  

-3 -2 -1 0 1 2 3

A gerjesztő és a próba sugár távolsága
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2.6. ábra. A mérősugár elhajlása a távolság függvényében 

BARANOV és társai [15] munkájukban a lemez alakú minta ultrahang 
tartományú amplitúdójának változását mérve határozzák meg a 
hőmérsékletvezetési tényezőt. A hőfokeloszlás meghatározásával 
megadják a hőmérséklet okozta deformáció változást, ami alapján a 
gerjesztett minta amplitúdója számítható, a mért értékekkel 
összehasonlítható. 

 

MECHANIKAI
GERJ ESZTÉS

AMPLITÚDÓ
MÉRÉSE

TERMIKUS
GERJ ESZTÉS

MINTA

 
2.7. ábra. Az ultrahangos mérés elvi elrendezése 

⋅100µm 

TRANZVERZÁLIS 

NORMÁL
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 BERTOLOTTI és társai [24]-ben a mérősugár beesési szögének hatását 
vizsgálják visszaverődő mérősugár (2.5 ábra B) esetében. Meghatározták 
egy olyan szögtartományát a vizsgáló sugármenetnek, amelyben a minta 
alakváltozása a vizsgáló sugár deflexiójára elhanyagolható befolyással 
bír. „Invar” anyagból készült mintán való mérésekkel ellenőrizték a 
modelljüket. A nagyon kis szögű próbasugárral a súroló elrendezésnél is 
közelebb lehet kerülni a felszínhez, így ugyanis elkerülhető a nyalábnak a 
mintaszélen történő szóródása. 

REICHLING és GÖBRECHT [25]-ben réteges szerkezeteket vizsgálnak. 
A harmonikus hőmérsékletváltozás amplitúdóját és fázisszögét a 
gerjesztéshez képest a minta deformáció alapján mérik. Matematikai 
modelljükben a rétegek közötti hőellenállást is figyelembe veszik. Bár a 
rétegek 0.5-1 µm vastagságúak és a gerjesztési frekvenciák 10-108 Hz 
tartományban változnak, a hőfokmező leírására parabolikus differenciál-
egyenlet modellt alkalmaznak. (Ebben a mérettartományban a hővezetés 
leírására többen az idő szerinti második derivált szerepeltetését is 
szükségesnek látják, ami hiperbolikus differenciálegyenletet eredményez, 
és egy „relaxációs” állandó (újabb anyagjellemző) bevezetését is igényli. E 
kérdéshez részletesen a 4. fejezetben visszatérek.) A rétegekre vonatkozó 
termo-elasztikus feladatot leíró differenciálegyenlet rendszer analitikus 
megoldásának hiányában a hőtáguláson alapuló egyszerűsített modellel 
írják le a jelenséget. A vizsgált anyagok cirkónium-oxid illetve gyémánt 
rétegek, 25 nm-es (!) arany bevonattal kombinálva. 

ZHANG és IMHOF [21]-ben szintén vékony réteges szerkezeteket vizsgál 
harmonikus gerjesztéssel. A hőmérsékletmező amplitúdó és fázis 
viszonyait közvetlen sugárzásméréssel mérik. A vizsgált 
rétegvastagságok esetében a t L ad = 2  diffúziós idő nagyon kicsi a 
gerjesztés periódusához képest, így a réteg termikusan vékonynak 
számít, azaz a felszíni hőmérséklethullámok jó közelítéssel leírhatók a 
gerjesztés és az érzékelés távolságának függvényeként. A gerjesztések 3-
20 Hz tartományban változnak. A minta felületről távozó hőveszteséget a 
környezeti levegő felé való hővezetéssel modellezik, továbbá sugárzásos 
veszteségeket pedig T3-nal arányos hőnyelő (negatív hőforrás) tagként 
jelenítik meg a hővezetés differenciálegyenletében.(Úgy, mint [19].) 

WANG és LI [26] a hővezetési tényező hőmérsékletfüggése esetére 
alkalmazza a periodikus fototermikus technikát. A hőmérsékletmező 
amplitúdó és fázis viszonyait közvetlen sugárzásméréssel mérik, de a 
második harmonikus (2⋅ω) frekvencián is végeznek méréseket. 
A hővezetési tényező hőfokfüggését ( ) ( )TbT ⋅+λ=λ 10  alakban tételezik 
fel. Bemutatják, hogy az ω, és a 2⋅ω frekvencián külön-külön  történő 
méréssel a ( )λ T  függvény meghatározható. 
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SALAZAR és társai [27] optikailag átlátszó anyagokra a párhuzamos 
próba sugár elhajlás detektálásos technikát mutatják be. (Elrendezés 
olyan, mint [22]-ben, csak periodikus a gerjesztés.) A (környezeti)gáz - 
minta - gáz, hármas régióból álló rendszerre vonatkozó 3D hővezetési 
feladat megoldásával meghatározzák a mérhető paramétereknek a 
hőmérsékletvezetési tényezőtől való elméleti függését, és különféle 
üvegekre alkalmazzák a kidolgozott eljárást. A matematikai modell a 
gerjesztő és próba sugár átmérőjének hatását is figyelembe veszi. 

SÁNCHEZ-LEVAGA és társai [28] porózus kerámia anyagokra, mint 
heterogén szerkezetű anyagokra alkalmazzák a periodikus fototermikus 
eljárást. Az érzékelés közvetlen sugárzásméréssel, elhajlás és a mikro-
reflexió detektálással történt. A három különböző módszer együttes 
alkalmazásának oka a heterogén anyagszerkezet, az elhajlással 
makroszkopikus, a közvetlen sugárzásméréssel mezo-szkópikus, míg a 
mikro-reflexióval a mikroszkopikus szintű mérési adatokat nyerték. 
A több fázisból álló rendszerek hővezetésének leírása eltér a homogén 
esettől, a helyzetet tovább bonyolítja az anizotrópia. Mindazonáltal ilyen 
szerkezetekre is alkalmazza a gyakorlat az ún. effektív termikus 
jellemzőket, amelyekkel a hővezetési folyamatot csak globálisan 
elfogadható közelítéssel írhatjuk le. (ld. bővebben KISS [29]) Mindezek 
szem előtt tartásával alkalmazzák szerzők a homogén anyagokra 
kidolgozott eljárásokat a vizsgált kerámia anyagokra. 
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3. A leíró matematikai modellek elemzése, kiegészítése 

A 2. fejezetben áttekintettem a flash módszer fejlődés történetét valamint 
az un. fototermikus módszereket. A továbbiakban csak a flash módszerrel 
foglalkozom, és ebben a fejezetben a mintában kialakuló hőmérséklet-
eloszlásnak különböző peremfeltételek melletti meghatározását 
tárgyalom, nem feltétlenül a történeti fejlődés sorrendjében. 
A megoldások egy része az idézett munkákban található, egy részét a 
dolgozat megírása során vezettem le. (Levezetések az F2 függelékben.) 
A mintában kialakuló hőmérséklet-eloszlás meghatározása a hővezetés 
differenciálegyenletének a mérések körülményeit leíró peremfeltételek-
nek megfelelő megoldásainak előállítását jelenti. E megoldások 
előállításához az irodalomból ismert, többféle módszerrel is eljuthatunk. 
Továbbiakban a klasszikus sorfejtéses megoldást és a LAPLACE-
transzformációt alkalmazom a hőmérséklet-eloszlások meghatározására. 
A sorfejtéses módszerekkel előállított megoldások jellegzetessége, hogy 
konvergenciájuk a hővezetési folyamat kezdeti szakaszában „gyenge”. 
A LAPLACE-transzformáció alkalmazásánál az inverz transzformáció 
elvégzése okoz nehézségeket. A határérték tételek alapján az időfüggvény 
t→∞ esetén való menetét a képtartomány s→0 vizsgálatával, illetve az 
időfüggvény t→0 esetén való menetét képtartománybeli s→∞ elemzéssel 
vizsgálhatjuk. Mindez lehetővé teszi a hővezetési folyamat kezdeti 
szakaszaira vonatkozó – többnyire szintén végtelen sorokból álló – inverz 
transzformáltak meghatározását. Így a két módszerrel az időtartomány 
általunk vizsgálni kívánt részére vonatkozó eloszlásfüggvényeket előállít-
hatjuk. 

3.1. Homogén minták  

3.1.1. ADIABATIKUS ALAPMEGOLDÁSOK ELŐÁLLÍTÁSA 

A klasszikus flash módszer szerinti ideális (adiabatikus) körülmények 
között a pillanatszerű energia bevitel hatására a minta hátlapon 
kialakuló, jellegzetes telítődést mutató hőmérséklet válaszjel 
meghatározása a következő.  
A ( )ϑ ξ, Fo 19 dimenziótlan koordinátákkal felírt megoldásnak a hővezetés 
differenciálegyenletének kell eleget tennie 

( ) ( )
∇ =2ϑ ξ

∂ϑ ξ
∂

,
,

Fo
Fo

Fo
,      (3.1) 

                                            
19 A V jelölést, követve az irodalmi szokásokat a minta hátoldali hőfokváltozására 
alkalmazom, és helyette a minta dimenziótlan hőmérséklet-eloszlását ϑ jelöli a 
továbbiakban. 
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valamint, az adiabatikus peremfeltételeknek:  

ξ=0 (z=0)  ∂ϑ
∂ξ

= 0 ,      

ξ=1 (z =L)  ∂ϑ
∂ξ

= 0 .      

A kezdeti eloszlást abból a feltételezésből határozzuk meg, hogy egy 
δ vastagságú rétegben20 nyelődik el a közölt energia, tehát  

δ 1
ξ

0

ϑ

0

 
δ= 1

g
L

 
0 < ≤ξ δ   tartományban: 

 ( )
δ

=
ρ

⋅==ξϑ 110,
max cg

Q
T

Fo , 

δ ξ< ≤ 1  tartományban pedig: 
 ( )ϑ ξ, Fo = =0 0 , 
 

 
 
 
(3.3) 
 
 
 

ahol, T
Q
cLmax =

ρ
 a maximális hőmérséklet, amelyre a minta az  egyensúly 

beállta során felmelegszik.  
A megoldást szeparációs módszerrel, végtelen sor alakban állíthatjuk elő, 
pl.  ÖZIŞIK [34] szerint  

( )ϑ ξ β ξ β
h m

m

FoFo Z e m, ( , )= ⋅
=

∞
− ⋅∑

1

2 .    (3.4) 

A síklemez alakú tartományok esetében a sajátfüggvény a következő 

 ( ) ( ) ( )Z A Bm m m m mβ ξ β ξ β ξ, sin cos= + .   (3.5) 

Ha Am = 0  akkor a ξ=0 helyen a peremfeltétel mindig teljesül, és a ξ=1 
helyen érvényes feltételből adódik, hogy  a ( )0 = ⋅ ⋅Bm m mβ βsin  egyenletnek 
kell fennállnia, így a sajátértékekre kapjuk, hogy β πm m= ⋅ , ahol az 
m = 0 1 2, , ,K .  
A Bm együtthatókat a kezdeti eloszlás cos(*) sorfejtése alapján 
határozhatjuk meg, azaz 

( ) ( )

( )
B

d

d
m

m

m

=

⋅∫

∫

ϑ ξ β ξ ξ

β ξ ξ

, cos

cos

0
0

1

2

0

1 .    (3.6) 

                                            
20 Mindez egy összetett folyamat leegyszerűsítése, az energiaimpulzus alakjára, 
elnyelődésére a későbbiekben térek ki, követve a történeti fejlődést. Az elektromágneses 
hullámok mintába hatolásának mértékét az F3 Függelék tárgyalja.   

(3.2)
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Mivel a kezdeti eloszlás a 0÷δ tartományon kívül eltűnik, így a 
számlálóbeli integrált csak erre a tartományra kell számítani. 
A nevezőben elvégezve az integrálást, az eredmény  

N= 1
2

⋅
⋅ +sin( ) cos( )β β β

β
m m m

m
,  behelyettesítve a sajátértékeket kapjuk, hogy 

ha βm = 0 , N=1 és ha β πm m= ⋅ , N=1/2.  
A számlálóban kijelölt integrálást elvégezve az eredmény a következő:  

M=
m

m
β

δβ⋅
δ

)sin(1 . A βm = 0  esetén ennek értéke 1, és ha β πm m= ⋅ , akkor 

π⋅⋅δ
δ⋅π⋅

m
m )sin( . Tehát a megoldás a következő alakban áll elő 

( ) ( ) ( ) ( )











⋅πξ⋅

πδ
πδ⋅+=ξϑ ∑

∞

=

π−

1

22
cossin21,

m

Fomem
m
mFo .  (3.7) 

A mérést a minta hátoldalán végezzük, ekkor ξ=1, és mivel δ<<1 a 
regisztrálható, relatív hőfokváltozás ideális alakja ezzel 

( ) ( ) ( )ϑ ξ
π

= = + ⋅ − ⋅
−

=

∞
∑1 1 2 1

2 2

1
, Fo em m Fo

m
.   (3.8) 

(Fenti levezetés lényegében megegyezik [1]-ben vázlatosan közölttel. 
Ugyanezt az eredményt megkaphatjuk a LAPLACE transzformáció 
alkalmazásával is. A levezetés publikált alakját nem találtam.) 
A LAPLACE transzformáció az időtartományon végrehajtott integrál-
transzformáció, aminek az az eredménye, hogy az idő szerinti 
differenciálást a transzformált változóval történő szorzás jelenti, így a 
(3.1) differenciálegyenlet transzformáltja a következő 

( ) ( )∇ = ⋅2P s s P sξ ξ, , ,     (3.9) 

melynek általános megoldását így írhatjuk 

( )P s C e C es sξ ξ ξ, = ⋅ + ⋅−
1 2  .    (3.10) 

LAPLACE transzformáció alkalmazásakor a differenciálegyenlet mellett a 
kezdeti és peremfeltételek transzformációját is el kell végezni. Ez sok 
esetben egyszerűbb matematikai kezelhetőséget eredményez, mivel az idő 
tartományban „nehézkes” függvények (pl. DIRAC δ) transzformáltja 
könnyen előállítható és jól kezelhető. A minta front felületén az energia-
közlés ideális esetben olyan, hogy véges (Q) energia bevitel történik, 
végtelen rövid idő alatt. Matematikailag ezt a ( )Q Dirac t⋅ függvénnyel 
írhatjuk le. Mindez a fenti sorfejtéses megoldásnál nem jelent meg, ott a 
kezdeti eloszlásra tett kitétellel közelítjük a pillanatszerű energiaközlést. 
Tehát, ha kezelni akarjuk magát a hőközlést is, a ξ=0 helyen vett 
peremfeltétel a következő: 
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 ( )− = ⋅
∂ϑ
∂ξ

Q Dirac Fo* ,    (3.11) 

ahol Q* a dimenziótlanított közölt hő. 
Ezek után a peremfeltételi egyenletek transzformáltjai a következők: 
 ξ=0 (z=0) :   *

21 QsCsC =−  

ξ=1 (z =L) :  C s e C s es s
1 2 0⋅ − ⋅ =−  

A fenti két egyenlet alkotta egyenletrendszerből a C1 és C2 ismeretlen 
együtthatók meghatározhatók: 

( )
( )

C Q
e

s e

s

s
1

2

2
1

=
⋅ −










* , 

( )
C Q

s e s
2 2

1

1
=

⋅ −










* .  (3.13) 

Ezzel a transzformált differenciálegyenlet megoldása 

( ) ( )
( ) ( )

P s Q
e

s e
e

s e
e

s

s

s

s

sξ ξ ξ, *=
⋅ −










⋅ +
⋅ −










⋅



















−

2

2 2
1

1

1
. (3.14) 

A méréshez a minta hátoldali hőmérsékletváltozására van szükségünk, 
ezért a ξ=1 helyen vett időfüggvényt állítjuk elő, így 

( ) ( )
( ) ( )

P s Q
e

s e
e

s e
e

s

s

s

s

sξ = =
⋅ −





⋅ +
⋅ −





⋅

















−1
1

1

1

2

2 2, * . (3.15) 

Az inverz transzformáció meghatározásában a Q* nem játszik szerepet ui. 

ha a dimenziótlanítást a  T
Q
cLmax =

ρ
 -vel végezzük, Q*=1 re adódik, így a 

lehetséges összevonásokkal, a transzformált megoldás alakja a következő: 

( ) ( )P s
s s

=
⋅

1
sh

.    (3.16) 

Amilyen egyszerűen adódnak a transzformált differenciálegyenletek 
megoldásai, olyan sok esetben nehézségeket okoz az időtartományra való 
vissza transzformáció. A fentiekben kapott eredményt az inverz LAPLACE 
transzformációs táblázatokban közvetlenül nem találjuk meg. 
Alkalmazhatjuk viszont a kifejtési tételt, amihez a szingularitásokat kell 
meghatározni. Mivel a nevezőnek végtelen sok gyöke van, az eredmény 
egy végtelen sor alakú időfüggvény lesz, azaz 

( )ϑ Fo c en
s Fo

n

n= ⋅
=

∞
∑

0
,     (3.17) 

(3.12)
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ahol a szingularitások sorozata s nn = − 2 2π , n=1,2,3... és a függvénysor 
együtthatóit a következő összefüggés szerint kell számítani: 

( )

( ) ( )
( )1 1 1

2
1
2

1
2 2 2 2 2 2

2 2c d
ds

P s

n n n

nn

s sn

n=

















=
− + − ⋅ −

−
= −

=

sh chπ π π

π
. 

A visszatranszformálandó függvénynek a s=0 hely is szingularitása, ezen 

a helyen lim
s nc→







 =

0

1
1 . Tehát az időtartományba (Fo) visszatranszformált 

függvény a következő 

( ) ( )ϑ πFo en n Fo

n
= + ⋅ − −

=

∞

∑1 2 1
2 2

1
,    (3.18)  

ami megegyezik a szeparációval kapott időfüggvénnyel. 
 A (3.18) időfüggvény jellemzője, hogy a kis Fo számok tartományában, 
azaz a hővezetési folyamat korai szakaszában nagyon lassan konvergál, 
azaz a sornak sok tagját kell felhasználni a számításokban. Ha az inverz 
transzformációt másképpen hajtjuk végre, kaphatunk ebben a 
tartományban gyorsan konvergáló megoldást, persze ilyenkor meg 
általában a nagyobb Fo számokra vonatkozó konvergencia romlik el. Az 
időfüggvény és a LAPLACE transzformáltjára vonatkozó határértéktételek 
szerint a függvények menetének vizsgálatakor a változók közötti 
kapcsolat szerint az s→∞ megfelel Fo→0 és s→0 megfelel Fo→∞. Tehát ha 
az s→0 érvényessége mellett állítjuk elő az inverz transzformáltat, a 
nagyobb Fo számokhoz tartozó megoldást, és viszont ha az s→∞ esetén, 
akkor a kis Fo számok mellett konvergens megoldásokat kapunk. 
A P(s) transzformált függvényt az sh(x) kifejtésével átalakíthatjuk, pl. a 
következő alakra   

( )P s
e

s e

s

s
= ⋅

−

−

−
2

1

1 2
.    (3.19) 

Az átalakítás értelme, hogy a szorzat második tényezőjét sorba fejtve, az 
inverz transzformáció már végrehajtható. Legyen az e s− = Z, ezzel a 
(3.19) második tényezőjének alakja és sorfejtése a Z=0 hely körül, ami az 
értelmezés szerint s → ∞ -nek felel meg, így adódik 

1
1

12
2 4

−
= + + +

Z
Z Z K  

Az inverz transzformációt most már minden nehézség nélkül 
elvégezhetjük, ugyanis FODOR [40] 369. old. 319. sorszám szerint: 

F s
e

s

a s
( ) =

− ⋅
   f t

e
t

a t
( ) =

⋅

− 4

π
. 
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Így a P(s) fentiekben sorba fejtett alakjának inverz transzformáltja a 
következő 

( )
∑
∞

=

⋅
+−

⋅
⋅

=
0

4
12 2

2)(
n

Fo
n

e
Fo

Fop
π

.    (3.20) 

A (3.20) sor tagjai gyorsan csökkennek, így Fo<1 tartományban akár a sor 
első két tagjával is számolhatunk, amint azt a 3.1. ábra is mutatja. Mivel 
a kis Fo számok tartományában (3.8) nagyon lassan konvergál, így ott a 
(3.20) használata célszerűbb, a hőfokváltozás számítására. Vegyük 
figyelembe, továbbá, hogy ω π= ≈ ⋅2 10Fo Fo . 
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3.1. ábra. A (3.8)=a és a [(3.8)–(3.20)]=b függvények menete 

3.1.2. ADIABATIKUS HŐFOKELOSZLÁS A FLASH IDŐTARTAMÁNAK 

FIGYELEMBEVÉTELÉVEL 

Ehhez a (3.12) peremfeltételeket úgy kell módosítanunk, hogy a véges 
ideig tartó gerjesztést figyelembe vegyük. Ekkor, ha pl. a [12] szerinti21, 
Φ(t) impulzus alak függvény (2.2. ábra) írja le a villanócső által 
kibocsátott fényáramot, a minta felületén abszorbeálódó hőáram  

( )& expq t
Q
t

t
t

tp p
= −











0
2  .      (3.21) 

Ezzel a transzformált peremfeltételi egyenlet alakja az előoldalon  
( )

( )21221
11,

−+
=

∂ξ
ξ∂−=−

pp FosFo
sPsCsC ,   (3.22) 

ahol Fo at Lp p= −2 , a flasht jellemző, tp időpillanathoz tartozó FOURIER 
szám. (tp a maximum fellépésének ideje ld. 2.2. ábra.) A (3.12) hátoldalon 
változatlan marad. 

                                            
21 Tetszőleges időbeli alakú hőbevitelre vonatkozó megoldás a Dirac(t) gerjesztésre adott 
válasz ismeretében pl. konvolúcióval vagy  Green függvénnyel is meghatározható. 

⋅10-6 

ω 

a b
V(ω) V(ω)–p(ω)
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A (3.10) általános megoldást behelyettesítve, a C1 és C2 konstansokat, 
mint előbb meghatározva a transzformált hőmérsékletfüggvény  

 ( ) ( )[ ]
( ) ( )

P s
s

s s Fo s Fop p

ξ
ξ

,
ch

sh
=

−

+

1

12 2 .   (3.23) 

A hátoldali transzformált függvényt az ξ=1 helyettesítéssel nyerjük 

 ( )
( ) ( )P s

s s Fo s Fop p

ξ = =
+

1
1

12
2,

sh
.  (3.24) 

A visszatranszformálást, mint előbb, a kifejtési tétel alapján 
megtehetjük, azzal kiegészítve, hogy az előzőeken kívül, a s= –1/Fop hely 
kétszeres pólus, az eredmény 

( ) ( )
( )

( ) ( )

ϑ
π

π
Fo e

n Fo

e

Fo Fo

Fo
Fo Fo

Fo

n
n Fo

pn

Fo
Fo

p p p p
p

p

= + ⋅ − ⋅
−

















− + +












−

=

∞

−

∑1 2 1
1

2 1
1 2 1 1

2 2

2 2 2
1

sin
ctg

, (3.25) 

ami megegyezik LARSON és KOYAMA által [12]-ben közölttel, a levezetés 
tőlük független. 
A kis Fo szám tartományokra vonatkozó megoldást a (3.19) szerinti 
felbontást megismételve, és a visszatranszformálást végrehajtva, a 
következő formában kapjuk 

( )

∫ ∑
=

−−∞

=

⋅
+− −⋅

⋅π
=

Fo

u

Fo
uFo

pn

u
n

du
Fo

uFo
u

Fop p

0
2

0

4
12

ee2)(

2

.  (3.26) 

A fenti integrált numerikus módon kiértékelhetjük ugyan, de ha a sornak 
csak az első egy-két tagját hagyjuk meg, akkor is hosszadalmas a 
számolás. Ha Fop szerinti sorfejtést is alkalmazunk az inverz 
transzformáció előtt, egy kedvezőbben számítható eredményt kapunk. 
A Fop

3 és ennél magasabb fokszámú tagokat elhagyhatjuk, mert Fop << 1 , 
ezzel az eredmény 
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(3.27)
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Néhány jellegzetes anyagra, tipikusnak mondható 1 és 2 mm minta-
vastagságnál illetve 0.3 ms villanócső jellemző idővel számított Fop 
értékeket mutatja a 3.1. Táblázat. 

3.1. Táblázat 
 a Fop Fop 

Anyag [m2/s] L=1mm 
tp=0.3 ms 

L=2mm 
tp=0.3 ms 

Réz 1.12651E-04 0.0338 0.00845 
Alumínium 6.45439E-05 0.0194 0.00484 

Acél 1.24682E-05 0.0037 0.00094 
Porcelán 6.00437E-07 0.0002 0.00005 

3.1.3. HŐFOKELOSZLÁS HŐVESZTESÉGEK ESETÉN  

A mérés során a hőveszteségeket két jellemző esetben kell figyelembe 
venni: egyrészt, magas hőmérsékletű méréseknél, másrészt, ha a minta 
rossz hővezető. Első esetben hiába akadályozzuk meg a konvekciót akár 
evakuált térrel, mivel a felszínt gerjesztenünk kell kívülről, bizonyos 
esetekben az ellentétes irányú energiatranszport is létre tud jönni. 
Második esetben a hőveszteség már szobahőmérsékleten is megjelenik, 
ugyanis ilyenkor hosszabb idő szükséges a mintabeli hőfokmező 
kiegyenlítődéséhez, amint az, pl. a már hivatkozott [4],[7],[8] stb. 
munkák és a saját tapasztalatom alapján is megállapítható.    
A hőveszteséges megoldások előállításához a (3.2) peremfeltételeket kell 
átfogalmazni. A minta felszíne és környezete közötti hőtranszportot 
szokásos módon, modellezzük harmadfajú peremfeltételekkel: 

ξ= 0 (z=0)    − + ⋅ =
∂ϑ
∂ξ

ϑBi0 0 ,  

ξ= 1 (z =L)      
∂ϑ
∂ξ

ϑ+ ⋅ =BiL 0 ,  

 ω = 1 (r =R) − + ⋅ =
∂ϑ
∂ω

ϑBiR 0 ,        (3.28a) 

A tengely és sugár irányú együttes hővezetésnél (3.1) helyett a 
megoldandó differenciálegyenlet pedig  

( ) ( )
∇ =2ϑ ω ξ

∂ϑ ω ξ
∂

, ,
, ,

Fo
Fo

Fo
.    (3.29) 

A klasszikus szeparációt, sajátértékek meghatározását alkalmazva, több 
úton is eljuthatunk a szükséges eredményhez azáltal, hogy a (3.28) 
peremfeltételeket milyen módon (paraméterekkel) írjuk fel. 
A következőkben felírt megoldások így lényegében csak ebben az említett 
körülményben különböznek egymástól.  
A (3.28a) feltétel csak a radiális hővezetés figyelembevételekor kell.  

(3.28)
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COWAN [4] veszteség paramétereinek értelmezése a Bi számokkal a 
következő 

r
Bi
Bi

L=
0

, valamint ( )s r Bi= +1 0 , továbbá  ( )q Bi Bi rs
rL= =

+0
2

2

1
1

. 

A mintabeli hőfokeloszlást egy t=0 időpillanatbeli ( )& ′ ⋅Q t1  gerjesztés és egy 
t=∆t időpillanatbeli ( )− ′ ⋅ −&Q t t1 ∆ alakú gerjesztés eredőjeként számítja. Így, 
∆t<<1 esetén írhatjuk, hogy 

( ) ( ) ( )T z t T z t T z t t
T
t

t, , ,= − − =1 1
1

∆ ∆
∂
∂

,   (3.30) 

ahol T1(z,t) az állandó hőáram gerjesztés (másodfajú peremfeltétel) esetre 
vonatkozó COWAN szerinti megoldás, ahonnan 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )L cT z t
Q t

Fo
s r

D
Fon

n n n

nn
n

ρ
ϑ ξ β

β ξ β β ξ
β

( , )
'

,
cos sin

exp
⋅

⇒ =
+ +

−
=

∞
∑∆

2
1

0

2  (3.31) 

és ( )D s
q
s s

q q
sn n n

n

n n
= + − 



 + + +









β β

β
β β

sin 1
2 2

2

2

2 , 

továbbá, a βn sajátértékekre vonatkozó egyenlet pedig 

( )ctg β
β

β
= −

s
q
s

  ( )n nπ β π< < + 1 . 

CAPE és LEHMAN [3] a radiális hővezetést is figyelembe vette, ugyanakkor 
a minta két oldalán azonos hőtranszportot tételeztek fel, továbbá a 
gerjesztés véges idejét is figyelembe tudják venni megoldásukkal. A 
minta kismértékű hőmérsékletváltozása az abszolút hőmérsékletéhez 
képest lehetővé teszi, hogy a sugárzásos hőtranszport számítását 
linearizáljuk, ekkor az un. sugárzásos hőátadási tényező αs=4⋅σ0εT3, és a 
Bi számokat ezzel képezzük. A gerjesztő forrásfüggvény alakja: 

( ) ( ) ( ) ( )Q z r t Q U z V r W t, , = ⋅ ⋅ ⋅0 , és a szeparációs módszert követve, 
SNEDDON: Fourier transform könyvére hivatkozva, CAPE és LEHMAN a 
minta hátoldalának hőmérséklet-eloszlását a következő alakú végtelen 
sorral írta le 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )T L r t
T
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J
r

R J
V F Foi

R ii
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i
i i

, ,
, , ,
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⇒ =

+






⋅ ⋅
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∞
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γ
γ

γ

γ
γ γ1

2 1
2

2

2 2
0

0
0

2 2 ,  (3.32) 

γi sajátértékek a (3.28a) miatt a ( ) ( )Bi J JR i i i0 1γ γ γ=   egyenlet gyökei. 
(Jn az n-edrendű, elsőfajú BESSEL függvény.) 
Továbbá az egyes tényezőket a következők szerint kell számítani: 

( ) ( ) ( )V r J V di iγ γ ω ω ω= ⋅ ⋅ ⋅∫ 0
0

1

, 

( ) ( ) ( ) ( )F Fo U z dz W R z Fo di
FoL

n
iγ τ γ τ τ= ⋅ −∫∫∑

=

∞

00
0

, ,  
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( ) ( ) ( )[ ] ( )R Fo C Bi Fom i m m m L m i mξ γ β β ξ β ξ ϖ, , cos sin exp ,= +    (3.33) 

ϖ
β γ

i m
m iL

L R, = +






2

2

2

2

2  

( ) ( )C
L

a Bi Bim
m

m m L L= 



 − + +

−2
1 22 2 1

β β  

( ) ( )β β βm L m m LBi Bi2 2 2− =tg  
A sugár mentén egyenletes gerjesztést és z irányban a felszínen 
abszorbeálódó, (U=δ(z), V=1) gerjesztést feltételezve (3.32) lényegesen 
leegyszerűsödik, 

( ) ( )
( )
( ) ( ) ( )( )ϑ ω β

γ
γ ω
γ

τ ϖ τ τ1 2
0

2 2
0

00 0

, , exp ,Fo C Bi
Bi

J
J

W Fo dm
m

m
R

R i

i

ii

Fo

i m= ⋅
+

⋅












⋅ −
=

∞

=

∞

∑ ∑ ∫ .  

BiR ≤ 1 esetében minden ω-ra, a második összeget az első tagjával lehet 
helyettesíteni (i=0). A pillanatszerű gerjesztés esetén (W=δ(Fo)) esetén az 
időszerinti integrál exp(ω0,m⋅Fo) alakba megy át. A Bi számok nulla 
értékénél (3.34) átmegy az adiabatikus (3.8) alapmegoldásba. (Egyébként 
a BiR  ≈ 1 esetén az i szerinti végtelen összeg mintegy 4% eltérést okoz 
Fo=1/π2≈0.1 esetében. Mivel a mérés kiértékeléséhez ennél nagyobb Fo 
szám tartományokban kell ismernünk a hőfokeloszlást, így ott egyre 
kisebb eltérést22.) 
A sajátértékek közelítő értékeit így lehet számítani: 

( )γ 0 2 1 8≈ − +Bi BiR R K  
( )β0

22 1 12 7 288≈ − +Bi Bi BiL L L K  
( ) ( ) ( )β π π π π πm L L L Lm Bi m Bi m Bi m Bi m≈ − − − + +2 4 2 3 162 2 3 3 3 4 5

K  

Legyen továbbá, ( )Bi Bi L R BiL R= +
2

, ekkor a sajátértékek alapján (3.34) 
a következő alakú lesz 

( ) ( )
( )
( )

( ) ( )ϑ ω
γ

γ ω
γ

β β1
2
2 2

0 0

0 0
0 0

2 2

1

2 2 2
, , Fo

Bi

Bi

J
J

C e e C eR

R i

BiFo Bi Fo L R
m m

m Bi Fo

m

R=
+

⋅ ⋅ +












− − +

=

∞
∑ . 

DONALDSON [7] a radiális hővezetést szintén figyelembe vette, és a minta 
két oldalán is azonos hőátadási tényezőt tételezett fel, a megoldást a 
radiális és axiális irányú hőfokeloszlás szorzataként előállítva 

( ) ( ) ( )ϑ ω ξ ξ ω, , , ,Fo Fo Fo= ⋅Φ Θ .   (3.37) 

A radiális komponenst egy integrállal állította elő, az Rp a gerjesztő folt 
sugara, így ω p pR L= , ezzel 

                                            
22 Kivéve az ún. aszimptotikus vagy kezdeti szakasz módszereket, lásd majd 4. 
Fejezetet.  

(3.35)

(3.36)

(3.34)
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( )Θ ω
ϖ ω ϖ ωϖ

ϖ
ϖ
ω

, expFo
Fo Fo

I
Fo

dp= 



 −

+













=∫ 2 4 20

2 2

0 .  (3.38) 

Ami az ω=0 tengely mentén23 ide egyszerűsödik 

( )Θ ω ω, Fo e p Fo= − −1 4 .   (3.39) 

Az axiális irányban a végtelen síklemezre ismert megoldást írhatjuk, 
azaz 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( )[ ] ( )Φ ξ
β β β βξ βξ

β β β

β

,
cos sin

Fo
n Bi Bi e

Bi Bi Bi Bi Bi

n L n
Fo

n n L L n Ln

n

=
+ +

+ + + + +

−

=

∞
∑2

2 2
0

2
0
2 2 2 2 2

01

2

.  (3.40) 

ahol a βn sajátértékek a peremfeltételből nyert transzcendens egyenlet 
gyökei 

( ) ( )
tg β

β

βn
L n

n L

Bi Bi

Bi Bi
=

+

−
0

2
0

.    (3.41) 

A mintában csak z irányú hővezetést feltételezve JAMES [13] LAPLACE 
transzformációval oldja meg (3.28) peremfeltételek melletti feladatot, 
azzal a megszorítással, hogy Bi0=BiL, továbbá a Fo<1 (kis Fo számok) 
tartományra érvényes a  

( ) ( )∑
∞

=
=

1
,,

n
n BiFoBiFo ϑϑ     (3.42) 

alakú megoldása. A ( )ϑ n Fo Bi,  tagokból, az n=1,2 elegendő a 
számításokhoz, mert gyorsan csökken az egyes tagok értéke. [Mint (3.20)] 

( ) ( )ϑ
π

π1

1
4 22 4 4 1

2
= + − ⋅ + ⋅ ⋅





−
e

Fo
y y yu e u

Fo u erfc      

 (3.43) 

( ) ( )ϑ
π

π2

9
4 2 32

3
4 2 32 52 1 48

2
= + + + + − ⋅ ⋅ ⋅





−
e

Fo
y y v y v e v w

Fo v erfc , 

  
ahol a segédváltozók a következők: 

y Bi Fo= , ( )u Fo y= +1 2 , ( )v Fo y= +3 2 ,  

w y y y v y v y v y v= + + + + +12 24 52 48 163 2 3 2 2 2 32
3

4 2 . 

A hőveszteséges irodalmi megoldások áttekintése után az alapmegoldá-
sok előállításához hasonlóan, meghatározom LAPLACE transzformációval 
                                            
23 Ez egyben azt jelenti, hogy a tengelyvonalban kell mérni a hőfokváltozást! 
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az azonos front és hátoldali veszteségek esetében a hátoldali 
hőfokváltozást leíró függvény egydimenziós, tengelyirányú hővezetésnél 
érvényes alakját. Legyen24 Bi0=BiL=Bi, a transzformált egyenlet 
megoldása a következő 

( )
( ) ( )

P s
s

s Bi s Bis s
=

+ − − −2 2e e
.  (3.44) 

A visszatranszformálást, mint előbb, a kifejtési tétel alapján elvégezve, az 
eredmény a következő 

( )
( ) ( ) ( )
( )

( )ϑ
β β β β β

β β β

β
Fo n n Bi n nBi n

Bi n Bi Bi n Bi nn

n Fo
=

− +

+ + + +=

∞

∑
−

2
2 2 2 2

2 2 3 2 2 4 41

2cos sin
e ,  (3.45) 

ahol βn sajátértékek a ( )2 0+ −






 =

Bi
Biβ
β

βtg  egyenlet pozitív gyökei. 

A (3.45) néhány Bi érték melletti menetét szemlélteti a 3.2. ábra. 
 

Bi=0

0.05

0.01

0.1

Fo

 
3.2. ábra. A Bi hatása a hátoldali hőfokváltozásra 

A 3.2. Táblázatban az általánosnak mondható 2 mm minta vastagság és 
egy kissé felül becsült hőátadási tényezők esetére érvényes Bi számot 
mutatja néhány jellegzetes anyagra. 

3.2. Táblázat 
 λ Bi Bi 

Anyag [W/(m⋅K)] 
α=10 W/(m2⋅K) 

L= 2 mm  
α=25 W/(m2⋅K) 

L= 2mm 
Réz 386 0.00005 0.00013 

Alumínium 165 0.00012 0.00030 
Acél 46 0.00043 0.00109 

Porcelán 1.1 0.01818 0.04545 

                                            
24 A rövid ideig tartó átmeneti szakaszt leszámítva a minta két oldalának hőátadási 
körülményei azonosnak tekinthetők. 

ϑ(Fo) 



3.FEJEZET                                       A LEÍRÓ MATEMATIKAI MODELLEK ELEMZÉSE, KIEGÉSZÍTÉSE 

 36

3.1.4. A HŐVESZTESÉG ÉS A FLASH VÉGES IDŐTARTAMÁNAK EGYÜTTES HATÁSA 

HECKMAN [15]-ben DONALDSON (3.38) alakú megoldásából indul ki, csak a 
hőbevitel nem végtelen rövid, hanem egy háromszög alakú impulzus 
alakot feltételez, amely a Fof ideig tart, csúcsa a b⋅Fof időpontban van 
(b<1). (Lásd 2.3. ábra.) Ebben az esetben az egységnyi pillanatszerű 
impulzusra adott válasz integrálásával (GREEN függvény) kapjuk meg a 
megoldást. A „fűrészfog” alakú gerjesztést így írhatjuk le 
    0   Fo Fo f>  

 ( )Q Fo  = Q
Fo

bFo f
0    0 < < ⋅Fo b Fo f  

       ( )Q
Fo

Fo bf
0 1

1
1

−








 −

  bFo Fo Fof f< < , 

és a hátoldal hőfokváltozását pedig 

( ) ( ) ( )ϑ τ τ τ1
0

, Fo Q G Fo d
Fo

= ⋅ −∫ .   (3.47) 

Ahol 

( )
( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( )[ ] ( )
Y

Bi Bi

Bi Bi Bi Bi Bi

n L n n n

n n L L n L

ξ
β β β ξ β ξ

β β β
=

+ +

+ + + + +
2

2 2
0

2
0
2 2 2 2 2

0

cos sin
, 

(3.48) 

( ) ( ) ( )G Fo Y Y e n Fo

n
1 0 1

2 2

1
, = ⋅ ⋅ −

=

∞
∑ β π . 

A hátlapon a hőfokfelfutást leíró függvény az integrálást követően 

( ) ( ) ( ) ( )ϑ β π1 2 0 1
1

2 2
, Fo Y Y M Fo N e

n
n n

Fon= ⋅ + ⋅



=

∞
−∑ .   (3.49) 

ha   bFo Fo Fof f< < :    ha  Fo Fo f> : 

( ) ( )( )M Fo B B Fo Fo B bn n n f n= + + − −2 11   Mn = 0  

( )N
B
b

B
b b

en
n n b Bn= −

−

2 2

1
   ( )N B

b
e

b
e

b bn n

B b Bn n
= +

−
+

−











2
11

1 1
 

(A Fo bFo f<  számok tartománya a mérés szempontjából nem érdekes.) 
A hőveszteség mentes esetben a GREEN függvény a (3.8) egyenlet jobb 
oldala, így a Q(Fo) függvény felhasználásával az eredmény 

( ) ( )ϑ π1 2 1
2 2

1
, * *Fo M N en

n n Fo

n
= + − −

=

∞
∑ ,   (3.50) 

(3.46)
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ha   bFo Fo Fof f< < :    ha  Fo Fo f> : 

( )M b Fo
Fo f

Fo
Fo f Fo f

Fo

Fo f
b* = − + +











 − +

















− −2
2 2

3

2

3 2 1 1π π   M * = 1  

( )
Nn

n bFo f b b Fo f
e
n bFo f* = −

−
⋅















2
4

1
2

1

1 2

2
 ( )Nn

n Fo f
b

en Fo

b
en Fo

b b

f f
* = + − + −

















2
4 4 2

1
1 1

2 2 2 2

π

π π
. 

 
A következőkben egy, az irodalomban nem alkalmazott módját adom meg 
a gerjesztés véges idejének és a hőveszteség együttes 
figyelembevételének. Ez az eljárás még azzal az előnnyel is jár, hogy a 
gerjesztett oldali maximális hőmérsékletre is megbízható leírást ad. Ez 
utóbbi számítására [1]-ben megadott becslés kivételével, nem találtam 
még utalást sem az irodalomban. 
A (3.29) megoldását írjuk fel a következő  ismert módon, (pl. [34]) szorzat 
alakban  

( ) ( )ϑ ω ξ β ξ γ ω
β γ

, , ( , ) ( , ),Fo C Z R em n
nm

m n
Fom n= ⋅ ⋅ ⋅

=

∞

=

∞ − + ⋅∑∑
11

2 2
.      (3.51) 

A βm és a γn sajátértékeket a peremfeltételei egyenletekből, a Cm,n 
együtthatók pedig a kezdeti feltételek alapján határozhatók meg, mint 
előbb. A minta valamennyi felületén legyen harmadfajú peremfeltétel, 
továbbá, a minta vastagságával (L) dimenziótlanítunk így, Bir=(αr⋅L)/λ és 
Biz=(αz⋅L)/λ, ahol αz a front- és hátoldal, αr pedig palást hőátadási 
tényezője. A peremfeltételi egyenletek ezek szerint a következők: 

ξ=0 (z=0)    − + ⋅ =
∂ϑ
∂ξ

ϑBiz 0 , 

ξ=1 (z=L)   
∂ϑ
∂ξ

ϑ+ ⋅ =Biz 0 ,   (3.52) 

ω =M=(R/L) (r =R)  − + ⋅ =
∂ϑ
∂ω

ϑBir 0 , 

A kezdeti eloszlás pedig (Fo=0) 

( ) ( )ϑ ω ξ ω ξ, , ,Fo = =0 Ω .  

Az eddig felírt peremfeltételekből még hiányzik az impulzus-szerű hő 
bevitel, azt a kezdeti feltételben jelenítjük majd meg, mint PARKER és 
társai [1], de más módon. Ehhez először tegyünk egy kitérőt.    
Ha az egydimenziós hővezetés differenciálegyenletének mindkét oldalát 
differenciáljuk a z szerint, az eredmény 

a
z

T
z t

T
z

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

2

2




 = 



 .    (3.53) 
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A FOURIER törvény &q T zz = −λ ∂ ∂  alapján, a z irányú differenciál-
hányadost a  hőáramsűrűséggel  helyettesítve kapjuk,  

( ) ( )a
z

q
t

q
∂
∂

∂
∂

2

2 & &= .   (3.54) 

A &q  hőáramsűrűségre tehát, (amint az ismert) ugyan olyan alakú 
differenciálegyenlet vonatkozik, mint a hőmérsékletre. A perem és 
kezdeti feltételek megfogalmazásánál természetesen figyelembe kell 
venni, hogy azok ne a hőmérsékletre, hanem a hőáramsűrűségre 
vonatkozzanak. 
A flash módszernél a mérés kezdetekor a minta termikusan egyensúlyban 
van. Ekkor a hőáramsűrűség minden pontban 0. A hőbevitel 
megindításakor a felszínen ugrásszerűen megjelenik a gerjesztő 
hőáramsűrűség, és egy adott időtartamig folyamatosan, esetleg változó 
intenzitással, hat. A gerjesztés időtartama, mint az a korábbi fejezetek 
alapján nyilvánvaló, a minta saját idejéhez (karakterisztikus idő) képest 
kicsiny, így a hővezetési folyamatnak ebben a szakaszában magát a 
mintát, fél-végtelennek tekinthetjük. 

A fél-végtelen testekre vonatkozóan ismert [2], hogy egy összetett 
dimenziótlan változó ( )ζ = ⋅z a t2  segítségével határozható meg a 
kialakuló hőfokeloszlás. Egyenletes, T=0, kezdeti hőfokeloszlás esetén, a 
felszínen ugrásszerű hőfokváltozást (első fajú peremfeltétel szerint) 
előidézve, a leíró függvény alakja a következő (pl. [31] alapján) 

( ) ( )( )T z t Tw, = ⋅ −1 erf ζ ,     (3.56) 

ahol 
 Tw = a felszín hőmérsékletugrása,   

 ( )erf ζ
π

ζ
= −∫

2 2

0
e duu , a hiba függvény. 

Alkalmazzuk ezt a megoldást &q  eloszlásának meghatározására! 
A kezdetben fennálló termikus egyensúly azt jelenti, hogy &q = 0 , a front 
felületen pedig fellép a &qw  értékű gerjesztés, így az előzőek szerint a 
hőáramsűrűség eloszlása a gerjesztés kezdetétől számított tf 
időpillanatban  

− = = ⋅ −
⋅























λ

∂
∂
T
z q q

z
a tz w

f
& & 1

2
erf  .  (3.57) 

Az így kapott eloszlás integrálásával könnyen előállító a felületen fellépő 
hőáram gerjesztés következtében, a fél-végtelen tartományban kialakuló 
hőfokeloszlás  
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( ) ( )T z t
q t

b ef f
w f

f f
f,

&
erfc= − ⋅





−2 1 2

π
ζ ζζ ,     (3.58) 

ahol 

erfc(ζ)=1 – erf(ζ), ζ f
f

z
a t

=
⋅2

, 

b c= λρ , a hőbehatolási tényező, itt és a továbbiakban. 
A gerjesztett felszínnek a hőmérsékletváltozása pedig  

( )T z t q
t

cf w
f= = ⋅ ⋅ ⋅0 2, & π λ ρ .    (3.59) 

Legyen a flash által közölt energia = Q, és első közelítésben az energia 
felszabadulása egyenletes25 a tf periódus alatt, ekkor &q Q tw f≅ , ezzel a 
felszín hőmérséklete az energia bevitel befejezésének pillanatában  

  ( )T z t
Q

t cf f
f

= =
⋅

⋅ ⋅ ⋅ ⋅
0

2
,

π λ ρ
.    (3.60) 

A minta maximális hőmérsékletváltozását adiabatikus esetben 
mérhetjük a hátoldalon, melynek mértéke  Tmax = Q/(L⋅ρ⋅c), így az előlap 
relatív hőmérséklete a gerjesztés befejezésekor 

( )ϑ ξ
πf f

f
Fo

Fo
, = = ⋅0

2 1 ,    (3.61) 

a minta belsejében a hőfokeloszlás pedig  

( )


























−⋅= ⋅−

FofFo
e

Fo ff
f

fFo

2
erfc

2
12 4

2
ξξ

π
ξϑ

ξ

,     (3.62) 

ahol 
maxT
T f

f =ϑ ,   2L

ta
Fo f

f
⋅

= , ξ =
z
L

. 

                                            
25 Pillanatszerű hőáram-gerjesztésnél a (3.54) megoldása fél-végtelen testre a (3.57) t 
szerinti deriváltja, azaz  

( )
( ) 23

4

2

0 2
e,

ta
xatxq

at
x

⋅
⋅=

−

π
& .     (a) 

Ezzel egy tetszőleges g(t) gerjesztő függvény esetében a (3.57) megoldása 

( ) ( ) τττ dxqtgtxq
t

g ∫ ⋅−=
0

0 ,)(, && .    (b) 

Végül, a tf ideig tartó g(t) alakú gerjesztést követően a mintabeli hőmérséklet-eloszlást a 
következőképpen számíthatjuk 

( ) ( )T x t t q x t t dxf g f, & ,= = =∫ .     (c)   
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A 3.3. ábra az előoldal relatív hőmérsékletváltozását (3.61), a 3.4. ábra a 
minta hőmérséklet-eloszlását (3.62) szerint néhány Fof  értékre mutatja.  
 

Fof

3.3. ábra. Relatív front hőmérséklet 

x/L
1

2

4

3

Fof

4 0.005
3 0.01
2 0.05
1 0.1

3.4. ábra. Minta hőfokeloszlása 

Fof a gerjesztő impulzus végének dimenziótlan időpontja és valamennyi 
esetben ugyanakkora az energia bevitel. (A kezdeti eloszlások integrálja 
azonos.) 
Feltételezhető, hogy a bemutatott modellel is leírható, illetve 
magyarázható a [9]-ben szereplő, a gerjesztés ideje alatt a mintába hatoló 
energia által okozott, szokásostól eltérő hátoldali hőfokváltozás.  
A tf ideig tartó gerjesztés okozta hőfokeloszlást kezdeti eloszlásnak 
tekintve, a továbbiakban azt a hőfokváltozást, amelyet a flash módszer 
alkalmazásánál a hátoldalon regisztrálunk, a minta hőmérséklet 
kiegyenlítődési folyamatának26 eredményeként írhatjuk le. 
 Visszatérve a (3.52)-vel megfogalmazott feladathoz. A ξ és az ω irányban 
az alapmegoldások a következők 

( ) ( ) ( )Z Bim m m z mβ ξ β β ξ β ξ, cos sin= ⋅ ⋅ + ⋅ ,  (3.63)  

( ) ( )R n nγ ω γ ω, J0= ⋅ .      

A saját értékek meghatározását a peremfeltételek alapján végezhetjük el. 
A fenti alakú megoldás az ξ=0 helyen felírt peremfeltételt automatikusan 
kielégíti, így megoldandó egyenletet csak a fennmaradókból kapunk, azaz  

( )cot β
β

βm
m

z

z

mBi
Bi

= −








1
2

,    (3.64) 

( ) ( )γ γ γn n r nM Bi M⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ =J J01 0 ,    (3.65) 

( ) ( )M M Bi Mn n R n⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ =γ γ γJ J01 0 .       (3.66) 

                                            
26 Ekkor az idő nulladik pillanata a kiegyenlítődés számára a flash végeztével indul(!), 
tehát egy idő eltolást (time shift) kell alkalmazni, ha a hőbevitel kezdetétől mérjük az 
időt! 
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ahol BiR M Bir
R
L

L R= ⋅ = =α
λ

α
λ

. 

Az egyenletek gyökeinek meghatározásáról a következő megjegyzések 
tehetők: 
 

• Hővezetéssel foglalkozó könyvek általában közlik táblázatosan az 
első néhány értéküket, melyek a soroknak kielégítő pontosságú 
felírását lehetővé teszik. 

• Könnyen belátható, hogy a Bi számoktól erősen csak az első 
sajátérték függ. Ugyanis, β kis értékeinél ctg(β) helyettesíthető 1/β-
val, így  β1

2 2≈ +Bi Bi . Reális mérési körülmények között a Bi 
számok kicsik, a βm/Bi gyorsan nő, ezért (3.64) második tagja 
elhagyható és a βm=(m-1)⋅π közelítést alkalmazhatjuk. Hasonlóan 
(3.66) esetében γn növekedésével a baloldali második tag tart a 
nullához, így a radiális sajátértékek a J1(M⋅γn)=0 egyenlet alapján 
számíthatók. 

• Valamilyen kereskedelmi matematikai programot vehetünk igénybe 
a gyökök értékeinek meghatározására.     

     
Mivel a sajátfüggvények ortogonálisak, a megoldást az alábbi módon is 
felírhatjuk,  

( )ϑ ω ξ ξ ω, , ( , ) ( , )Fo Z Fo R Fo= ⋅ ,   (3.67) 

ahol 

( )Z Fo C Z ez m m
m

Fomξ β ξ β, ( , ),= ⋅ ⋅
=

∞
− ⋅∑

1

2
,       (3.68)  

( )R Fo C R er n
n

n
Fonω γ ω γ, ( , ),= ⋅

=

∞
−∑

1

2
.      (3.69)  

A kezdeti feltételt ennek megfelelően átfogalmazva 

( ) ( ) ( )ϑ ω ξ ξ ω, , , ,Fo Z Fo R Fo= = = ⋅ =0 0 0 .   (3.70) 

A korábbiaknak megfelelően az axiális eloszlás így  

( ) ( )Z Fo
Fo

e u u
f

uξ
π

, erfc= = − ⋅





−0
2 1 2

,   (3.71) 

ahol u
Fo f

=
ξ

2
 . 

A sugárirányú eloszlást pedig egyenletesnek tételezzük fel, azaz 
( )R Foω, = =0 1. Összefoglalva, a fentiekben átfogalmazott hővezetési 

feladat a következő közelítések mellett érvényes: 
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–  az energiaközlés a tf időintervallumban egyenletes  
– a flash energia eloszlása sugárirányban egyenletes 
(A megoldás hasonló módon előállítható e két kitétel érvénytelensége 
esetén is.) 

( ) ( )C
N

Z Fo Z dz m
z m

m, , ( , )= = ⋅∫
1

0
0

1

β
ξ β ξ ξ ,   (3.72) 

( ) ( ) ( )C
N

R Fo R dr n
r n

n

M

, , ,= ⋅ = ⋅∫
1

0
0γ

ω γ ω ω . 

ahol 

( ) ( )N Bi
Bi

Bi
Biz m m

m
β β

β
= + +

+
+











1
2

12 2
2 2 ,   (3.73) 

( ) ( )N M
Bi

r n n
R

n
γ γ

γ
= ⋅ ⋅ +











1
2

10
2 2

2

2J .     

 

z/L

Fo
1 0.05
2 0.1
3 0.2
4 0.3
5 0.5

1

54 3

2

Fo

1

2

 
3.5. ábra. Relatív, hely szerinti 
hőfokeloszlás időbeli változása 

3.6. ábra. Az elő- (1) és a mérési oldal (2) 
felületének idő szerinti hőfokváltozása 

 
Példaként a Fof=0.05 és Bi=0.001 esetben a mintabeli hőfokeloszlást, a 

front felület és a mérési oldal felületi hőfokváltozását ábrázolja a 3.5. és 
3.6. ábra. 
Hasonlítsuk össze az előbbieket, például a [5]-ben közölt megoldással. A 
(3.21) un. flash-alak függvény maximuma a  t=tp időpontban lép fel és 

értéke 1
max

p

Qq e
t

−=& . Tételezzük fel, hogy ezzel a maximális intenzitással 

közöljük ugyanazt az energiát, mint amit az alakfüggvény (azaz annak 
integrálja) előír, tehát, &maxq  intenzitással, tf idő alatt összesen Q hőt 

közlünk. Ekkor tf meghatározható a következő módon: 1e
f p

Q Q
t t

−= , azaz, 
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0.3679p ft t= ⋅ vagy Fop=0.3679⋅Fof. Ezzel a megfeleltetéssel a két különböző 
megoldás kiváló numerikus egyezést mutat, a matematikai modellek 
érvényességi tartományában. 
A véges ideig tartó gerjesztésnek az előbbiekben bemutatott leírását a 
továbbiakban hő-behatolásos modellnek nevezem.   

3.1.5. HŐFOKELOSZLÁS FOLYAMATOS ZAVARÓ HŐ BEVITEL MELLETT 

A mérési körülmények alakulhatnak úgy, hogy a pillanatszerű (flash) 
energia bevitel mellett egy, a mérést zavaró, folyamatos hő bevitel is 
fellép. Ilyen lehet az alkalmazott villanócsövek üvegtestének saját 
(alacsony hőmérsékletű) sugárzása, vagy az alkalmazott átlátszó 
védőablakok saját sugárzása. Az ilyen folyamatos energia bevitelre utal 
az, ha a regisztrált hőfokgörbe a telítődés helyett állandó emelkedést 
mutat. Saját méréseim során ezt gyakran megfigyeltem, az irodalomban 
nem találtam e jelenség tárgyalását. Amikor a hőfokváltozás nem mutat 
emelkedő tendenciát, akkor sem lehetünk biztosak abban, hogy nincs 
járulékos hő bevitel. Ugyanis a hőveszteségek mértéke lehet éppen 
akkora, hogy a mért görbe ugyan szabályos telítődést mutat, csak éppen 
nem az adiabatikus esetben érvényes maximális beállási értékhez fog 
tartani. Ezért fontosnak ítélem e kérdés vizsgálatát. 
  Tételezzünk fel egy egyenletesen ható, &q f  zavaró hőáramsűrűséget, 
ezzel a peremfeltételi egyenletek a következők  

ξ=0   − + ⋅ =
∂ϑ
∂ξ

ϑBi Sz q ,     

ξ=1       ∂ϑ
∂ξ

ϑ+ ⋅ =Biz 0 ,      

ahol ( )S q L Q aq f= ⋅ ⋅& 2 , a zavaró hőáram dimenziótlan jellemzője. 
Az Sq fizikai tartalma: a zavaró (parazita) hőáram által, az L λ  
hőellenálláson okozott hőfoknövekedés hogyan aránylik a flash okozta 
maximális, hátlapon mért hőfokváltozáshoz. Egy másik megfogalmazást 
is adhatunk: a &q f  hőáram következtében, a minta diffúziós ideje alatt a 
mintával közölt energia és a gerjesztő impulzus energiájának aránya. 
A megoldást ebben az esetben két tag összegeként állíthatjuk elő, úgy, 
mint egy állandósult hővezetési feladat és egy homogén feladat 
megoldásainak összegét  

( ) ( ) ( )ϑ ξ ϑ ξ ϑ ξ, ,Fo Foh s= + .    (3.75) 

A ( )ϑ ξs  a következő állandósult probléma megoldása 

( )d
d

2

2 0
ξ

ϑ ξ = ,     (3.76) 

(3.74)
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a rá vonatkozó peremfeltételek  

 ξ=0 helyen − + ⋅ =
∂ϑ
∂ξ

ϑBi Sz q , 

 ξ= 1 helyen ∂ϑ
∂ξ

ϑ+ ⋅ =Biz 0 . 

A ( )ϑ ξh Fo,  pedig a következő homogén probléma megoldása 

( ) ( )
∇ =2ϑ ξ

∂ϑ ξ
∂

,
,

Fo
Fo

Fo
,    (3.78) 

melynek peremfeltételei  

 ξ=0 (z=0)  − + ⋅ =
∂ϑ
∂ξ

ϑBiz 0 , 

ξ=1 (z =L) ∂ϑ
∂ξ

ϑ+ ⋅ =Biz 0 , 

a kezdeti eloszlás  

( ) ( ) ( )ϑ ξ ϑ ξ ϑ ξh f p sFo Fo, ,= = −0 ,   (3.80) 

a homogén megoldás alakja pedig   

( )ϑ ξ β ξ β
h z m m

m

FoFo C Z e m, ( , ),= ⋅ ⋅
=

∞
− ⋅∑

1

2 .   (3.81) 

A ( )ϑ ξf fFo,  írja le hőfokeloszlást a mintában az energia bevitel 
befejezésének pillanatában, ahogyan azt az előzőekben meghatároztuk. 
A saját függvényeket és saját értékeket valamint a sorfejtési 
együtthatókat a korábbiak szerint határozzuk meg. Mivel eltérés csak a 
kezdeti eloszlás alakjában van az előbbiekhez képest, így csak a sorfejtés 
együtthatói lesznek különbözőek az előbbiektől, a sajátértékek nem.   
Az állandósult megoldást a peremfeltétel egyszerű integrálásával azonnal 
előállíthatjuk, azaz  

( )
Bi

BiSqs +

ξ−+
⋅=ξϑ

2

11

.    (3.82)  

A megoldás két dimenziótlan paraméter, az  Sq  és a  Bi szám értékétől 
függ. 
 
 
 
 
 
 

(3.77)

(3.79)
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0

0.15

0.1

0.05

Sq=0.01

0.2

0.06

0.04

0.02

0.60.50.40.3

Fo

Biz = 0.001

 
3.7. ábra. Hátoldali hőfokváltozás eltérése az  

ideális megoldástól, zavaró hőáram esetén  
A parazita hőáram jelenlétében érvényes, ideális gerjesztés és 
hőveszteség esetére vonatkozó megoldást is meghatározhatjuk. Ebben az 
esetben a LAPLACE transzformált (3.1) egyenlet megoldása a minta 
hátoldalon a következő alakú 

( )
( ) ( )

P s
S
s

s

s Bi s Bi

q
s s

= +










+ − − −
1 2 2e e

.  (3.83) 

A visszatranszformálást az előzőek alapján könnyen elvégezhetjük, 
hiszen az a (3.45) megoldás valamint annak Fo szerinti integráljának az  
Sq-val való szorzatainak az összegeként adódik 

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )ϑ
β β β β

β β β
β

β
Fo

Bi Bi

Bi Bi Bi Bi
S S

n n n n

n n nn
n q

nFo
q=

− +

+ + + +
−













∑

−
+2

2

2

2 2

2 3 2 2 4 4
2

2cos sin
e ,   (3.84) 

a βn sajátértékek a ( )2 0+ −






 =

Bi
Biβ
β

βtg  egyenlet pozitív gyökei. 

 Az 3.8. ábra a (3.84) szerinti hőfokváltozásokat mutatja Bi=0.1 esetén 
különböző Sq értékekre. 
 

Fo

0.01
0.1

0.15
0.2Bi=0.1

Sq=

 
3.8. ábra. A különböző Sq értékek hatása 

Relatív hőmérséklet
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3.1.6. A MINTA R/L ARÁNYÁNAK HATÁSA 

Arra a mintavastagságra, amelynél a sugárirányú hővezetést már 
figyelmen kívül lehet hagyni, többféle módon is írhatunk elő korlátokat. 
A különböző szerzők leggyakrabban pusztán a tengelyvonalra 
vonatkozóan vizsgálják meg a kerületi veszteségek szerepét. A 3.9. és 
3.10. ábráról azt a R/L arányt olvashatjuk le, amelynél nem a 
tengelyvonalon, hanem egy r=L illetve r=2L sugarú zónában hanyagolható 
el a sugárirányú hővezetés. Úgy vélem, e feltételek jobban igazodnak a 
gyakorlathoz, amikor is a mérő termoelemekkel vagy a sugárzásmérő 
detektorokkal nem pontosan a tengelyvonalban mérünk, ami a 
szabálytalan alakú mintáknál még inkább előfordul.  
 

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

2 2.5 3 3.5 4 4.5 5   
3.9. ábra. Az r=2L hőmérséklete az R/L függvényében  

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

R

L

r  = L , ω =1

Bir = 0.1   0.5   1   2   5   10 ;     Fo=0.6

ϑ r

R/L
 

3.10. ábra. Az r=L pont hőmérséklete az R/L függvényében  
 
Az ábrák alapján megállapíthatjuk, hogy az ötnél nagyobb átmérő – 
vastagság aránynál, még az egyébként irreálisan nagy Bi számok 
esetében is a 2L sugarú zónában a radiális hővezetés hatása nem 
érvényesül, ezért a radiális hővezetést a továbbiakban nem érintem. 
Megjegyezésre érdemes, hogy az előbbiek miatt a mintáknak nem kell kör 
alakúaknak sem lenniük és a minta szélének megfogása sem kritikus.  
 

R

L 

r = 2L, ω =2 

R/L 

Bir = 0.1   0.5   1   2   5   10 ;     Fo=0.6 

ϑr
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3.2. Kétrétegű  minták 
Kétrétegű minták esetében a hőmérséklet-eloszlás, illetve a hátoldali 
(regisztrálni kívánt) hőfokváltozás meghatározásához, az előzőekhez 
hasonlóan juthatunk el. A két különböző tulajdonságú anyag talál-
kozásánál feltételezhetünk tökéletes kapcsolatot, illetve a hőmérséklet-
mezőben szakadást okozó kontakthőellenállást. A szabad felületeken az 
előző fejezetben érvényes megfontolásokat és peremfeltételeket 
alkalmazom, mindezekre még egyszer nem térek ki.  
A hőmérséklet-eloszlások meghatározásának levezetései ezekben az 
esetekben lényegesen hosszabbak és bonyolultabbak, mint a homogén 
minták esetében, ezért itt azok nem vagy csak nagyon lerövidítve 
szerepelnek. További közös jellemzője valamennyi hőfokváltozást leíró 
megoldásnak, hogy bennük a hőmérsékletvezetési tényező mellett, a 
csatolási feltételből adódóan, a rétegek hővezetési tényezőinek, illetve 
hőbehatolási tényezőinek arányai is szerepelnek, így valamely réteg 
ismeretlen jellemzőinek meghatározása összetettebb probléma lesz, mint 
homogén minták esetén. 

3.2.1. A RÉTEGEK HŐELLENÁLLÁS NÉLKÜLI KAPCSOLÓDÁSA (TŐKÉLETES 

KONTAKTUS)  

Két rétegű mintáknál a hőfokeloszlás előállításához a peremfeltételek 
mellett, az un. csatolási feltételekre is szükség van. Folytonos 
hőmérsékletváltozás esetében ez a következő 

( ) ( )& , & ,q z z t q z z tk k1 2= = =  azaz 
λ ∂

∂
λ ∂

∂
1 1 2 2T

z z z

T
z z zk k=

=
=

, 

( ) ( )T z z t T z z tk k1 2= = =, , . 

(Az 1 ill. 2 index az egyes rétegekre utal, a zk pedig az érintkezési sík helyére.) 
 

-L1 zk=0 L2

λ1, a1

ρ1, c1

λ2, a2

ρ2, c2

GERJ ESZTÉS
REGISZTRÁLÁS

z  
3.12. ábra. A kétrétegű minta viszonyai 

A tartományokra vonatkozó differenciálegyenlet a következő 
( )

a T z t
T z t

tj j
j∇ =2 ( , )

,∂
∂

,      (3.86) 

(3.85)
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ahol j az egyes rétegek indexe, továbbá 
j L z= − < <1 01:    és j z L= < <2 0 2:   . 

A kezdeti és peremfeltételek, a -L1 és L2 helyen, azonosak lesznek a 
homogén mintánál szerepelt gerjesztett oldali és mérő oldali esetekkel, 
ezért azokat nem ismételem meg. 
A végtelen rövid idejű gerjesztés és adiabatikus peremfeltételekre 
vonatkozó hőfokeloszlásnak LAPLACE transzformációval való meghatáro-
zásához induljunk ki a (3.86) transzformált alakjának általános 
megoldásaiból, melyeket a következő alakban írhatunk fel 

( )P z s C Cj j

z s
a j

j

z s
a j, e e= ⋅ + ⋅

−
























1 2 .    (3.87) 

A Cji együtthatókat a peremfeltételi és a csatolási egyenletek 
transzformált alakjaiból számíthatjuk ki. A megoldást a z=L2 helyen 
keressük, mivel ott mérünk 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]P L s
BQ

B s X s X s X s X s
b

2 2
1 2 1 2

,
sh ch ch sh

=
⋅ +

.  (3.88) 

Az időtartományba történő visszatranszformálást, pl. a nevező zérus 
helyein számított rezidumok alapján végezhetjük el, aminek eredménye 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
T L t BQ

X B X
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kt a L

X B X X B X
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b X
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, e
cos cos sin sin

=
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, 

ahol  X
L
aj

j

j
= ,  B

c
c

b
b= =

λ ρ
λ ρ

1 1 1

2 2 2

1

2
, Q

Q
c

Q
bb = =

λ ρ1 1 1 1
, 

és βk a következő egyenlet pozitív gyökei 

( ) ( )B
X
X

X
X

⋅






 +







 =sin cos cos sin1

2

1

2
0

β
β

β
β .   (3.90) 

(Számításokhoz célszerű a (3.90) egyenletből valamelyik tényezőt 
kifejezni és a (3.89)-ba helyettesíteni.) 

A relatív, V
T

T2
2=

max
 hőmérsékletváltozáshoz, T

Q
L c L cmax =

+1 1 1 2 2 2ρ ρ
 

osztással jutunk, az eredmény pedig a Fo a t L= 2 2
2 helyettesítéssel 
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( ) ( )
V L Fo

k Fo

X
X

X B X
X B X

X
X

k
k

k
k

k
2 2

1

2

2 1

1 2

1

2

1
1 2

2

,
e

cos cos sin sin
= + ⋅

−







 −

+
+







=

∞
∑

β

β
β

β
β

.

 (3.91) 

(3.89) 
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A (3.91) megoldás a kétrétegű minták esetében megfelel a (3.8) alap 
megoldásnak, amit formálisan is megkaphatunk, ha X1=0, X2=X= L a   
helyettesítést alkalmazzuk. A 3.13. ábra illusztrációként 2mm vastag acél 
alaprétegen lévő 0.5 mm vastag alumínium, illetve 0.5 mm vastag 
porcelán rétegekből álló minta és a 2.5 mm vastag homogén acél minta 
hőfokváltozását mutatja. Megfigyelhető, hogy mivel az alumíniumban 
„gyorsabb” a hővezetés, a kétrétegű minta hőfokváltozása „siet” a 
homogén acél mintához képest, az acélnál sokkal rosszabb hővezető 
porcelán esetében éppen fordítva, a bevonatos minta hőfokváltozása 
lényegesen lassúbb. 
 

 Fo

1

2

3

1 0.5mm alumínium
2mm acélon

2 2.5mm acél

3 0.5mm porcelán
2mm acélon

   
3.13. ábra. Homogén és kétrétegű minta relatív hőfokváltozása 

Az irodalomban két rétegből álló mintákra vonatkozó hőfokeloszlást 
először LARSON és KOYAMA [10] közöltek, amit tökéletes kontaktus és 
adiabatikus peremfeltételek, továbbá az [5]-ben alkalmazott, már 
többször idézett exponenciális pulzus függvény szerinti gerjesztést 
feltételezve állítottak elő a következő (átrendezett) formában 
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





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γ γ γ γ γ

γ γ γ γ
Fo

H X X H X X

H X X X

( ) cos( ) cos( ) ( ) sin( ) sin( )

sin cos cos( ) sin( )
, 

ahol βk az H⋅sin(βX)⋅cos(β) + X⋅cos(βX)⋅sin(β)=0 egyenlet gyökei, továbbá 
H = (L1c1ρ1)/(L2c2ρ2), ( )X L a L a= 1 2 2 1 ,  ( ) ( )( )Ω X X H X H X= + ⋅ +− −1 1  

továbbá ( )γ 2 2
2

2= L a t p = 1 Fop , a már szerepelt ún. flash alak paraméter.  

(3.92)
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A (3.89) megoldáshoz hasonlóan állíthatjuk elő a kétrétegű mintákra 
vonatkozó, hőveszteség esetén érvényes megoldást. A transzformált 
megoldás a minta hátlapon a következő alakú 

 

( )

[ ]
[ ] ( ) ( )[ ] ( )

          P L s

Q B s

B s Bh h h Bh s h h B
b
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2
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1 1λ ,  h
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1
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α
λ

α ,  h
a

b2
2 2

2

2

2
= =

α
λ

α , 

továbbá 
( )sh sh1 1= sX , ( )ch ch1 1= s X , ( )sh sh2 2= s X , ( )ch ch2 2= s X . 

Az idő tartományba visszatranszformált megoldást, mint előbb, a 
reziduumok alapján határoztam meg. Az eredmény pedig 

( )T L t B Q Cb i
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a t
L
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2
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,    (3.94) 

ahol  
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( ) ( )( )22112121 2 XhBhXBhhXN i ++++β= , 
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1 2 2
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( ) ( )[ ]N BX X X h h X BX h Bhi3
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1 2 2 1 1 2= − + + + + +β , 

( ) ( )( )N X h h B X B h B h Xi4 2 2 1 1 2 1 22= + + + +β , 
továbbá βi -k a következő egyenlet pozitív gyökei  
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(3.94)-ből a relatív hőfokváltozást a Tmax-val való osztás után kapjuk. 

A bevezetett jelölésekkel T
Q

L c L cmax =
+1 1 1 2 2 2ρ ρ

 = +
BQ

BX X
b

1 2
, és az 

eredmény 
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.   (3.96) 

(3.95)

(3.93)
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3.2.2. A RÉTEGEK HŐELLENÁLLÁSSAL KAPCSOLÓDNAK EGYMÁSHOZ 

Ha a rétegek között hőellenállás van, a (3.85) csatolási feltételeket ennek 
megfelelően kell átfogalmazni. A rétegek közötti kontaktust az αk un. 
kontakt hőátadási tényezővel jellemezzük, így 

( ) ( )& , & ,q z z t q z z tk k1 2= = =  azaz 
λ ∂

∂
λ ∂

∂
1 1 2 2T

z z z

T
z z zk k=

=
=

 

( ) ( )[ ] ( )α k k k kT z z t T z z t q z z t⋅ = − = = =1 2 1, , & ,  

CHISTYAKOV [12] pillanatszerű gerjesztésre, adiabatikus mintára és a 
(3.97) szerinti csatolási feltételekre vonatkozó megoldást a feladatra 
vonatkozó GREEN függvény27 segítségével határozta meg a következők 
szerint 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( )V L t
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2
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1 4
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. 

(3.98a) 

(αk = ∞ , azaz tökéletes kontaktus esetén (3.98a) az általam levezetett 
(3.91) megoldással megegyezik.) A (3.98a) megoldást felhasználva, 
tetszőleges alakú gerjesztésre vonatkozó hőfokváltozást a konvolúciós 
integrál alkalmazásával kaphatjuk meg. Szimmetrikus, derékszögű 
háromszög alakú gerjesztést feltételezve, az integrálás eredménye     
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(3.98b) 
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2
 egyenlet pozitív gyökei.  

A hőellenállástól függő mennyiség így számítandó 
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27 A feladat GREEN függvénye a pillanatszerű síkhullám hőforrás által keltett 
hőmérséklet eloszlás.   

(3.97)
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JAMES [13]-ban az előbbi feltételekre vonatkozó, de kis Fo számok esetén 
konvergens megoldást ad meg, amely a következő  
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ahol:   ( ) ( )A x x xx= −1
2

π  e erfc  
   B, X1, X2 mint (3.53) esetén és b cj j j j= λ ρ  

( ) ( )x d t b b b b Rn n k= + +1 2 1 2 , Rk k= 1 α  
d X X1 1 2= + , d X X2 1 23= + , d X X3 1 23= + , d X X4 1 25= +  
d X X5 1 25= + , d X X6 1 23 3= +  . . .  

A mintafelszíneken különböző hőátadást feltételezve, (α1, α2) legyen 
h b1 1 1= α , h b2 2 2= α ekkor a (3.99) helyett érvényes megoldás első tagja 
a következő 
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A (3.99) jó konvergenciája esetében (3.100) elegendő a hőveszteségek 
okozta korrekcióhoz28 , írja JAMES [13]. A (3.99) és (3.100) megoldásokból 
az Rk=0 megoldást nem kapjuk meg formális behelyettesítéssel, az 
Rk → 0  határérték számításának elvégzésével pl. a (3.99) alapján az 
eredmény 
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28 A megoldás konvergencia tartományában (Fo<<1) a hőveszteségek szerepe kicsi, ld. 
később a 4. fejezetben 

(3.99)

(3.100)
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A (3.101) tehát a kis idő tartományokban konvergens megoldás, és a 
(3.91) megoldásnál szereplő feltételeknél, azaz adiabatikus, tökéletes 
kontaktus, pillanatszerű gerjesztés mellett érvényes. (A számításaim 
szerint a fenti összefüggés jó konvergenciájához sem X1 és X2, sem pedig a 
hőbehatolási tényezők nem különbözhetnek túlságosan.) 

3.2.3. A HŐ-BEHATOLÁSOS MODELL KÉTRÉTEGŰ MINTÁKRA 

 A véges idejű gerjesztő impulzus leírására alkalmazott hő-behatolásos 
modell kétrétegű mintákra való alkalmazásának kettős indokát látom. 
Egyrészt, nyilvánvalóan úgy, mint a homogén mintáknál, alkalmas a 
hátoldali regisztrált hőfokváltozások leírására. Meg kell azonban 
jegyezni, hogy lényeges numerikus eltérés az egyes modellek között csak 
extrém mérési körülmények között mutatható ki. Ez annak a 
következménye, hogy a minta hőfok kiegyenlítődési folyamata során az 
egymástól nem nagyon különböző kezdeti feltételek hatása „eltűnik”, és a 
kiegyenlítődési folyamatra döntően a peremfeltételek hatnak. A hő-
behatolásos modell a minta gerjesztés ideje alatti hőmérséklet 
viszonyaira is leírást nyújt, így a termikusan érzékeny anyagok (Pl. 
hőérzékeny szerves anyag, robbanószer stb.) vizsgálatát biztonságosabbá 
teszi. Másrészt, a mintabeli hely szerinti hőmérséklet eloszlás, illetve 
annak változását jobban közelítő leírás alapján, a bevonó réteg mérés 
alatti tényleges hőmérséklet viszonyai pontosabban megítélhetők, a mért 
eredmények megfelelő hőfokszinthez rendelése egzaktabb alapokra 
helyezhető. 
Jelen dolgozat tárgyán túlmutatva, érdemes megjegyezni, hogy e leírás 
mód felhasználható olyan mérések esetén is, amikor a vizsgált rétegben 
valamilyen szerkezet (fázis) átalakulási hőmérsékletet keresünk. 
A hátoldali hőfokváltozást a hő-behatolásos modell alkalmazásával úgy is 
meghatározhatjuk, hogy az első rétegre a hővezetés differenciálegyenletét 
a megfigyelni kívánt jelenségnek megfelelően módosítjuk. 
Ahhoz, hogy a kétrétegű mintákra alkalmazhassuk a hő-behatolásos 
modellt, szükségünk van egy véges (L1 vastagságú) rétegből és egy fél-
végtelen testből felépülő tartományra vonatkozó hőmérséklet eloszlásra, 
hőellenállásos illetve tökéletes kontaktusnál. A mintafelület gerjesztése 
következtében a mintában létrejövő hőmérsékleteloszlás, ahogyan az a 
korábbiakban szerepelt, a minta gerjesztését követő hőfok kiegyenlítődési 
folyamatának kezdeti eloszlása. A homogén tartományra ismert volt a 
felületi hőmérséklet ugrásszerű megváltozásához tartozó hőfokeloszlás, a 
kétrétegű mintákra nem. A korábbi fejezetekben alkalmazott módon, a 
LAPLACE transzformáció segítségével azt meghatároztam, az eredmény 
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( ) ( ) ( )
T t x T h h
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n
2

0
1

2 1
2

* , erfc= ⋅ − ⋅
+ +



=

∞

∑ ξ .   (3.102b) 

Az (3.102a) és (3.102b) akkor érvényes, ha T*(0,x)=0 kezdeti eloszlásnál, a 
-L1 helyen a felszíni hőmérséklet ugrásszerűen Tw-re változik, a rétegek 
tökéletes kontaktusban vannak és a 2 indexű réteg fél-végtelen. (Erre 

utal a felső indexbeli *.) A B már korábban definiált, h
B
B=

−
+

1
1  és 

A a a= 1 2 . (Azonos anyagokra h=0, és az eloszlás azonos lesz a 
homogén esettel.) 
Kihasználva, hogy a hőáramsűrűségre és a hőmérsékletre azonos alakú 
differenciálegyenlet vonatkozik, a (3.102a,b) megoldásokat a hőáram-
sűrűség eloszlásoknak megfeleltetve, azok integrálásával állítható elő a 
véges minta hőfok kiegyenlítődési folyamatának kezdeti eloszlása, ahogy 
azt a homogén mintáknál tettük. 
Az általánosabb megoldáshoz úgy juthatunk, ha a szóban forgó 
tartomány hőfokeloszlását pillanatszerű gerjesztésre meghatározzuk 
(GREEN függvény), mert ezzel tetszőleges alakú gerjesztő függvényre 
előállítható a hőfok kiegyenlítődési folyamat kezdeti hőmérséklet-
eloszlása. 
A felületén L1 vastagságú réteggel bevont fél-végtelen tartományra a 
(3.86) megoldását, pillanatszerű gerjesztésre, azaz ( )&( , )q t x L QDirac t= − =1  
esetén, a hőfokeloszlásokat a következő összefüggésekkel számíthatjuk  

( ) ( )
( )( ) ( )( )

T t x
Q
b t

h hn n

n

x n L
a t

x n L
a t

1
1 0

2 1
4

2 1
41

1
1

2

1
1

2

1* , e e= ⋅ ⋅ − −












=

∞ −
+ +

−
− +

∑π
,  (3.103a) 

( ) ( )
( )

T t x
Q

b b t
hn n

n

x
a t

L n
a t

2
1 2 0

1
4

2 1
2 1

1 2

1

1

2

* , e= + ⋅ ⋅ −
=

∞ − +
+









∑π
,  (3.103b) 

ahol h már korábban definiált. 
A (3.103a,b) alapján a [0..tf] tartományban egy tetszőleges g t( )  alakú 
gerjesztés esetén, a gerjesztés befejezésekor, azaz a tf időpontra kialakuló  
hőfokeloszlás a következő 

( ) ( ) ( )T t x g T t x dtg f

t f

1 1
0

, ,*= −∫ τ τ ,     (3.104a) 

( ) ( ) ( )T t x g T t x dtg f

t f

2 2
0

, ,*= −∫ τ τ .   (3.104b) 
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Legyen a gerjesztés során közölt energia Q és a tf időtartam alatt 
egyenletesen29 szabaduljon fel, ekkor &q Q tw f≅ . A g(t) ebben az esetben 
Q t f a 0 < t < tf tartományban, azon kívül eltűnik. Az integrálás 
eredményeként a hőmérsékleteloszlás formája 

( ) ( ) ( ) ( )( )T t x Q
L c Fo

h hf
f

n
n n n n

n

n n
1

1 1 1 0
2

2 2* , e erfc e erfc= − + −





− −

=

∞

∑ρ π
ξ π ξ ς π ςξ ς , 105a) 

( ) ( ) ( )[ ]T t x Q h b
L c b Fo

hf
f

n
n n

n

n
2

1

1 1 1 2 0
2 1 2* , ( ) e erfc= ⋅ + −−

=

∞

∑ρ π
η π ηη ,  (105b) 

ahol Fo
a t
L

f=
⋅

1
2

( )
ξn

f

n
x
L

Fo
=

+ +2 1

2
1 , 

( )
ς n

f

n
x
L

Fo
=

+ −2 1

2
1 , 

( )
ηn

f

n
x
L

a
a

Fo
=

+ +2 1

2
1

1

2 . 

A V V1 2
* * és dimenziótlan (relatív) hőfokváltozás pedig V

T
Tj

j*
*

max
= , és a 

( )T Q L cmax = 1 1 1ρ . A (105a,b) alapján alumínium-acél párosításra mutatja 
a mintabeli hőfokváltozás menetét a 3.14. ábra, amikor is az alumínium a 
bevonat, az acél a hordozó, a 3.15. ábrán pedig fordítva. 

  
3.14. ábra. A relatív hőfokeloszlás 

alumínium acélon esetre 
3.15. ábra. A relatív hőfokeloszlás acél 

alumíniumon esetre 

 Mivel az 1 jelű réteg jellemzőit használtuk a dimenziótlanításhoz, a 
− < <1 01x L  tartományban a dimenziótlan hőmérsékletváltozások a két 
esetben szinte azonosak. A bevonat réteg (105a) összefüggésében csupán 
a h tényező vált előjelet, ha az egyes anyagokat felcseréljük. Az 
érintkezési sík környezetében, és a hordozó rétegbeli különbség a 

                                            
29 A villanócső vagy impulzus lézer alkalmazásánál a gerjesztő impulzus valójában egy 
„fűrészfog” alakhoz hasonlít. Az egyszerűség miatt használom a téglalap alakot, ugyanis 
a gerjesztés alakja másodlagos, amint erre már kitértem. 

 Fof 
1 0.001
2 0.005
3 0.025
4 0.05 

 Fof 
1 0.001 
2 0.005 
3 0.025 
4 0.05 
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karakterisztikus, amint ezt a 3.14. és 3.15. ábra segéd diagramjain 
követhetjük. 
Az ábrázolt, Vj

*  relatív hőmérsékletváltozásokból számíthatjuk a valódi 

hőfokváltozásokat, ugyanis a T
Q

L c Vj j=
1 1 1ρ

* . Az L1+L2 vastagságú minta 

egyensúlyi hőmérséklete adiabatikus esetben Q
L c L c1 1 1 2 2 2ρ ρ+ , ha ezzel 

osztjuk a Tj értékét az eredmény a véges minta relatív 

hőmérsékletváltozása, azaz V
L c
L c Vj j= +



 ⋅1 2 2 2

1 1 1

ρ
ρ

* , tehát a bevonat réteg 

hőmérséklete, a rétegek teljes hőkapacitásainak arányától függ.   
Példaként, tekintsük 0.5 mm vastag bevonat és 2mm vastag hordozó 
esetén az ábrázolt Vj

*  és a Vj közötti szorzót, ami acél alumíniumon: 
2.938, és alumínium az acélon: 9.25. Ami azt jelenti, hogy ha a 2.5 mm 
vastag minta egyensúlyi hőmérséklete 1 °C-al magasabb, mint a 
gerjesztés előtti hőmérséklet, a 3.14. ábra 1 jelű görbéje szerint a 
mintafelszín hőmérséklete 5⋅9.25=46.25 °C, az érintkezési felületé pedig 
4.25 °C. A bevonat réteg átlagos túl-hőmérséklete a gerjesztés 
befejezésekor 9.25 °C lesz, ahonnan a bevonat lehűl, mindezzel szemben a 
hordozó réteg majd teljes részének hőfokváltozása a feltételezett 1°C-t 
teszi ki. Gyengébben hővezető hordozók és nagyobb vastagság 
különbségek még nagyobb eltérést okoznak. 
A kezdeti eloszlások ismeretében a hőfok kiegyenlítődési folyamatot a 
homogén mintákhoz hasonlóan a szorzat szeparációs megoldással 
írhatjuk le. Ezt több hővezetési alapmű általános formában tárgyalja, (pl. 
[23], [34]) azonban az adott körülményekre vonatkozó – igen összetett – 
számításokat magunknak kell elvégezni. 
A sugár irányú hővezetés kérdését a homogén mintáknál tárgyaltam, 
ehelyütt nem kell újólag foglakozni vele, így csak axiális irányú 
hővezetést tételezek fel a mintában.  
Az egyes rétegekre vonatkozó megoldásfüggvények alakja nem tér el a 
homogén mintától, azaz 

( )T z t C Z z ej m
m

j m j
t m j, ( , ),

,= ⋅ ⋅
=

∞
− ⋅∑

1

2
β β

.   (3.106) 

ahol 

( ) ( ) ( )Z x A x B xj m j j m j m j j m j m j jβ β β, , , , ,, cos sin= ⋅ ⋅ + ⋅ , x
z
aj

j
= , j=1,2 
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A 3.12. ábra jelöléseit alkalmazva, a csatolási feltétel és a harmadfajú 
peremfeltételek röviden a következők: 

z=-L1 (a): α λ
∂
∂1 1 1

1 0T
T
z− = , z=L2 (b): 02

222 =
∂

∂λ+α
z

TT    (3.107) 

z=0: (c): T1=T2  és (d): λ
∂
∂ λ

∂
∂1

1
2

2T
z

T
z=  

Az (a,b,c,d) egyenletekbe helyettesítve Zj(βmj,z), j=1,2 sajátfüggvényeket az 
Am,1, Am,2, Bm,1, Bm,2 együtthatókra nézve kapott egyenletrendszer nem 
triviális megoldásait meghatározva nyerjük a keresett együtthatók 
értékeit. A βm sajátértékekre vonatkozó egyenletet pedig úgy kapjuk, hogy 
az (a,b,c,d) egyenletek determinánsa azonos nullával, azaz az említett 
négy egyenlet nem lineárisan független. Az Am,1=1 választható az 
általánosság megszorítása nélkül, ekkor (c) alapján Am,2=1. Ezzel az (a) és 
(b) külön-külön Bm,1,és Bm,2 -re megoldhatók, végül a (d) egyenlet alapján 
írjuk fel a sajátértékek meghatározására vonatkozó egyenletet. 

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]h X B X X B Xm m m m m m m1 1 1 1 1 1 1 0cos sin sin cos, ,β β β β β− − + =         (3.108) 

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]h X B X X B Xm m m m m m m2 2 2 2 2 2 2 0cos sin sin cos, ,β β β β β+ − − =  
ahol h1,h2, X1,X2  a korábbiak szerint definiáltak. A Bm,j együtthatókat 
kifejezve kapjuk, hogy 

( )
( )B

X h

h X
jm j

m m j j

j m j m
,

tg

tg
, ,=

−

+
=

β β

β β
    1 2 .   (3.109) 

A βm sajátértékekre vonatkozó egyenlet pedig (d) alapján a következő  
( )

( )
( )

( )B
X h

h X
X h

h X
m m

m m

m m

m m

β β
β β

β β
β β

tg
tg

tg
tg

1 1

1 1

2 2

2 2
0

−
+

−
−
+

= .  (3.110) 

A (3.106) általános megoldásban szereplő Cm együtthatókat a kezdeti 
feltétel alapján határozzuk meg. 

( ) ( ) ( ) ( )C N Z x F x dx Z x F x dxm
m

m
x L

m
x

x L

= +










=− =

=

∫ ∫
1 1

1
1 1

0
2

2
2 2

01

2λ
α

λ
α, , , (3.111) 

( ) ( )N Z x dx Z x dxm m
x L

m
x

x L

= +










=− =

=

∫ ∫
λ
α

λ
α

1

1
1

2
0

2

2
2

2

01

2

, , . 

 
Az Fj(x) kezdeti eloszlások a tf ideig tartó gerjesztés hatására kialakuló 
hőmérséklet-eloszlás (105a) és (105b) összefüggésével számítandóak. 
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4. Mérések kiértékelése, paraméter identifikáció 
A 3. Fejezetben áttekintettem a homogén és a két rétegből álló mintákban 
különböző körülmények mellett kialakuló hőmérséklet eloszlásokat. 
Ebben a fejezetben a mérések kiértékelésének kérdésével foglalkozom. 
Azzal, hogy a különböző esetekre számított hőfokváltozások és a mért 
hőfokgörbék alapján hogyan határozzuk meg a vizsgált anyag 
hőmérsékletvezetési tényezőjét. Láttuk, hogy a hőfokeloszlások számítási 
összefüggései eléggé összetettek, így az adiabatikus, ideális gerjesztés 
mérési feltételek kivételével az a sajátos helyzet áll elő, hogy ahogyan a 
leírómodellt egyre pontosabbá tesszük, a kiértékelés egyre bonyolultabbá 
válik. Több paraméternek egy mért hőfokváltozásból való 
meghatározására számos utat követhetünk. Egyrészt, továbbra is egy 
karakterisztikus érték, pl. az ún. félidő alapján, amihez előre számított 
korrekciós összefüggések, illetve diagramok szükségesek, és iteratív úton 
állapíthatjuk meg az eredményeket. Másrészt, kézenfekvő a mérések 
kiértékelésében általánosan használt görbeillesztési eljárások 
alkalmazása. Ez utóbbi esetben a nehézséget az okozza, hogy az összetett 
alakú leírófüggvények (pl. sajátértékeket tartalmaz) miatt a kitűzött 
szélsőérték feladatot a legtöbbször valamilyen közelítő módszerrel tudjuk 
csak megoldani. 

4.1. A leíró differenciálegyenlet kérdése  
Egy mért és egy számított hőfokmező egybevetésén alapuló, a vizsgált 
anyag termikus tulajdonságainak meghatározására irányuló kísérlet 
végeredményét alapvetően – a mérési eredményeken kívül – a hővezetési 
folyamat leírására alkalmazott matematikai modell határozza meg [29], 
[35], [37]. 
A hővezetési folyamatok leírására általában parabolikus differenciál-
egyenletet (PDE) alkalmazunk, azonban régóta ismert és visszatérően 
felmerülő javaslat, a hiperbolikus típusú (HDE) egyenlet alkalmazása is. 
E kérdéskör igen alapos és részletes elemzését megtaláljuk KISS [29] 
munkájában. A dimenziótlan HDE-ben a hőmérséklet időszerinti második 
deriváltja együtthatójának nagyságrendi elemzése alapján kimutatta, 
hogy az 1 mikron méretű tartományok esetében kell a HDE 
alkalmazásán gondolkodni, és alaptalanok azok az aggodalmak, melyek 
az impulzusgerjesztésű tranziens módszerekkel kapcsolatban a PDE-re 
alapuló matematikai modellek érvényességét megkérdőjelezik. (A 2.1.2-
ben idézett KEHOE és társai [18] publikációjában éppen e kritikus 
tartomány közelében eredményesen alkalmazzák a PDE alapú, 
klasszikus modellt.) Annak nem látom akadályát, hogy a 3.1.4-ben 
bemutatott hőbehatolást, HDE-t feltételezve számítsuk, bár ennek a 
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gyakorlati eredmények szempontjából jelentősége nem lenne, eltérésre 
csak a nagyon alacsony hőmérsékletek tartományában számíthatunk. 
Nyitva marad még a parabolikus differenciálegyenletben szereplő 
együtthatók hőmérsékletfüggésének kérdése. Az nyilvánvaló, bármely 
termikus anyagjellemzőre vonatkozó táblázat áttekintése alapján, hogy a 
szóban forgó anyagállandók a termodinamikai állapot függvényei, így a 
hőmérséklettől is függenek. A hőmérsékletfüggés azonban – bizonyos 
esetek kivételével – kismértékű, így ha a hőmérsékletváltozás kicsi, a 
gyakorlat számára jól megfelelő közelítést ad az állandó együtthatók 
alkalmazása. Meg kell jegyezni, továbbá, hogy a hőmérsékletvezetési 
tényező definiálásának csak állandó anyagjellemzők feltételezése esetén 
van értelme. (Ld. részletesen [29]-ben.) Mivel a flash mérés során fellépő 
hőfokváltozások a néhány fokos értékeket többnyire nem lépik túl, az 
állandó együtthatók használata általános. 
A hőfizikai tulajdonságok hőfokfüggésének megállapításához ezek után, 
nyilván, különböző hőmérsékleten való sorozatmérések elvégzése 
szükséges. Szem előtt kell mindazonáltal tartanunk, hogy a hőfokvezetési 
tényező egy származtatott jellemző, az anyag valódi hőtechnikai 
tulajdonságait a hővezető képessége és hőkapacitása jobban megjelenítik. 
A flash módszernek éppen az az egyik legfőbb erénye, hogy nagyon 
gyorsan lezajlódik a folyamat a mintában, így az előbb említett sorozat 
mérések végzésére is nagyon alkalmas. 

4.2. Mérés kiértékelés karakterisztikus érték alapján 
Amint a 2. Fejezetben már szerepelt, a módszert eredetileg kidolgozók 
nyomán, a hőmérsékletvezetési tényezőt az egyszerű (2.3) összefüggés 
alapján határozhatjuk meg. Itt lényegében arról van szó, hogy a relatív 
hőfokváltozásnak egy karakterisztikus30 pontját használjuk fel. Ez nem 
ütközik semmilyen akadályba mindaddig, amíg a leíró matematikai 
modellben – azaz a hőmérsékletváltozást leíró függvényben – csak egy 
ismeretlen (maga a meghatározni kívánt hőmérsékletvezetési tényező) 
van. 
Amint a leíró modellt pontosítjuk (pl. hőveszteség, véges gerjesztési idő, 
stb.) a meghatározni kívánt anyagjellemző mellett ezen un. kísérlet leíró 
paraméterek értékeinek ismeretére is szükség van. A módszer történeti 
fejlődésének áttekintésekor csak utaltam az egyes szerzők által javasolt 
módszerekre, a hőfokváltozást leíró függvények ismeretében, a teljesség 
igénye nélkül, most visszatérek e kérdéskörhöz. 
Minden mérésnél szem előtt tartjuk, hogy valamilyen pontossággal 
tudjuk csak a vizsgált mennyiséget meghatározni. Ismertek különböző 
                                            
30 A (3.4) megoldás esetén az a

V
a

∂
∂ érzékenységnek a választott V=0.5 hely 

környezetében van a maximuma, ld. később 4.1.ábrán. 
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statisztikai módszerek, melyek alkalmazásával az elvégzett sorozat 
mérések adatait feldolgozzuk, meghatározzuk a legvalószínűbb 
eredményt, megadjuk a hibák nagyságát stb. Mindezek mellett 
természetes a törekvés arra is, hogy csak olyan adatokat dolgozzunk fel, 
amelyek nem nyilvánvalóan rosszak. Bár a karakterisztikus érték alapú 
kiértékelések a regisztrált görbe egyetlen pontjára támaszkodnak, azért a 
görbe teljes, vagy részleges alakját valamilyen módon figyelembe vesszük. 
Ez a legegyszerűbb esetben annyit jelent, hogy a „rossz” alakú görbét nem 
értékeljük ki. (Érdemes megjegyezni, hogy az „alak felismerés” 
valamilyenfajta algoritmizálása, automatizálása a sok rész siker ellenére, 
nem teljesen megoldott.) 
Egy másik kontrol lehetőség, hogy nem egy, hanem több karakterisztikus 
pontot választunk és az ezek alapján számított értékeket, 
összehasonlítjuk. A mérést megfelelőnek akkor fogadjuk el, ha az egyes 
számított értékek eltérése kisebb egy előre meghatározott korlátnál. 
Ebben az esetben egy további kérdés merülhet fel, hogy ha a görbe 
különböző pontjai alapján meghatározott értékek elfogadhatóan közel 
vannak ugyan egymáshoz, mit tekintsünk végeredménynek, egyszerű 
átlag számítást végezzünk, vagy valami módon súlyozzunk?  

A(Fo) ÉRZÉKENYSÉG

V(Fo)  REGISZTRÁLT HŐFOK
GÖRBE

Fo1/4 Fo 3/4Fo 1/2 Fo  
4.1. ábra. Az A(Fo) érzékenység és a regisztrált relatív hőfokváltozás 

együttes menete 

Vizsgáljuk meg a hőfokváltozás menetének a hőmérsékletvezetési tényező 

értékére vonatkozó érzékenységét, azaz, az ( ) ( )
A Fo a

V Fo
a

=
∂

∂
 függvényt. A 

4.1. ábra mutatja ennek menetét, együtt az ideális  hőfokemelkedéssel. 
Megjelöltem a 25%, 50% és a 75% amplitúdó értékeket31 is. Két, 
nyilvánvaló megállapítást tehetünk. Egyrészt, az ún. fél-érték 
gyakorlatilag a maximális érzékenységi pont, ettől távolodva az 
érzékenység mindkét irányban csökken. Másrészt, ha nem túl távol 

                                            
31 Az ASTM E1461-92 szabványban előírt amplitúdók. 



4. FEJEZET                                                   MÉRÉSEK KIÉRTÉKELÉSE, PARAMÉTER IDENTIFIKÁCIÓ 

 60

választunk további karakterisztikus pontokat, az érzékenység közel 
azonos, így nincs különösebb értelme súlyozott átlagot számolni. 
Abban az esetben, ha egy görbe több különböző pontjából számított 
hőmérsékletvezetési tényező értékek eltérése az elfogadható mértéket 
meghaladja, nyilván a görbe alakjával van baj, azaz az alkalmazott 
modell és a mérés körülményei nem felelnek meg egymásnak. 
A továbbiakban, a teljességre törekvés nélkül, az ideális görbét eltorzító 
két hatás felismerésének és figyelembevételének kérdésével foglalkozom. 

4.2.1. A FLASH VÉGES HOSSZÚSÁGÁNAK HATÁSA  

A (3.8) és bármely, a gerjesztés véges hosszúságát figyelembe vevő görbe 
karakterisztikusan eltér egymástól, amint azt a 4.2. ábra mutatja. 
 

ms

3 2

1

a=10-5 m2/s
tf=0.3 ms
L=1 mm
Fof=0.003

4
LMT

∆t

 
4.2.ábra. A véges gerjesztési idő hatása 

(1 mm vastag alumínium, 0,3 ms idejű flash)  

Az 1 jelű görbét tekintsük egy „mért” görbének (valójában számolt). 
Ebből, a (2.3) alapján meghatározott hőmérsékletvezetési tényezővel a 
(3.8) alapján számított a 2 jelű és a valódi anyagjellemzővel számított 
görbe a 3 jelű. Az 1 jelű és 2 jelű görbe jellegzetes eltérése (azaz a mért 
görbe „késik” majd a fél-érték után „siet”) mutatja, hogy a minta diffúziós 
ideje kicsi a flash időtartamához képest. Ilyenkor vastagabb mintát 
érdemes alkalmazni, vagy kísérletileg meghatározzuk a flash időbeli 
alakját, és pl. a (3.25) összefüggésből iterációval vagy a 4.3. pontban  
később tárgyalt görbeillesztéssel határozhatjuk meg a 
hőmérsékletvezetési tényezőt. A flash véges időtartama a legalaposabban 
elemzett körülmény ( ld. pl. CAPE és LEHMAN [3], LARSON és KOYAMA [5], 
HECKMAN [8], TAYLOR [17], MCMASTER [19], FALUDI [36]) így a további 
részletek tárgyalásától itt eltekintek. A helyes mérési eredmény 
meghatározásához az említett szerzők különféle fél-időkorrekciós 
eljárásokat alkalmaznak, amelyek a feltételezett impulzus alakhoz 
kötődnek. AZUMI és TAKAHASHI [56] az idő tengely origójának eltolását 
javasolják, DEGIOVANNI [58] általános módszert ad a véges idejű 
gerjesztés okozta „idő-eltolódás” korrekció mértékének meghatározására, 
amit BALAGEAS [54] tovább finomít azzal, hogy a teljes hőfokváltozási 
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görbét figyelembe veszi. Megemlítem, hogy a 4.2. ábra jól szemlélteti, 
hogy miért nevezik egyes szerzők időeltolásnak a véges idejű 
energiaközlést: 3 jelű görbét vízszintesen eltolva (4 jelű görbe) az 1 jelű 
„mért” görbével jó egyezést mutat az LMT-vel jelölt tartományban. A 4.2 
ábrához hasonlót TAYLOR, már idézett [17]-ben közöl, de mivel a 3 jelű 
görbét és annak vízszintesen eltolt alakját nem tünteti fel, nem is tud 
rámutatni az idő „eltolódására”. 

4.2.2. A HŐVESZTESÉG HATÁSA  

A 4.3. ábra hőveszteséges és az ideális hőfokváltozás menetének 
összehasonlítását mutatja. Az1 jelű görbe egy „mérés eredménye” (3.45. 
szerint számítva, Bi=0.1). A 2 jelű a (2.3) alapján meghatározott 
hőmérsékletvezetési tényezővel a (3.8) szerint számított, és a 3 jelű pedig 
a tényleges anyagjellemzővel számított (3.8) görbe. (A 4 jelűre a 4.2.3-ban 
térek vissza) 

Fo

2
1

3 4

 
4.3.ábra. Hőveszteség hatása 

A hőveszteség mennyiségi meghatározása összetettebb feladat, mint a 
véges idejű impulzus leírása. Kézenfekvőnek tűnik, valamilyen referencia 
anyaggal először a hőveszteség meghatározása külön mérési sorozattal, 
majd a vizsgálandó anyaggal elvégezni a méréseket az előbbiekkel 
megegyező körülmények között. (Esetleg a sugárzási tulajdonságok 
azonossá tételére külön gondot kell fordítani, pl. valamilyen azonos 
bevonat felhasználásával.) A hőveszteség jelenlétére utal, hogy ha a mért 
hőfokváltozás hosszabb-rövidebb telítődés után csökkenő tendenciát 
mutat. A görbe maximális értéke, valamint a csökkenés üteme egyaránt a 
Bi számtól függ. 
A nem ideális peremfeltételekre vonatkozó hátoldali hőmérsékletváltozás 
függvények komplexitása (sajátértékek, végtelen-sor alak stb.) miatt a 
fél-érték fellépési idejére alapozott méréskiértékelési megoldások – 
sokszor elég bonyolult – iterációhoz vezetnek. Az iteráció elkerülésére, 
egyszerűsítésére is kidolgoztak néhány módszert. Például CLARK és 
TAYLOR [51], DEGIOVANNI [52] ún. hányados módszert alkalmaznak, 
amelyekben közös, hogy különböző időpillanatokhoz tartozó 
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hőmérsékletek arányai alapján generált segédfüggvényt alkalmaznak. Az 
[51]-ben a hőmérsékletvezetési tényezőt előbb az ideális modell alapján 
kiszámítják, majd a mért hőfokváltozási görbe meredekségétől függő, 
előzetesen megállapított mértékű korrekciót hajtanak végre. [52]-ben 
három, különböző időpontban számított hányadosból közvetlenül 
határozzák meg az a értékét.  
Az irodalmi iteratív eljárásokhoz a következő kiegészítést javasolom. 
A mérések valós körülményei között a Bi értékek kicsik (ld. 3.2. táblázat), 
mivel a mintavastagság 1-2 mm, a hőátadási tényezők pedig 101 
nagyságrendűek. Alkalmazzuk a harmadik fejezetben levezetett (3.45) 
összefüggést a hőfokváltozások leírására. Az első sajátérték közelítő 
értéke β1

2 2≈ +Bi Bi , a többi pedig βn=(n-1)π módon számítható. 
(Részletesen szerepelt a 41. oldalon.) Fo>1 esetén a hőfokváltozások 
általában a sor első tagjával közelíthetők, pl. KÖRNYEY [47]. A minta 
hátoldali hőmérsékletének maximuma utáni szakaszon a fentieket 
felhasználva, a trigonometrikus tényezőket a soruk első tagjaival 

helyettesítve, azaz ( )cos β
β

1
1
2

1
2

= −  és sin(β1)=β1  a (3.45)-ből kapjuk, hogy 

( ) ( )
( )

( )
ϑ Fo

Bi Bi
Bi

Bi Bi
a t
L> =

+ +
+

− +
⋅

1
2 2

2 1

2 2e .    (4.1) 

A (4.1) menetét mutatja a 4.4. ábra és ugyanakkora, Bi=0.1 számnál a 
(3.45) szerinti görbét is.  
 

t1 t2 idő  
4.4.ábra. A hőfokváltozás menete  

és közelítése a maximum után 
 
Legyenek a t1 helyen (4.1) szerint számított érték B1 és B2 a t2 helyen 
számított, továbbá ugyanezen a helyen a mért értékek az M1 és M2. Ekkor 
írhatjuk, hogy  

( ) ( ) ( ) ( )ln ln ln lnM M
t t

m
B B

t t
2 1

2 1

2 1

2 1

−
−

= ≈
−
−

,  (4.2) 
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ahonnan32 a behelyettesítés után, az ismeretlen Bi számra megoldva a 

fenti jobboldali egyenletet, kapjuk, hogy Bi
a
L

m≈ + −1 12 . Ez az 

összefüggés segít az iteratív kiértékelésekben úgy, hogy akár az induló 
értékek, akár az iteráció közbenső lépéseinek kiszámításában is 
felhasználható. 
A mérés kiértékelésére egy másik lehetőség, hogy a kis Fo számok 
tartományában a hőveszteség hatása kevéssé érvényesül. JAMES [13]-ban 
a 3.1.3. fejezetben ismertetett (3.42) hőfokleíró függvénye alapján a 

Fo → 0   esetén a ( )π
ϑ

Fo
Fo Bi

2
,  szorzat határértékét is megadja, ami:  

( )ϑ* e= −
−

1
4 1 4Fo FoBi . Az ln *ϑ  menetét, az 1/Fo függvényében mutatja a 

4.5. ábra. A görbék aszimptotája a –1/4 meredekségű egyenes. 
Tehát, ha a mérési eredményekből képezzük az ( )( )ln t T tm⋅ -t és azt 1/t 
függvényében ábrázoljuk, a folyamat kezdeti szakaszán (nagy 1/t értékek) 

az előbbiek szerint, a −
L
a

2

4
 meredekséghez fog tartani. Így a 

hőmérsékletvezetési tényező értékét a Bi számtól függetlenül 
meghatározhatjuk [13]. Szintén a hővezetési folyamat kezdeti 
szakaszának peremfeltételektől való kevéssé függését használja ki a 
mérések kiértékelésében BALAGEAS [54] valamint VOZÁR és társai [55]. 
Mindehhez egy kiegészítő megjegyzés tehető. A  minta hátoldali 
hőmérsékletváltozásának mérésekor a korai szakaszon két nehézség 
adódik: egyrészt, a jel nagyság kicsi, emiatt a jel/zaj viszony is alacsony, 
másrészt, a flash keltette indukciós zavar miatt a nagyon rövid időkhöz 
tartozó értékek mérése problematikus, ami az aszimptotikus módszerek 
alkalmazását, sajnos, korlátozhatja. 
 

                                            
32 Lényegében a mintában a KONDRATYEV szerinti reguláris állapot beálltát használjuk 
ki.  
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1/FoBi=0

Bi=0.1

Bi=0.5

Bi=1

aszimptota

 
4.5. ábra. Az ( )( )ln Fo Fo⋅ ϑ menete kis Fo számoknál 

4.2.3. ZAVARÓ HŐÁRAM JELENLÉTÉNEK HATÁSA 

Az irodalomban egyáltalán nem tárgyalt zavaró ( &q f ) hőáram jelenlétét 
nem könnyű felismerni, ugyanis hőveszteséggel együtt adódhat 
szabályos, telítődést mutató görbe amint azt a 4.3. ábrán a 4 jelű görbe 
mutatja, Sq=0.2 és Bi=0.1 értékek mellett. Nyilvánvalóan, a hőfokváltozás 
menetét az Sq és a Bi számok viszonya határozza meg. A Fo>1 
tartományban alkalmazható közelítő összefüggés alapján, azt is 
meghatározhatjuk, mikor tapasztalunk majd látszólagosan ideális 
menetet. Az első sajátérték közelítő értéke β1

2 2≈ +Bi Bi , és a 
trigonometrikus tényezőket a soruk első tagjaival helyettesítve, azaz 

( )cos β
β

1
1
2

1
2

= −  és sin(β1)=β1 valamint a Bi szám második és a magasabb 

hatványait elhagyva, a (3.84) végtelen sor első tagjára kapjuk, hogy 

( ) ( )[ ]FoBiBi
qq SBiS

Bi
2e2

2
1 +−−+ .  (4.3) 

A második sajátérték π, az exponenciális részt elhagyva a (3.84) második 
tagja − 2 2Sq π , tehát a hőfokváltozást közelítőleg így számíthatjuk a 
Fo>1 tartományban: 

( ) ( ) ( )









π
−−+=ϑ +−

2
2 4

e2
2
1 qFoBiBi

qq
BiS

SBiS
Bi

Fo   (4.4) 

A (4.4) összefüggés Sq=2Bi esetben egy vízszintes egyenes, tehát ilyenkor 
tapasztalunk hőveszteség mentes körülményeket, pedig csak a parazita 
hőáram kompenzáló hatását látjuk, az egyensúlyi amplitúdó pedig 
1 4 2− Bi π  értékű lesz. A közelítő (4.4) összefüggés tengelymetszetének 
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értéke 1 2 2− Sq π . (Az ex |x|<0.1 esetén gyakorlatilag 1+x szerint 
számítható.) 

123

Fo

1 (3.8) egyenlet
2 (3.84) egyenlet
3 (4.4) egyenlet

 
4.6.ábra. Az hátoldali hőfokváltozás menete és közelítése  

(Bi=0.008, Sq=0.08) 

 Az Sq és a Bi szám közötti további segéd összefüggések, mint előbb, 
részben a reguláris állapot, részben a stacioner megoldás alapján is 
nyerhetők. 
 A (4.4) összefüggéssel az ún. differenciál logaritmikus 
hőmérsékletváltozási sebességet felírva kapjuk, hogy  

( )m
t t

t t
a
L

Bi Bi a
L

t t t t*

ln ln
=







− 





− = ≈ += =

∂ϑ
∂

∂ϑ
∂

β1 2

2 1
1
2

2 22 .  (4.5) 

A stacioner helyszerinti eloszlásból a hátoldali hőmérséklet értéke 

( ) ( )ϑ s q
fS

Bi Bi
q L

Q a Bi Bi
=

+
=

+
1

2
1

2

2&
,   (4.6) 

így 

m S
a
L

q
Qs q

f*
&

ϑ = ⋅ =2 .    (4.7) 

A karakterisztikus értéken alapuló kiértékelést a saját méréseimben nem 
alkalmaztam, csupán a következő fejezetben tárgyalt nem lineáris, 
legkisebb négyzetes közelítés (LNK) kiindulási adatainak meghatározá-
sára, így a továbbiakban e kérdést nem elemzem, a dolgozat vonatkozó 
részeiben valamennyi ehhez szükséges összefüggést megadtam. 
Az előbbiekben megmutattam az ideális feltételektől eltérő egyes 
körülmények jellegzetes megjelenését a minta hátoldali hőfokváltozását 
leíró görbékben. Láttuk, hogy a mérési körülmények pontos 
meghatározása, azaz a megfelelő modell alkalmazása alapvetően 
befolyásolja a kiértékelés eredményességét, bizonytalan esetben célszerű 
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több különböző vastagságú mintával ellenőrizni, hogy a megfelelő modellt 
alkalmazzuk-e. 
A 4.2.1.és a 4.2.2. pontokban a véges idejű gerjesztés és a hőveszteség 
hatását külön-külön elemeztem. Ennek alapvető oka az, hogy a szokásos 
gerjesztő eszközöknél (vaku, impulzus lézer) a hőközlés hosszának ill. 
alakjának érdemi befolyása csak a jó hővezető anyagok esetében van, 
ekkor pedig a hőveszteség hatása nem, vagy elhanyagolható mértékig 
érvényesül. Továbbá a gyengén hővezető anyagok esetében az 
alkalmazott gerjesztések tökéletesen ideálisnak tekinthetők. 

4.3. Többparaméteres identifikáció 
Az előző fejezetben a méréseknek a hőfokváltozási görbe karakterisztikus 
pontja(i) alapján való kiértékeléséről volt szó. E módszernek a flash 
módszer korai alkalmazásaiban volt nagy jelentősége, amikor is nem állt 
oly mértékben rendelkezésre a számítástechnika. Napjaink gyakorlatát 
egyfajta kettősség jellemzi. A jó hővezető anyagok és impulzus lézerek 
alkalmazásakor, amikor is az eredeti modell feltevések [1] jól 
megvalósulnak továbbra is a karakterisztikus értékeken alapuló 
kiértékelés alkalmazása az indokolt, pl. a már említett ASTM E1461-92 a 
hőfokgörbe 25, 50 és 75% értékeihez tartozó időpontok meghatározása 
alapján írja elő a hőfokvezetési tényező meghatározását. Ugyanakkor a 
közelmúlt gyakorlatában a valamelyik modell feltételnek megfelelő 
elméleti hőfokgörbének a mért adatokra való illesztése is megjelent. 
TAKAHASHI és társai [49] az ideális (3.8) megoldás első tagját,  
GEMBOROVIC és társai [50] a (3.8) több tagját is figyelembe vevő, nem 
lineáris illesztő algoritmust alkalmaztak. Módszerük a (3.20) ideális 
körülményekre érvényes összefüggéssel is alkalmazható.  
 
Azzal a problémával, hogy az ideális hátoldali hőfokváltozási görbétől 
eltérő alakú idő – hőmérséklet mérési adatok kiértékeléséhez valamilyen 
illesztő algoritmus szükséges, a flash módszert megvalósító, kereskedelmi 
célból épített műszerünk fejlesztése során találkoztunk. FALUDI [36] által 
kidolgozott, korábban említett veszteség korrekciós eljárást is 
megvalósító, a (3.8) több tagját figyelembe venni képes algoritmust ki is 
dolgoztam. Ennek lényege, hogy a görbeillesztési eljárásból adódó több 
ismeretlenes egyenletrendszert az általánosított NEWTON - RAPHSON 
módszerrel oldom meg. ([42]) A szükséges számítások menetét röviden a 
Függelék tartalmazza. A továbbiakban, általánosságban foglalkozom a 
„görbeillesztés” problémájával. 
Valamely, több paraméterrel adott, elvi görbének a mért eredményekre 
való illesztése kézenfekvő megoldás a mérések kiértékelésére. 
A gyakorlati végrehajtás azonban kérdéseket vet fel. Valamennyi, a 
mérés során ismeretlen paramétert egyetlen eljárással határozzunk meg? 
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Mely paramétereket identifikáljunk az illesztésből (azaz közvetlenül a 
mérésből), mely paramétereket próbáljunk egyéb úton meghatározni?  
A mérés teljes időtartományára illesszünk vagy csak valamely rész 
szakaszára?  
Miért merülnek fel egyáltalán ezek a kérdések?  Ennek oka, hogy az LNK 
alkalmazása olyan egyenletekre vezet, amelyeket csak közelítő 
módszerekkel tudunk megoldani. Ez azért okoz problémát, mert az LNK-
val kitűzött feladat tulajdonképpen egy globális minimum meghatározási 
feladat. A tapasztalatom szerint a mérési peremfeltételeket leíró 
paraméterek és a hőfokvezetési tényező mint koordináták alkotta térben 
egy olyan alakzat globális minimumát kell megkeresni, melynek több 
lokális minimuma is lehet. Ez a jelenség a paraméterek számának 
növekedésével erősödik, így a mind részletesebb leíró modellel végül nem 
biztos, hogy valóban sikerül pontosabban meghatározni a mérni kívánt 
hőmérsékletvezetési tényezőt. Az előbbiekben elmondottak a közelítő 
módszerek azon tulajdonságainak a következménye, hogy több 
szélsőérték esetében azt a szélsőértéket találjuk meg, amelynek közeléből 
indítjuk a számítási eljárást. (Nyilvánvaló, ha a nem lineáris illesztési 
feladatnak létezne valamilyen direkt megoldása, a probléma nem 
merülne fel. Azonban a karakterisztikus egyenletek gyökeit tartalmazó 
leíró összefüggések közvetlen alkalmazhatósága ekkor is kérdéses 
maradna.) 

4.3.1. A LEGJOBB MEGFELELÉS TARTOMÁNYA 

Ha már a különböző matematikai modellekkel le tudjuk írni a fellépő 
fizikai jelenségeket, nyilván visszalépést jelentene, ha nem alkalmaznánk 
e leíró paramétereket tartalmazó összefüggéseket. Szokásos módon, 
amikor görbeillesztésről van szó, a mérési pontok által kirajzolt alakzatra 
legjobban hasonlító, képletszerűen megadható függvényre, illetve az előre 
kiválasztott függvényben szereplő paramétereknek a számértékeire 
gondolunk, mint „eredményre”. A javaslatom az, hogy ezt az „eredményt” 
a valós mérési körülményeket leíró bonyolult függvények közvetlen 
alkalmazásának megkerülésével állítsuk elő.  
Első lépésként a részletes modellekkel, akár a leíró paraméterek 
szélsőséges értékeit feltételezve is, keressük meg valamelyik egyszerűbb, 
akár a legegyszerűbb /pl. (3.8), (3.20)/ függvény és a valós körülményeket 
leíró összefüggésre a „legjobb megegyezés tartományát”. (röviden: LMT) 
Ez nyilván, az oly sokat emlegetett fél-érték körüli, hosszabb, rövidebb 
(akár aszimmetrikusan elhelyezkedő) szakasz lesz. Az időtartomány 
korai szakaszára való kiterjesztésnél akár a [13] szerinti, akár az általam 
is levezetett (3.20), (3.26) stb. összefüggéseket felhasználhatjuk. A valós 
és egy egyszerűbb összefüggés által leírt hőfokváltozási görbe legalább 
részbeni fedésbe hozásához, azaz az LMT meghatározásához szükséges 
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lehet új, a választott egyszerű modellben nem szereplő, járulékos 
paraméter(ek) alkalmazására. A közepesen és rosszul hővezető 
anyagoknál a hőveszteséges mérési körülmények a dominánsak, ezekben 
az esetekben az ideális, veszteség nélküli amplitúdó ilyen paraméter, míg 
a jó hővezető anyagoknál az idő eltolása. A 4.3.ábrán megfigyelhetjük, 
miről van szó, azaz a 3 és a 2 jelű görbék hányadosáról, a 4.2.ábrán pedig 
a ∆t  időeltolásról. 
A mérési adatokra a járulékos vagy segéd paraméterekkel kiegészített 
egyszerűbb összefüggést illeszthetjük valamilyen algoritmussal az LMT 
tartományon. Az illesztés eredménye, a hőmérsékletvezetési tényező és a 
választott kiegészítő paraméter(ek). Tapasztalatom szerint nem célszerű 
több kiegészítő paraméter alkalmazása az LMT kiterjesztésének 
érdekében. Nyilván, a több paraméter, több lokális minimum lehetőségét 
hordozza magában. 
A segédparaméterek alapján, a nem ideális mérési körülményekre 
vonatkozó leíró jellemzőket meg tudjuk határozni (ld. 4.3.2. fejezet) és 
ezek értékeinek, illetve az alkalmazott modellnek az érvényességét a 
mérés teljes időtartományában valamilyen statisztikai módszerrel lehet 
ellenőrizni. Mivel ekkor az idő alapján számítjuk a hőmérséklet értékeket 
és nem a szereplő együtthatókat keressük, a bonyolult összefüggések, 
saját értékek stb.  alkalmazása sem jelent problémát.     
Összefoglalva az elmondottakat, a nem ideális körülmények esetén 
végzett mérések kiértékelésénél a következő eljárás alkalmazását 
javaslom: 
 

1.  Megállapítjuk, hogy melyik leíró modellt kell alkalmazni az adott 
mérési körülmények során, pl. a 4.2. fejezetben szerepeltek alapján 
vagy más módon. 

2.  Meghatározzuk egy ideális, sajátérték mentes hőfokváltozási 
függvény és a kiválasztott modellnek megfelelő, homogén mintáknál 
a 3.1. illetve a réteges mintáknál a 3.2. fejezetekben részletesen 
tárgyalt leírófüggvények  LMT-jét. 

3.  Megállapítjuk, milyen kiegészítő paramétert kell a 
hőmérsékletvezetési tényező mellé választanunk. 

4.  Karakterisztikus érték alapján közelítőleg meghatározzuk a 
hőmérsékletvezetési tényezőt. 

5.  A 4. pont szerinti értékekből indítjuk a nemlineáris LNK számítási 
algoritmust, az LMT-n egy előre meghatározott hibahatár eléréséig. 

6.  A kapott értékekkel számított ideális görbét egybevetjük a mért 
értékekkel és a 4.2. vagy a 4.3.2. fejezetben szereplő (vagy más) 
eljárással meghatározzuk a mérési körülményeket leíró 
paramétereket. 
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7.  A 2. pontban kiválasztott modellt ellenőrizzük, hogy az, 
statisztikailag megfelelően33 írja-e le a mérési eredményeket.   

 
 Az előbbiekben elmondottak bemutatására tekintsük át a következő 
példát, melyet egy sorozatmérésből emeltem ki. (A mérés  részleteit, a 
statisztikailag kiértékelt eredményeit a Függelékben találjuk meg.) 
A mért adatokat a 4.7. ábra szemlélteti. Megfigyelhetjük, hogy nem 
állandósul a hőmérséklet, hanem folyamatos, lassú emelkedés 
tapasztalható, ami egy állandó zavaró hőáram jelenlétére utal. 
A bemutatott esetben a kis szünetidejű sorozatmérések miatt 
felmelegedett villanócső üvegtestének saját sugárzásának hatásáról van 
fizikailag szó. (Ezek a mérések tették szükségessé, hogy a folyamatos 
gerjesztés hatását megvizsgáljam.)  
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4.7.ábra. Tipikus mért görbe és az eredmény görbék  
(7 jelű minta, antracit, L=1.75 mm, a=1.219⋅10-6 m2/s ) 

 
A mérésnél tapasztalt amplitúdó alapján a fél-értékhez tartozó idő 
t1/2=0.314 s. Az állandó, zavaró hőáram eset és az ideális eset 

összehasonlítása alapján az LMT t t= ÷
1
2

21 2 1 2/ /  alkalmazható. (Az alsó 

határ korlátja általában nem az elméleti modellek egyeztetéséből adódik, 
hanem méréstechnikai problémák okán tapasztalatom szerint a 
feltüntetett értéknél kisebbel – a vaku indukciós zavara, hőmérő 
időállandója stb. miatt – többnyire nem számolhatunk.)  
A nemlineáris LNK illesztés eredményét, (ideális görbe, A=115.9) továbbá 
a Bi=0.06, Sq=0.45 paraméterekkel számolt (3.84) görbét valamint a mért 
adatoknak ez utóbbitól való eltérését is mutatja a 4.7.ábra. (Az Sq értéket 
a feltüntetett tengelymetszet=105.4 alapján és a szaggatott vonallal 
rajzolt (4.4.) alapján a Bi számot határoztam meg.) 

                                            
33 Pl. az eltérések, vagy eltérés négyzetek eloszlásának vizsgálatával. 

π2t1/2=3.1s 

A=115.9 

LMT 

8 BITES A/D KIMENET 

π2⋅t, sec 

105.4
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Az eltérések egyenletes elhelyezkedése mutatja, hogy az alkalmazott 
modell, a teljes mérési tartományban megfelelő. A gerjesztésnél bevitt 

energia és a zavaró hőáram aránya 
&

.
q
Q S

a
Lq= =2 0179 , azaz 5.58 sec alatt 

éri a mintát, a rávillantáskor bevittel megegyező mennyiségű energia. 
(Adiabatikus esetben a hőmérséklet az ideális amplitúdó kétszeresére 
nőne ennyi idő alatt.) 

4.3.2. KIEGÉSZÍTŐ PARAMÉTEREK ÉS A FIZIKAI JELLEMZŐK KAPCSOLATA 

A valós és egy egyszerűbb összefüggés által leírt hőfokváltozási görbe 
legalább részbeni fedésbe hozásához szükséges kiegészítő paraméterek 
valamint a valós modellben szereplő fizikai mennyiségek közötti 
kapcsolat a 3. fejezetben közölt összefüggések alapján meghatározhatók. 

Flash alak paraméter és az időeltolás 
 Az időeltolás és a flash alakparaméter kapcsolatát a (3.20) és a (3.25) 
összefüggés alapján határozhatjuk meg a Fo1/2 pontban való előírt 
megegyezés alapján. 
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A (4.8) egyenletet Fop=0.0005÷0.01 tartományban numerikusan megoldva 
a kapott a ∆Fo értékeknek a Fop számoktól való függését megvizsgálva, 
(ld. 4.8 ábra) a regresszió eredménye 

∆Fo Fop= ⋅ − ⋅ −2 0529 7 286 10 5. . vagy Fo Fop = ⋅ − ⋅ −0 487 355 10 5. .∆ . (4.9)  

Így, az egyszerű időeltolásos összefüggés illesztési eredményeként az 
időeltolásra kapott értékből, a flasht jellemző alakparamétert utólag 
meghatározhatjuk. 

Fop

∆Fo

 

(4.8)
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4.8.ábra. A Fop és ∆Fo kapcsolata 

BIOT szám és az ideális amplitúdó  
Hőveszteségek jelenlétekor az ideális (3.8) vagy (3.20) összefüggés LMT-n 
való illesztéséhez egy kiegészítő (Amp) paraméter alkalmazása elegendő. 
Az LNK illesztés eredményeként kapott Amp értéke alapján a BIOT szám 
is meghatározható. Néhány pontban meghatároztam (3.45) alapján a Bi 
szám függvényében a dimenziótlan amplitúdót (Amp*). A számításaim 
szerint (4.9. ábra), egy másodfokú összefüggéssel jól leírható a Bi(Amp*) 
függvény, azaz    

( )Bi Amp Amp= ⋅ − ⋅ +1416 34 1986
2

. . .* * .   (4.10) 

A minta hátoldalán mért maximális hőfokváltozás és az illesztés 
eredményeként kapott Amp változó hányadosa éppen az Amp*, így (4.10) 
alapján belőle a Bi számítható. 
 

Bi

Amp*

 
4.9. ábra. A Biot szám és az amplitúdó kapcsolata 
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4.3.3. KIEGÉSZÍTÉS A KIÉRTÉKELÉS KÉRDÉSÉHEZ  

Felmerülhet a dolgozat olvasójában, hogy nem elemeztem azt a helyzetet, 
amikor mind a hőveszteséget, mind pedig a véges gerjesztést figyelembe 
kell venni. A 4.1. Táblázatban megadtam a Fo=0.6 értékhez34 tartozó 
valódi időt, egy 2 mm vastag minta esetében. A mintából a környezet felé 
irányuló azonos hőtranszportot feltételezve, a minta által leadott energia 
az idővel arányos. Így nyilvánvaló, hogy a rövid időtartamú mérésnél a 
hőveszteség, a hosszabb idejű mérésnél pedig a lézer illetve a vaku 
villanási ideje, azaz a 10-4 másodperc rendű gerjesztési időtartam, nem 
játszik szerepet. Egyébként, a 3.1.4. pontban a két hatás együttes 
jelenlétének – elég ritkán szükséges – leírására alkalmas összefüggések 
szerepelnek.  

    4.1.Táblázat 
a, m2/s tFo=0.6 , sec a, m2/s tFo=0.6 , sec 

10-04 0.024 10-07 24 

10-05 0.24 10-08 240 

10-06 2.4   
 

                                            
34 Pl. a 4.1. ábrán is követhető, hogy ennél az értéknél a dimenziótlan hőfokgörbe 
gyakorlatilag már telítődött. 
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5. Réteges minta jellemzőinek mérése  
A 4. fejezetben áttekintettem a flash módszer kiértékelésének néhány elvi 
és gyakorlati kérdését és javaslatot adtam egy általánosan alkalmazható 
kiértékelési technikára. Ez a fejezet ismert tulajdonságú alaprétegre 
felvitt „bevonó” réteg hőmérsékletvezetési tényezőjének meghatározására 
kidolgozott, direkt-differencia módszernek elnevezett eljárást tárgyalja. 
Ennek lényege, hogy közvetlenül két minta, egy kétrétegű és egy 
alaprétegből álló minta hőfokváltozásának különbségét regisztráljuk. Ez 
egy karakterisztikusan maximumot mutató görbe lesz. A bevonó réteg 
jellemzői e maximum amplitúdójából és fellépésének idejéből 
határozhatók meg. Áttekintem, hogy a 3.2. fejezetben szereplő különböző  
modellek alkalmazásával hogyan írható le maga a differencia jel és 
milyen kiértékelési eljárást kövessünk, illetve melyek a mérés fizikai 
korlátai. 
A 3.2. fejezetben összegyűjtve megadtam a kétrétegű minták hátoldali 
hőfokváltozását leíró összefüggéseket. Megállapíthatjuk, hogy a hőfok-
görbék jellege megegyezik a homogén mintákra kapott görbékkel. Az 
ismeretlen rétegjellemzők meghatározása is hasonló jellegű feladat 
annyiban, hogy egy idő – hőfokváltozás görbe alapján, több paramétert 
kell meghatározni már adiabatikus esetben is. A hőmérsékletváltozás 
számítási összefüggéseihez, a rétegek egymáshoz csatlakozásától függően 
a hőmérsékletvezetési tényező és a hőbehatolási tényező mellett a 
hőellenállás ismeretére is szükség van. Három ismeretlen mennyiséget 
egyetlen karakterisztikus érték alkalmazásával nem tudunk 
meghatározni. Továbbá, a hátoldali hőfokváltozást már alapesetben is 
sajátérték típusú összefüggés írja le, így, összetett iteratív eljárások 
alkalmazása szükségszerű, a közvetlen görbeillesztés alkalmazása, amint 
ezt már említettük, kérdéses35. Nem ideális mérési körülményeknél az 
ismeretlen paraméterek száma bővül, a számítási összefüggések pedig 
nagyon bonyolultakká válnak. 
 Felmerül a kérdés, hogy lehet-e valamilyen módon ezt az összetett 
feladatot egyszerűsíteni? 
 

                                            
35 A görbe illesztésre valamilyen szisztematikus „próbálkozáson” alapuló algoritmus 
alkalmazása szóba jöhet. 
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5.1. A differencia jel mérésének alapgondolata 
A 3.15. ábra is mutatja azt a tényt, hogy a homogén és a réteges minta 
hőfokváltozásának jellege nem lényegesen különbözik egymástól. 
A bevonat - hordozó rétegekből álló minták esetén nem tetszőleges 
rétegvastagság arány esetében van módunk az ismeretlen réteg 
hőmérsékletvezetési tényezőjének meghatározására amint ezt a [43] és 
[45]-ben is kifejtettük, a továbbiakban e kérdésre még visszatérek. 
Ugyanitt tettünk javaslatot arra, hogy a réteges mintával egy időben, 
ugyanannak a gerjesztés hatásnak egy homogén, hordozó anyagú és 
vastagságú mintát is kitéve, a két minta hőfokváltozásának különbségét 
közvetlenül mérjük, amint azt az 5.1. ábra szemlélteti. 
 

µV

ALAP
 MINTA

RÉTEGES
MINTA

IDŐ

GERJESZTÉS

JEL

L2

   
5.1. ábra. Differencia jel mérésének elve 

 
A közvetlen különbségi jel menetében egy maximum fellépése figyelhető 
meg. Ugyanis, a kezdetben azonos hőmérsékletű mintákban hasonló 
tendenciájú hőfokváltozás következik be. A bevonó réteg többlet 
hőkapacitása miatt a kétrétegű minta egyensúlyi hőmérséklete 
természetesen kisebb lesz, mint a homogén mintáé. (Mivel az anyagok 
térfogati hőkapacitása sokkal kevésbé tér el egymástól, mint a hővezető 
képességük, így az egyensúlyi amplitúdó a két mintára nem tér el 
lényegesen, vékony bevonó rétegek esetén.) A tranziens viselkedésbeli 
különbségnek a telítődési fél-idő környezetében, ahol a görbe 
érzékenysége (ld. 4.1. ábra) maximális, kell megjelenni, így ebben a 
tartományban lép fel a különbség görbe maximuma is. 
A differencia jel mérésének36 több előnye van. Egyrészt jellegzetesebb az 
alakja, a különbségi jel maximum helyének meghatározásához nincs 
szükség az amplitúdó ismeretére. A maximum fellépési idő és az anyag-

                                            
36 A differencia jel mérésére, alkalmas mintatartóval, szinte bármely flash készülék 
alkalmassá tehető. Az egycsatornás bemenetre a differenciálisan kapcsolt érzékelők jele 
kerül. Kis hőmérsékletkülönbségek merésének régi gyakorlata az érzékelők 
(termoelemek) differenciális kötése, pl. összehasonlító kalorimetrikus méréseknél, 
áramló közeg hőfokváltozásának mérésénél stb.  
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jellemzők közötti kapcsolat megadható. Másrészt, mivel a maximum a 
hővezetési folyamatnak a kezdeti, nem reguláris szakaszában lép fel, ahol 
is a peremfeltételek hatása kevéssé érvényesül, így az igen bonyolult 
összefüggések alkalmazása, legtöbbször elkerülhető. 
A direkt-differencia hőfokváltozás leírása a 3. Fejezet alapján nem okoz 
nehézséget, hiszen egyaránt adottak a homogén és a réteges mintára 
vonatkozó hőfokeloszlások számítási összefüggései azonos 
peremfeltételek mellett. A szóban forgó időtartományban mindkét 
bemutatott típusú megoldás alkalmas a számításokra. A két minta 
hátoldali hőfokváltozásának különbségét kell képezni, azonos energia 
bevitel mellett, illetve ha a relatív hőmérsékletekkel akarunk dolgozni – 
ami célszerű – figyelembe kell venni a két minta hőkapacitásának 
arányát. 
Legyen Q a felületegységenként elnyelt37 energia, ekkor az egyrétegű minta 
maximális hőfokváltozását a két rétegű megoldásoknál bevezetett 
jelölésekkel így írhatjuk  
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és βk a ( ) ( ) ( ) ( )B X X⋅ ⋅ + ⋅ =sin cos cos sinβ β β β 0  egyenlet k-dik pozitív gyöke. 
Hasonló módon, véges idejű gerjesztés, hőveszteség stb. esetében is 
közvetlenül felírhatjuk a DV(Fo) függvényt. Mivel mindez a 3.1. és 3.2. 
fejezetek vonatkozó összefüggéseinek megismétlése lenne, ettől most itt 
eltekintek.  
                                            
37 A két minta azonos mértékű abszorpciójáról gondoskodni kell, vagy a különböző 
mérvű energia elnyelést figyelembe venni a különbség számításában. 
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Vizsgáljuk meg adiabatikus mintákat feltételezve a DV(Fo) menetét, 
illetve a maximum fellépésének időpontját X1, X2 és B különböző 
kombinációi esetén. Az 5.2. ábrán megfigyelhető, hogy növekvő X=X1/X2 
hányados az amplitúdó és a maximum  időpontjának  növekedését is 

eredményezi. ( Fo
t
Xmax
max=

2
2 ) 
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5.2. ábra. Az (5.2) differencia jel menete 

  
A Fomax-nak X1/X2 és a B értékétől való függését mutatja az 5.3. ábra. 
Az 5.3. ábra alapján nyilvánvaló, hogy önmagában a Fomax ismeretében, 
ha a B értéke nem ismert, az X1/X2 hányados értékét és ezzel valamelyik 
réteg hőfokvezetési tényezőjét nem tudjuk meghatározni. 
Ha a mérésből a DVmax értéke adott, a B ismeretének szükségessége 
megkerülhető. Az azonos amplitúdójú helyek alkotta görbéket is 
megrajzolva ugyanis, látható, hogy e két mért mennyiség alapján mind az 
X mind a B értéke meghatározható. (Az ábrán például az 5%, 10% és 20% 
amplitúdójú pontok alkotta görbék vannak megrajzolva.) 
Más úton, a DV∞ értékének meghatározásával is eredményre jutunk. 
Ugyanis nyilván 

DV
BX∞ = −

+
1

1
1

 .    (5.3) 

A fenti összefüggést ugyanazon B paraméterértékekkel ábrázolva, csak 
lefelé irányuló Y tengellyel kapjuk az 5.3. ábra alsó diagramját. A két 
diagram együttes használatával az X értéke meghatározható. (A grafikus 
eljárás mindkét esetben szemléltetés, a pontos számításokat, pl. 
iterációval elvégezhetjük.) 



5. FEJEZET                     RÉTEGES MINTA JELLEMZŐINEK MÉRÉSE 

 77

 

0.14

0.16

0.18

0.2

0.22

0.24

0.26

0.28

0.3

0.32

0.34

0.36

0.5

Fomax B=30

20

10

5

2
1

 
 

 
 
 
 

 
 

 
 

5.3. ábra. Az X meghatározása Fomax és DV∞ alapján  
 

5.1.1. A MÓDSZER MÉRÉSTECHNIKAI KORLÁTAI 

Méréssel, az alkalmazott eszközöktől függően változó mértékben, nem 
tudunk korlátlanul kis értékeket meghatározni. A flash méréshez 
használt készülékek esetén adottság, hogy mekkora az a legkisebb 
(elektromos) jel, amely a jellemző jel/zaj viszony mellett még 
eredményesen feldolgozható. Általánosan meghatározni ennek a 
minimális jelnek az értékét nem tudom. Azt gondolom azonban, hogy egy 
adott készülék esetén, amely a telítődési hőfokváltozást hivatott 
regisztrálni, nem túlzott igény, hogy annak 5%-os értékét még 
megbízhatóan képes legyen mérni. A direkt-differencia módszer 
alkalmazásának ezért a hordozó minta hőfokváltozásának 5%-ban 
határozom meg azt az alsó határértéket38, amely amplitúdójú maximum 
időpontot még detektálhatunk. Az 5.3. ábrán követhető, hogy az a 
minimális L a/  érték, amelyet az előbbiekben megfogalmazott feltételek 
esetén, egy adott hordozón még detektálni leszünk képesek, a 
hőbehatolási tényezők hányadosának (B) csökkenésével, egyre nő. 
Másképpen megfogalmazva, minél közelebb álnak egymáshoz az egyes 
                                            
38 Több sorba kapcsolt termoelemmel a felbontás növelhető.  
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rétegek tulajdonságai, annál vastagabb lesz az a réteg, amelynek a 
termikus tulajdonságait képesek leszünk a mérésből meghatározni. 
(Nyilvánvaló, hogy ha egy kétrétegű és egy homogén minta mért 
hőfokváltozásának különbségét utólag, már a jelfeldolgozott állapotban 
vonjuk ki, akkor is az említett korlát adódik.)     

5.2. A peremfeltételek hatása a differencia jelre 
A homogén mintákhoz hasonlóan, az ideális mérési körülmények általá-
ban a réteges minták mérése során sem valósulnak meg maradéktalanul. 
Következőkben röviden azt vizsgálom, hogy a peremfeltételek változása 
milyen módon befolyásolja a bevonó réteg hőmérsékletvezetési 
tényezőjének a differencia jel alapján való meghatározását.  

5.2.1. A VÉGES IDEIG TARTÓ GERJESZTÉS ESETE 

A véges ideig tartó gerjesztés hatásának vizsgálatára több lehetőség 
adódik aszerint, hogy melyik fajta leírását választjuk a jelenségnek. 
Adiabatikus körülmények között a (3.25) és (3.92) hőfokváltozást leíró 
összefüggések alkalmazása célszerű, így 
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Az (5.4) szerinti differencia jelben megjelenő Fop impulzus alak 
paramétert tételezzük fel ismertnek39. Így ebben az esetben is az 5.1. 
pont szerint javasolt mennyiségek (Fomax, DVmax, DV∞ ) mérésével 
határozhatjuk meg az X és a B értékét. Az iteráció menete azonos az 
ideális gerjesztésnél alkalmazottal, (ld. 5.3. ábra.) csak bonyolultabb 
összefüggéseket kell alkalmazni. Az 5.4. ábra mutatja az impulzus alak 
paraméter különböző értékei mellett a differencia jel menetét. A véges 
ideig tartó energiaközlés a homogén mintáknál az ún. fél-idő értéknek az 
eltolódását okozza, a differencia jelnél pedig a maximum eltolódásában 
jelenik meg. Ezzel egyidejűleg az egyensúlyi hőmérséklet változatlansága 
mellett, a maximum értéke kismértékben csökken. A véges ideig tartó 
energiaközlés hatásának figyelembevételének, mint a homogén 
mintáknál, csak a jó hővezető anyagú hordozó rétegek és/vagy vastag, jó 
hővezető bevonat anyag esetén van jelentősége. 

Fop

0.02

Fop=0

0.001

0.01

DV B=10
X=0.01

 
5.4. ábra.  A gerjesztés véges idejének hatása a differencia jelre 

5.2.2. A HŐVESZTESÉG HATÁSA 

A gyengén hővezető anyagú mintáknál a hőveszteséget kell figyelembe 
venni, amint ezt a 4.2.2. pontban a homogén mintákra részletesen 
elemeztem. A differencia jel számításának elvi akadálya nincs, csak a 
megfelelő összefüggések különbségét kell képezni. A 4. Fejezetben 
bemutattam, hogy a hőveszteség mellett a véges idejű gerjesztés 
általában figyelmen kívül hagyható. Ezért a (3.45) és a (3.96) 
összefüggések alapján az (5.1) szerint számítható a differencia jel. 
A tényleges számításokhoz a (3.96) összefüggést alakítsuk át. Egyrészt, 
tételezünk fel azonos hőátadási tényezőket, azaz legyen α1= α2 = α, így 
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39 Pl. egy homogén mintákkal végzett mérés alapján az adott készülékre vonatkozóan 
meghatároztuk. 
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Az (5.5) összefüggés eléggé összetett. Két karakterisztikus egyenlet 
gyökei szerepelnek benne, továbbá a minta hőfokváltozását leíró 
függvény együtthatóiban az anyagjellemző értékek mellett megjelennek a 
minta két oldalán fellépő hőátadásra jellemző BIOT számok is. A szóba 
jöhető hőátadási viszonyokról, továbbá a sajátértékekről a 3. Fejezetben 
már részletesen szó volt. A 4. Fejezetben homogén mintákra a Bi szám és 
ezen keresztül a hőátadási tényező meghatározásának lehetséges módját 
is felvázoltam. Így, a továbbiakban tételezzük fel, hogy pl. egy homogén 
mintával az adott készülékre érvényes hőátadási tényezőket 
meghatároztuk, azaz ismerjük értékeiket. A differencia jel menetének 
tényleges meghatározása nélkül, az előző fejezetek alapján valószínű, 
hogy a hőveszteség jelentős hatására nem kell számítanunk. A 3.13. ábra 
számításánál a bevonó réteg vastagsága a hordozó réteg vastagságának 
negyede, ami vastag rétegnek számít. A homogén és a kétrétegű minta 
hőmérsékletének eltérése a Fo = 0 ÷ 0.3 tartományra korlátozódik (1,2 

(5.8)

(5.5) 

(5.6) 

(5.7) 
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jelű görbe). (Mindkét görbe önmagával normált.) Ugyanakkor a 3.2. ábra 
szerint a szóba jövő hőveszteség nagyságokat megjelenítő Bi 
számértékekhez tartozó görbék érzékelhető eltérése a Fo>0.3 
tartományban jelenik meg. Ezek szerint várhatóan a differencia jel 
maximum helyére és amplitúdójára a hőveszteség hatása kedvezően 
kicsiny lesz.  
Az (5.5) alapján különböző BIOT számokkal számított differencia jelet az 
5.5. ábra mutatja és állandó Bi érték mellett az X változásának hatását a 
differencia jelre az 5.6. ábra. 

Bi=0.05
0.025

0.010.005
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B=10, X=0.05DV

∆Fomax

 
5.5. ábra. Bi szám hatása a differencia jelre 

Fo
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5.6. ábra. Azonos hőveszteség különböző X értékeknél 

 Adiabatikus esetben az egyensúlyi (DV∞) hőmérsékletkülönbséget a 
minták eltérő teljes hőkapacitása okozza. Hőveszteséges esetben a 
minták hőmérséklete folyamatosan csökken, a Bi számtól függően 
különböző sebességgel. Bizonyos – elvileg végtelen hosszú – idő után a 
környezet hőmérsékletével lesz azonos a minták hőmérséklete, így a DV∞ 
nem alkalmas az X és a B meghatározásához úgy, mint az előzőekben. 
Hőveszteség jelenlétekor, így a DVmax értéke alapján határozhatjuk meg 
az X és B értékét, figyelembe véve a Bi számtól függő amplitúdó 
csökkenést.  
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6. Az eredmények rövid összefoglalása 
1.  Részletesen bemutattam a flash módszer fejlődés történetét, és 

röviden bemutattam egyéb, konkurens fototermikus eljárásokat is. 

2.  Részletesen áttekintettem a minta hátoldali hőfokváltozásának 
meghatározására az irodalomból megismerhető és alkalmazott 
fizikai és matematikai modelleket.  

3.  Olyan hőfokváltozást leíró összefüggéseket vezettem le, melyeket az 
irodalom áttanulmányozása során nem találtam meg. 

Homogén minták: 
– adiabatikus esetben ideális gerjesztés esetén a (3.20) 

összefüggést, mely az irodalomban használt alapmegoldásnál 
jobb konvergenciát mutat 

– véges idejű gerjesztésnél adiabatikus esetben a (3.27) 
összefüggést, amelyben kevesebb tag elegendő a számításokhoz 

– ideális gerjesztésnél hőveszteség esetében a (3.45) összefüggést 

  Réteges minták: 
– adiabatikus esetben, ideális gerjesztés esetén a (3.91) 

összefüggést, mely a kétrétegű minták alapmegoldásának 
tekinthető 

– ideális gerjesztésnél, hőveszteség esetében a (3.95) összefüggést  

4.  Véges idejű gerjesztés leírására kidolgoztam egy általam hő-
behatolásos modellnek nevezett számítási módot, amely 
adiabatikus és hőveszteséges esetben egyaránt alkalmazható. 
Ennek alapján a gerjesztés befejezésének pillanatában a mintabeli 
hőmérsékleteloszlás is meghatározható. Ezáltal a termikusan 
érzékeny anyagok vizsgálata biztonságosabb és a mért jellemző 
hőfokszinthez rendelése egyértelműbb. Homogén (3.1.4. fejezet) és 
a kétrétegű (3.2.3. fejezet) mintákra egyaránt megadtam a 
számításokhoz szükséges, általam levezetett összefüggéseket. 

5.  Elemeztem a hőveszteség és parazita gerjesztés együttes hatását 
(3.1.5 fejezet), megadtam illetve levezettem a hőfokváltozás 
számításához szükséges valamennyi összefüggést, továbbá, hogy e 
jelenség hogyan befolyásolja a mérés kiértékelését (4.2.3. fejezet).  

6.  Kimutattam, hogy „ideális alakú” mérési eredményre vezethet a 
hőveszteség és a parazita gerjesztés együttes jelenléte.  

7.  Megvizsgáltam a mintabeli radiális hővezetés szerepét és 
meghatároztam, hogy a BIOT szám függvényében mekkora átmérő 
vastagság arány esetén tekinthető egy L illetve 2L átmérőjű 
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zónában egydimenziósnak a hővezetési feladat a mérés során. 
(3.1.6. fejezet) 

8.  Kiegészítő összefüggéseket vezettem le a mérések karakterisztikus 
értéken alapuló kiértékeléséhez a BIOT szám és a parazita 
gerjesztést jellemző Sq dimenziótlan szám meghatározására. 
(4.2. fejezet) 

9.  Javaslatot dolgoztam ki a flash mérésnél több paraméter együttes 
meghatározására alkalmazható eljárásra. Ennek lényege, hogy egy 
egyszerűsített modellnek és a valódi mérési körülményeket leíró 
modellnek az ún. Legjobb Megfelelés Tartományát meghatározzuk, 
majd a mért adatokra nem lineáris LNK módszerével az 
egyszerűsített modellt illesztjük. (4.3. fejezet)  

10.  Kidolgoztam egy általam direkt differencia módszernek nevezett 
eljárást kétrétegű mintákra, az ismeretlen bevonó réteg 
hőmérsékletvezetési tényezőjének meghatározására. Ennek 
lényege, hogy egy bevonatos és egy bevonat nélküli minta 
hőfokváltozásának különbségét közvetlenül mérjük. A mért jelalak 
egy jellegzetes, maximumot mutató görbe. A maximum 
fellépésének idejéből és amplitúdójából, vagy az egyensúlyi 
hőmérsékletből a keresett jellemző meghatározható. Kimutattam, 
hogy a direkt differencia módszer ideálistól eltérő körülmények 
között is alkalmazható. (5. fejezet) 



6. FEJEZET                      EREDMÉNYEK RÖVID ÖSSZEFOGLALÁSA  

 84

 
 

 

 

 

 

Függelék 

 

 

 



F1 FÜGGELÉK ANTRACIT HŐMÉRSÉKLETVEZETÉSI TÉNYEZŐJÉNEK MÉRÉSE 

 85

F1 Függelék 

Antracit hőmérsékletvezetési tényező jének meghatározása 

BEVEZETŐ 

Az alumínium elektrolízis anódjának előállítása egy sajátos termikus 
technológiával történik. E technológia fejlesztéséhez, a lejátszódó 
termikus folyamatok szimulációjához szükséges antracit ágy (packed bed) 
termikus jellemzőinek ismerete. A szilárd és gáz fázisból álló rendszerek 
hőtani tulajdonságainak számításához különféle fizikai modellek állnak 
rendelkezésre. Napjainkban is intenzív kutatómunka folyik e modellek 
pontosítása, fejlesztése tárgyában. Valamennyi alkalmazott eljárás 
feltételezi a szilárd komponens hőfizikai tulajdonságainak ismeretét. Az 
Université du Québec à Cicoutimi (UQAC) egyetemen az ALCAN részére 
folynak – számos más téma mellett – a fent említett területen is 
kutatások. 1996. évben 3 hónapos ott tartózkodásom40 alatt, egyik 
részfeladatom volt, a szilárd antracit hőmérsékletvezetési tényezőjének 
meghatározása nyers és kalcinált állapotban. [63] 

A MÉRÉS TECHNIKAI RÉSZLETEI 

A MINTÁK ELŐKÉSZÍTÉSE 
Az antracit természetes formája leginkább a kőzúzalékra hasonlatos 
azzal az eltéréssel, hogy a darabok méreteltérése jelentősebb, és mint a 
szenek általában, megkövesedett formában, mutatja a farostok 
szerkezetét. Jól megfigyelhető az egyes darabokon a réteges szerkezet, 
különösen kalcinált állapotban, mivel ilyenkor a rétegek közötti illóanyag 
eltávozik és bizonyos fokú zsugorodás is fellép. A természetes darabos 
formában nem alkalmazhatjuk közvetlenül a flash mérés mintáiként, 
preparálnunk kell. A rendelkezésre álló készülék mintatartója csak adott 
átmérőjű munkadarabok fogadására volt képes, három függőleges 
tengelyű, excentrikusan elforduló, réselt kerámia bak segítségével. 
A flash méréshez szükséges párhuzamos felületű mintákat „szeleteléssel” 
állítottuk elő. A szeletelés előtt egy vékonyfalú cső segítségével a 
véletlenszerűen kiválasztott darabokat műgyantába ágyaztam. A 
nagyobb „kövekből” több párhuzamos mintaszelet is kijött. Az egyes 
darabok azonban nem voltak akkora méretűek, hogy ugyanabból 
                                            
40  A Ministére de l’Éducation du Québec 3 hónapos ösztöndíjával tartózkodtam az 
Université du Québec à Chicoutimi egytemen 1996. Aug.1–Nov. 1. között. A mérések 
helyszíne a GRIPS (Gruope Recherche en Ingénierie des Procédés et Systémes) Hő- és 
tüzeléstechnikai laboratóriuma volt. 
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párhuzamos és merőleges orientációjú szelet is készíthető lett volna. 
Figyelembe kellett venni ugyanis, hogy a nem homogén anyagok esetében 
a reprezentatív mintaméret alulról korlátos. Az elmondottak alapján az 
F-1. ábra mutatja, hogy milyen formájú mintákat állítottam elő. 

Megfigyelhetjük, hogy a tengely 
irányú hővezetés szempontjából 
az antracit és az ágyazó gyanta 
párhuzamosan kapcsolt. Azért, 
hogy a befoglaló részben hasonló 
tranziens játszódjon le, mint a 
vizsgált anyagban, a minta 

előlapján az átlátszó műgyanta peremet fekete festékbevonattal láttuk el. 
Azt, hogy milyen átmérő/vastagság arány esetében nem számít a 
mintaperemen érvényes hőelvonás okozta radiális hővezetés a mérés 
időtartama alatt, a 3.1.6. pontban részletesen megvizsgáltam. Az F-2. 
ábra mutatja, a beágyazott mintaanyag orientációját. 

 

rétegek merőlegesen

műgyanta

rétegek párhuzamosan  
F-2. ábra. A rétegek orientációja 

A TERMIKUS JEL ELEKTRONIKUS FELDOLGOZÁSA 
A hátoldali hőmérsékletváltozást a felülethez támaszkodó termoelemmel 
mértük. A nagyon kis (tipikusan 1 foknál kisebb) hőfokváltozások által 
okozott 20-40 mikrovoltot egy előerősítővel növeltem meg úgy, hogy egy 
FLUKE hordozható, digitális LCD oszcilloszkóppal mérni és regisztrálni 
tudjam. Egy hőfokváltozási adatsorozat 512 pontból állt. Mind az 
előerősítő, mind az oszcilloszkóp szárazelemes táplálású, hogy a jel/zaj 
viszony megfelelő legyen. A FLUKE mérőegység PC-vel RS232 soros 
kommunikációs vonalon keresztül vezérelhető, az adatok kiolvashatók. 
Az általam QuicBasic nyelven írt program irányítja a mérés folyamatát, 
továbbá a hőmérsékletvezetési tényező meghatározásához szükséges 
tevékenységek mind elvégezhetők úgymint, a mért adatok megjelenítése, 
kiértékelése, tárolása stb. Egy tipikus mérési eredményt szemléltet a 4. 7. 
ábra. 

A MÉRÉS KIÉRTÉKELÉSE 
A járulékos hőbevitel elemzésének szükségessége a nagy sorozatban 
elvégzett mérési adatok utólagos feldolgozásakor merült fel, amikor is a 
mért görbék rendre enyhe emelkedő tendenciát mutattak a telítődés 

antracit

műgyanta

fekete festék
körös körül

 
F-1. ábra. Preparált antracit szelet 
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helyett. A probléma megoldását a 3.1.6. szakaszban olvashattuk. A 
mérések kiértékelését a 4. Fejezetben leírtak szerint végeztem el. Az 
alkalmazott összefüggéseket a dolgozat vonatkozó részei tartalmazzák, a 
Legjobb Megfelelés Tartományán való nem lineáris görbeillesztés 
eljárásának kivételével. Az általam követett eljárás röviden az alábbiak 
szerint foglalható össze. 
Amint az szerepelt a 4.3. szakaszban, az ideális megoldásban szereplő (a) 
hőmérsékletvezetési tényező mellett az adiabatikus amplitúdót (A) mint 
segédváltozót is meghatározom. Ehhez az alábbi mennyiség minimumát 
kell kiszámítani 

( ) ( )[ ]M A a U A V t aj j
j

n
, ,= − ⋅

=
∑

1

2

,   (F1) 

ahol Uj a tj időpontban mért feszültség, V(tj,a) pedig a (3.8) vagy a (3.20) 
megoldás. Az (F1) minimum meghatározási feladat azt jelenti, hogy meg 
kell oldani a következő egyenletrendszert  
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A megoldáshoz a NEWTON–RAPSON eljárást alkalmazom, amihez 
szükséges a JACOBI mátrix számítása  
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Egy közelítő, [ ]X A a0 0 0=  induló vektor ismeretében, ami „közel” van az 

[ ]X A as s s=  megoldáshoz, a következő sorozat az X s -hez fog tartani 

( )Xi J m X i X i− − ⋅ = +
1

1 .    (F4) 

A tapasztalataim szerint az (F4) konvergenciája nagyon függ az X 0  és az 
X s  „távolságától”, a kiértékelésnél az M(A,a) értékét ellenőrizni kell, hogy 
valóban csökken-e, ahogyan rendre az új X i+1  kiszámítódik. Az (F2) 
egyenletrendszer megoldására egyéb módszereket is kipróbáltam. A 
mérési sorozatok automatizált kiértékelésére, végül az általánosított 
NEWTON–RAPHSON módszer vált be. 

A MÉRT EREDMÉNYEK 
Az eredményekből a következő megállapításokat tehetjük. A nyers 
állapotban a rétegekre párhuzamosan és merőlegesen mért hőfokvezetési 
tényezők közötti eltérés nem több mint 30%, míg kalcinált állapotban, az 
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egyes irányokban is növekszik a hővezetési tényező és a két irányban 
mért értékek eltérése mintegy 300%. Ez a kalcinálás folyamán távozó 
illóanyag tartalom okozta, vizuálisan is megfigyelhető, megnövekedett 
rétegtávolságok hatása. A térfogati hőkapacitás (ρc) csökkenése 
eredményezi a hőmérsékletvezetési tényező növekedését. 
Míg nyers állapotban mért eredmények hisztogramjai normális eloszlást 
mutatnak, addig a kalcinált állapotban meghatározott adatok alapján 
rajzoltak nem. Mivel a réteges szerkezet a darabokon belül nem 
tökéletesen párhuzamos, a darabok pontos, irányított befoglalása sem 
egyértelmű. A két irányban lévő nagy különbség együtt a nem pontos 
orientációval okozza az eloszlás eltorzulását. 
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Nyers állapot, merőleges irányban 

mért hőmérsékletvezetési tényező,  ⋅10-7 m2/s 
azonosító 1 2 3 4 5 6 

 1.652 1.708 1.339 1.419 1.514 1.759 
 1.775 1.624 1.284 1.473 1.486 1.654 
 1.692 1.728 1.281 1.397 1.524 1.726 
 1.706 1.657 1.272 1.904 1.447 1.890 
 1.737 1.583 1.286 1.591 1.540  
 1.703 1.674 1.262 1.603 1.485  
 1.735 1.680 1.236    
 1.718  1.351    

átlag 1.715 1.665 1.289 1.565 1.499 1.757 
 

Statisztika    
Szórás 0.186 Minimum 1.236

Standard 
hiba 

0.076 Maximum 1.904

Átlag 1.582   
 

Nyers állapot, párhuzamos irányban 
mért hőmérsékletvezetési tényező, ⋅10-7 m2/s 

Azonosító 7 8 9 10 11 12 
 1.435 1.555 1.599 1.684 1.968 2.152 
 1.580 1.592 1.625 1.763 1.870 1.957 
 1.606 1.556 1.602 1.704 1.863 1.986 
 1.893 1.667 1.868 1.836 2.275 1.753 
 1.864 1.717 1.884 1.842 2.187 1.829 
  1.651 1.942 1.907 2.280 1.834 

Átlag 1.676 1.623 1.753 1.789 2.074 1.919 
 

Statisztika    
Szórás 0.166 Minimum 1.435

Standard 
hiba 

0.068 Maximum 2.280

Átlag 1.806   
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Kalcinált állapot, merőleges irányban 

mért hőmérsékletvezetési tényező, ⋅10-6, m2/s 
Azonosító 1 2 3 4 5 11 12 13 14 15 

1. vágás 0.679 1.333 0.782 1.228 0.718 0.851 0.598 0.686 0.521 1.103

 0.674 1.344 0.783 1.257 0.803 1.035 0.613 0.798 0.523 1.073

 0.690 1.320 0.785 1.232 0.803 1.016 0.542 0.793 0.516 1.118

 0.693 1.345 0.795 1.245 - 1.021 0.563 - - 1.146

2. vágás 0.563 1.110 0.884 1.231 0.644 - - - - - 

 0.570 1.099 0.878 1.145 0.637 - - - - - 
 0.498 1.124 0.889 1.204 0.546 - - - - - 
 0.515 1.083 0.894 - 0.786  - - - - 

Átlag 0.610 1.220 0.836 1.220 0.705 0.981 0.579 0.569 0.520 1.110
 

Statisztika    
Szórás 0.2853 Minimum 0.5204

Standard 
hiba 

0.0902 Maximum 1.2657

Átlag 0.8396   
 

Kalcinált állapot, párhuzamos irányban 
mért hőmérsékletvezetési tényező, ⋅10-6 m2/s 

Azonosító 7 8 9 10 16 18 19 20 6 
1.vágás 1.217 1.312 1.295 2.866 1.215 4.393 5.178 1.352 1.445

 1.219 1.316 1.299 2.713 1.239 4.305 5.187 2.896 1.432
 1.235 1.313 1.287 3.179 1.215 5.139 5.188 2.871 1.437

 2.vágás 1.229 0.813 1.281 3.213 1.245 5.060 5.460 1.376 1.425
 1.244 0.818 - - - - - - - 
 1.240 1.048 - - - - - - - 

Átlag 1.231 1.103 1.291 2.993 1.229 4.724 5.253 2.124 1.435
 

Statisztika    
Szórás 1.6026 Minimum 1.1033

Standard 
hiba 

0.5342 Maximum 5.2532

Átlag 2.3758   
 



 

 

 
Hőmérsékletvezetési tényező eloszlás 
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Hőmérsékletvezetési tényező eloszlás 
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Hőmérsékletvezetési tényező eloszlás 
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F2 Függelék 

 

A közölt összefüggések részletes levezetései 
 
A hővezetés Laplace transzformált differenciálegyenletének általános megoldása  

A hővezetés differenciálegyenletének egydimenziós alakja a következő 

= a 






∂
∂2

x2 ( )T ,x t ∂
∂
t ( )T ,x t , 

aminek Laplace transzformáltja 

 = a 







∂

∂2

x2 ( )Laplace , ,( )T ,x t t s  − s ( )Laplace , ,( )T ,x t t s ( )T ,x 0 . 

A 0 időponthoz tartozó eloszlás, egyenletes kezdeti hőmérsékletet feltételezve, 
az általánosság  megszorítása nélkül,  azonosan nullának tekinthető. Ugyanis, 
ha pl. a hőmérséklet kezdeti értéke To  , akkor = Tm − T To  transzformáció után 

 = Tm 0  kezdeti feltételt kapjuk.  

Az általános megoldást, pl. így írhatjuk fel 

 = ( )P ,x s  + C1 e
( )−q x

C2 e
( )q x

, 

vagy 
= ( )P ,x s + C1 ( )sinh q x C2 ( )cosh q x . 

Mindkét esetben  = q
s
a  .  ( )P ,x s -t a hővezetés Laplace transzformált 

differenciálegyenletébe helyettesítve, nyilvánvaló, hogy az kielégül: 

 = 
∂
∂2

x2 ( ) + C1 e
( )−q x

C2 e
( )q x

q2 ( ) + C1 e
( )−q x

C2 e
( )q x

 . 

 = a 


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


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∂2

x2 ( ) + C1 e
( )−q x

C2 e
( )q x

s ( ) + C1 e
( )−q x

C2 e
( )q x

 . 

Ha a  = ξ
x
L  dimenziótlan változóra térünk át, az = x ξ L  behelyettesítéssel, 

 = q
s L2

a  adódik. Ezzel a  = p
L2 s

a  helyettesítés az időtartományban  = Fo
a t
L2
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transzformációt jelent, és az eredmény időfüggvényt az a
L2

 tényezővel szorozni 

kell, ami a ( )T Fo  együtthatóinak dimenziótlanítását is eredményezi. 

A (3.16) egyenlet gyökei 
A sinh(z)=0 egyenlet gyökeinek meghatározása. 

= z + x I y . 
 = ( )sinh z + ( )sinh x ( )cos y I ( )cosh x ( )sin y . 

A valós és képzetes részeknek kell azonosan nullának lenni. Ha z tisztán 
képzetes, akkor x=0 és sinh(x)=0, az y-ra kapjuk, hogy 

sin(y)=0, 

aminek gyökei y=+- n π . Mivel = z s  ezért, = s −n2 π2  . 
(A szóban forgó feladatok megoldásánál, az időfüggvény exponenciális részének kitevőjében csak 
negatív mennyiség szerepelhet, ezért csak a képzetes gyökök jöhetnek szóba.) 
 

A (3.20) levezetése 

Az 
1
( )sinh z  átalakítása 

 = 
1
( )sinh z

2

 − e z e
( )−z  e

( )−z

e
( )−z = 2 e

( )−z

 − 1 e
( )−2 z  

A nevező  − 1 Z2  alakú, az 1
 − 1 Z2

 -nek  Z=0 körüli sora +  +  + 1 Z2 Z4 Z6 +. . . lesz. 

(Nyilván, ( )lim ,e
( )−z

 = z ∞ =0) 
A  = Z e

( )−z
 = e

( )− s
 helyettesítés után az előbbiek szerint, tehát 

 = ( )P s
2 e

( )− s

s ( ) − 1 e
( )−2 s

 = 
2 e

( )− s 









 + 1








∑

 = n 1

∞

e
( )−2 n s

s
 =

2








∑

 = n 0

∞

e
( )−( ) + 2 n 1 s

s
. 

A ( )P s  inverz transzformációját tagonkénti transzformációval határozhatjuk 
meg, ugyanis, pl. a [32], 258.oldal  5.87 képlete szerint 

L
( )-1

 
e

( )−a s

s
     =     

e









−

a2

4 t

t π
 , 

aminek alapján ( )P s  n-dik tagjának transzformáltja  
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 = ( )pn Fo
e









−

( ) + 2 n 1 2

4 Fo

Fo π
 . 

 
Ezzel az eredmény 

 = ( )p Fo
2










∑
 = n 0

∞

e









−

( ) + 2 n 1 2

4 Fo

π Fo
. 

 
A (3.25) levezetése 

A hátoldalon  = ξ 1 , adiabatikus a peremfeltétel, ahonnan 

 =  − C1 e
( )−q

C2 eq 0 . 

Az előoldalon ( = ξ 0 ) gerjesztünk  

  − C1 q e0 C2 q e0  =  Laplace[ 
1

Fop
2  , ,Fo e











−
Fo

Fo
p

Fo s ] = 
1

( ) + s Fop 1
2  . 

A C1 , C2  állandók a fenti egyenletek alapján 

C1  = ( )eq
2

q ( ) − ( )eq
2

1 ( ) + Fop s 1
2

 , 

C2  = 1

q ( ) − ( )eq
2

1 ( ) + Fop s 1
2

 . 

Behelyettesítve ( )P , = ξ 1 s -be, az eredmény: 

 + 
( )eq

2
e

( )−q

q ( ) − ( )eq
2

1 ( ) + Fop s 1
2

eq

q ( ) − ( )eq
2

1 ( ) + Fop s 1
2

 , 

a kijelölt műveleteket elvégezve kapjuk azt, hogy 
2 eq

q ( ) − e
( )2 q

1 ( ) + s Fop 1
2  , 

ami a (3.19)-nél alkalmazott átalakítás megfordításával az alábbi alakot veszi fel: 
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1

s ( )sinh s ( ) + s Fop 1
2 .    

A nevező gyökei:    = s 0  (többszörös), −n2 π2 , −
1

Fop
 (kétszeres). 

 
Az időfüggvény a kifejtési tétel szerint egy összeg. Az egyszeres szingularitások 

alapján számítható része: 

 = ( )Ve Fo ∑
 = n 1

∞ ( )M sn e
( )s

n
Fo

∂
∂
s ( )N sn

 . 

(Ebben M(s) a számlálója és N(s) a nevezője az inverz transzformálandó függvénynek.)  

Az exponenciális  függvény együtthatóit számítjuk először, a nevező 
differenciálásával kezdve: 

∂
∂
s s ( )sinh s ( ) + s Fop 1

2
 = 

 +  + 
( )sinh s ( ) + s Fop 1

2

2 s

( )cosh s ( ) + s Fop 1
2

2 2 s ( )sinh s ( ) + s Fop 1 Fop

. 

Behelyettesítve az ( )I n π 2  szingularitásokat 

 + 
( )sinh I n π ( )−  + n2 π2 Fop 1

2

2 I n π
( )cosh I n π ( )−  + n2 π2 Fop 1

2

2

  

2 I n π ( )sinh I n π ( )−  + n2 π2 Fop 1 Fop . 

Elvégezve a kijelölt műveleteket, az eredmény: 
( )-1 n ( )−  + n2 π2 Fop 1

2

2 , 

ahonnan        = Cn 2
( )-1 n

( ) − n2 π2 Fop 1
2

 . 

A −
1

Fop
 kétszeres pólushoz tartozó e











−
Fo

Fo
p  együtthatóját a kifejtési tétel 

szerint így számítjuk: 

∂
∂
s

1

s ( )sinh s Fop
2  = −  − 

1

2 s








3
2

( )sinh s Fop
2

( )cosh s

2 s ( )sinh s 2 Fop
2

 . 

+ 
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Behelyettesítve s = −
1

Fop
-t, az eredmény 

 

1

s ( )sinh s Fop
2 -ba s = −

1
Fop

-t helyettesítve, az eredmény 

1

−
1

Fop











sinh −
1

Fop
Fop

2
. 

A keresett együttható a két helyettesítés eredményének összege, úgy, hogy a 
második részeredményt Fo-val megszorozzuk: 

1

2 









−
1

Fop









3
2











sinh −
1

Fop
Fop

2











cosh −
1

Fop

2 Fop










sinh −
1

Fop

2 + 

Fo

−
1

Fop











sinh −
1

Fop
Fop

2
 + 

. 

A kijelölt műveleteket elvégezve 

−  −  − 
1

2 Fop










sin
1
Fop











cos
1
Fop

2 Fop










sin
1
Fop

2
Fo

Fop









3
2 









sin
1
Fop ,

 

és az első tag nevezőjét kiemelve, az eredmény 

−
1

2 Fop










sin
1
Fop

 [  +  + 1
2 Fo
Fop











ctg
1
Fop

Fop

]. 

Az s=0 többszörös szingularitás, így 

−  + 
1

2 








−
1

Fop









3
2











sinh −
1

Fop
Fop

2











cosh −
1

Fop

2 Fop










sinh −
1

Fop

2
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Co = = ( )lim ,Cn = s 0 1 . 

Ezzel, a keresett időfüggvény  

V(Fo)=1+ 2 ∑
 = n 1

∞ ( )-1 n e ( )−n2 π2 Fo

( ) − n2 π2 Fop 1
2

 −











 +  + 1 2 Fo
Fop







ctg 1

Fop
Fop

e






−

Fo
Fop

2 Fop 





sin 1

Fop

. 

A (3.26) levezetése 

Exponenciális flash alaknál, mint (3.25)-nél, az idő tartományba 
transzformálandó függvény 

2 e
( )q L

q ( ) − e
( )2 q L

1 ( ) + s Fop 1
2  = 2 e

( )−q L

q ( ) − 1 e
( )−2 q L   

1

( ) + s Fop 1
2  . 

A fenti szorzat első tényezőjének inverz transzformáltja (3.20), ami már 
meghatározott. A második tényezőből adódó időfüggvény 

Fo e











−
Fo

Fo
p

Fop
. 

Végül, a konvolúciót felhasználva két lehetséges eredményt kapunk  

( )p Fo  = d

⌠

⌡


0

Fo

2










∑
 = n 0

∞

e









−

( ) + 2 n 1 2

4 u
( ) − Fo u e











−
− Fo u

Fo
p

Fop π u
u . 

illetve 

 ( )p Fo  = d

⌠

⌡


0

Fo

2










∑
 = n 0

∞

e









−

( ) + 2 n 1 2

4 ( ) − Fo u
Fo e











−
Fo

Fo
p

Fop π ( ) − Fo u
u  . 

Az integrálás és az összegzés sorrendjét felcserélve numerikus integrálással 
határozhatjuk meg a ( )p Fo  függvényt. 
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A (3.27) levezetése 

Az időtartományba transzformálandó függvény azonos az előbbi pont 
szerintivel, azaz 

 2 e
( )−q L

q ( ) − 1 e
( )−2 q L  

1

( ) + s Fop 1
2 . 

Az első tényező a (3.20) levezetésekor alkalmazott átalakítás szerint a 
következő alakú lesz 

 2










∑
 = n 1

∞ e
( )−( ) + 2 n 1 s

s
. 

Mivel a Fop <<1, ezért Fop = 0 körül a második tényezőt sorba fejthetjük, ennek 
eredménye: 

∑
 = m 0

∞

( )-1 m ( ) + m 1 sm Fopm . 

Ezekkel az átalakításokkal az időtartományba transzformálandó függvényre: 

2










∑
 = n 1

∞ e
( )−( )+ 2 n 1 s

s
 ∑

 = m 0

∞

( )-1 m ( ) + m 1 sm Fopm . 

 Két sor szorzatának kell meghatározni az inverz transzformáltját. Vegyük észre, hogy 
az első sor az s  nagy értékeinél konvergál gyorsan, a második sor pedig éppen 
ellenkezőleg az s  kis értékeinél. Továbbá a két sor alakja olyan, hogy az s  végtelenhez 
tartásakor is véges a szorzatuk. Az inverz transzformációval kapott függvényben a 
második sor hatása azt is eredményezi, hogy a Fo  szerinti konvergencia Fop  függő 
lesz. A minta hőfokváltozásának számítása szempontjából kedvező tulajdonsága a 
megoldásnak, hogy az egyre kisebb Fop  értékeknél egyre kisebb Fo -ra lesz gyorsan 
konvergáló az eredmény, éppen ahogy szükségünk van rá. Az első sor inverz 

transzformációja 
1

Fo π
 e









−

( ) + 2 n 1 2

4 Fo  alakú tagokhoz vezet, amelyek nagyon gyorsan 

tartanak nullához. Mivel a Fop  kicsi, a második sorban elegendő ha a négyzetes 
tagokat tartjuk meg.  
Az így "rövidített" sorok szorzataként kapjuk a következő eredményt: 

    
e

( )− s
( ) −  + 1 2 s Fop 3 s2 Fop2

s
 + 

e
( )−3 s

( ) −  + 1 2 s Fop 3 s2 Fop2

s
. 

Az első tag inverz transzformáltja: 
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1
π













 −  +  +  −  + 
2
Fo

Fop

Fo








5
2

2 Fop

Fo








3
2

3 Fop2

8 Fo








9
2

9 Fop2

2 Fo








7
2

9 Fop2

2 Fo








5
2

e






−

1 1
4 Fo

.

 

A  
2
Fo

 kiemelése után az alábbi eredményt kapjuk 

e






−

1
4 Fo 







 −  + 1

Fop ( ) − 1 2 Fo
2 Fo2

3 Fop2 ( ) −  + 1 12 Fo 12 Fo2

16 Fo4
.

 

 
A második tag inverz transzformáltja  

 

 

 

Megismételve 
2
Fo

 kiemelését, az eredmény 

. 

 
A minta hátoldalának hőfokváltozását végül így számíthatjuk: 

  ( )p Fo =  
2

Fo π
 {

e






−

1
4 Fo 







 −  + 1

Fop ( ) − 1 2 Fo
2 Fo2

3 Fop2 ( ) −  + 1 12 Fo 12 Fo2

16 Fo4

 + 

                                    

e






−

9
4 Fo 







 −  + 1

Fop ( ) − 9 2 Fo
2 Fo2

9 Fop2 ( ) −  + 27 36 Fo 4 Fo2

16 Fo4

 } 

 
 
A (3.45) levezetése 

A minta két oldalán azonosak a hőátadási tényezők, és pillanatszerű a gerjesztés. 
 = Bi

α L
λ   bevezetésével a peremfeltételeket így írhatjuk fel: 

 = ξ 0 :    = −  + 





∂

∂
ξ V Bi V ( )Dirac Fo , 

 = ξ 1 :                   =  + 





∂

∂
ξ V Bi V 0 . 

1
π

2
Fo π













 −  +  +  −  + 
2
Fo

9 Fop

Fo








5
2

2 Fop

Fo








3
2

243 Fop2

8 Fo








9
2

81 Fop2

2 Fo








7
2

9 Fop2

2 Fo








5
2

e






−

9 1
4 Fo

e






−

9
4 Fo 







 −  + 1

Fop ( ) − 9 2 Fo
2 Fo2

9 Fop2 ( ) −  + 27 36 Fo 4 Fo2

16 Fo4

2
Fo π
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Laplace transzformálás utáni alakjuk:  

 = ξ 0 :               = −  + 





∂

∂
ξ P Bi P 1 , 

 = ξ 1 :                 =  + 





∂

∂
ξ P Bi P 0 . 

Az általános megoldást behelyettesítve a peremfeltételi egyenletekbe 

 =  + q ( ) − C1 e
( )−0

C2 e0 Bi ( ) + C1 e
( )−0

C2 e0 1 , 

 = −  +  + q C1 e
( )−q

q C2 eq Bi ( ) + C1 e
( )−q

C2 eq 0 . 

Megoldva a C1  és a C2  együtthatókra  

 = C1
( )eq

2
( ) + q Bi

 − ( ) + Bi q 2 ( )eq
2

( ) − Bi q 2
 , 

 = C2
− Bi q

 − ( ) + Bi q 2 ( )eq
2

( ) − Bi q 2
 . 

A hátoldalon, = ξ 1  helyen a dimenziótlan hőmérséklet Laplace transzformáltja 

2 q eq

 − ( ) + Bi q 2 e
( )2 q

( ) − Bi q 2
 = 2 q e

( )−q

 − ( ) + Bi q 2 ( ) − Bi q 2 e
( )−2 q . 

Az időfüggvényt, mint előbb, a kifejtési tétel alapján számítom. 
A nevező zérus helyei (szingularitások) meghatározásához 

 =  − ( ) + q Bi 2 ( ) − q Bi 2 e
( )−q 2

0 . 

A  = q  + u I v  behelyettesítés után az egyenlet valós részére nyerjük, hogy 

u2 2 u Bi v2 Bi2 ( ) −  −  + u2 2 u Bi v2 Bi2 e
( )−2 u

( )cos 2 v +  −  +  − 

( ) − 2 u v 2 v Bi e
( )−2 u

( )sin 2 v −    =0.

 

és a képzetes részének alakja pedig 

2 u v 2 v Bi ( )−  + 2 u v 2 v Bi e
( )−2 u

( )cos 2 v +  + 

( )−  +  +  − u2 2 u Bi v2 Bi2 e
( )−2 u

( )sin 2 v −        =0.

 

A tiszta képzetes gyököket keressük, ezért = u 0 , így a valós rész 
−  +  + + v2 Bi2 ( )− v2 Bi2 ( )cos 2 v 2 v Bi ( )sin 2 v  = 0. 

A ( )sin 2 v  és a ( )cos 2 v  szögfüggvények azonosságai szerint átalakítva 
 = −  +  + + v2 Bi2 ( ) − v2 Bi2 ( )− 1 2 ( )sin v 2 4 v Bi ( )sin v ( )cos v 0 ,
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a második tag felbontásával nyerjük 
= + ( ) − v2 Bi2 ( )sin v 2 2 v Bi ( )sin v ( )cos v 0 , 

végül a ( )sin v ( )cos v  szorzattal való osztás utáni eredmény az lesz, hogy 

 =  + 2 





 − 

v
Bi

Bi
v ( )tan v 0 . 

A képzetes részen ugyanezen átalakításokat megismételve azt kapjuk, hogy: 
=  + − 2 v Bi 2 v Bi ( )cos 2 v ( )− v2 Bi2 ( )sin 2 v 0  

 =  + − 2 v Bi 2 v Bi ( )− 2 ( )cos v 2 1 ( )− v2 Bi2 2 ( )sin v ( )cos v 0  

= − 2 v Bi ( )cos v 2 ( )− v2 Bi2 ( )sin v ( )cos v 0  

 =  − 2 





 − 

v
Bi

Bi
v ( )tan v 0 . 

A két egyenlet zérus helyei, +/- cn  , azonosak, mivel = ( )tan x − ( )tan −x . Így a 
nevező zérus helyei tiszta képzetesek, azaz = sn I cn . 

Az idő tartományba visszatranszformálandó függvény számlálója 

 = ( )M s s e
( )− s

, 

a nevezője pedig 

 = ( )N s  − ( ) + s Bi 2 ( ) − s Bi 2 e
( )−2 s

. 

Az időfüggvény, a kifejtési tétel szerint 

 = ( )V Fo ∑
 = n 1

∞ ( )M sn e






s

n
2

Fo

∂
∂
s ( )N sn

. 

 = ∂
∂
s ( )N s  −  + 

 + s Bi
s

( ) − s Bi e
( )−2 s

s
( ) − s Bi 2 e

( )−2 s

s ,

 

továbbá, a nevező zérus helyeinél fennáll, hogy     = e
( )−2 s ( ) + s Bi 2

( ) − s Bi 2 , 

így 

 = ∂
∂
s ( )N s  −  + 

+ s Bi
s

( )+ s Bi 2

( ) − s Bi s
( )+ s Bi 2

s . 

Összevonás után 
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 = 
1

∂
∂
s ( )N s

−
( )− + s Bi s

( ) + s Bi ( )−  +  − 2 Bi s Bi2 . 

A szingularitások sorozata az előzőek szerint sn  =+/- I cn . Az ( )M s -be és 
előbbi eredménybe helyettesítésükkel az időfüggvény együtthatóira azt kapjuk, 
hogy 

 = Cn  + 
c2 e

( )−I c
( )−  + I c Bi

( ) + I c Bi ( )−  −  − 2 Bi c2 Bi2
c2 e

( )I c
( ) + I c Bi

( )−  + I c Bi ( )−  −  − 2 Bi c2 Bi2
, 

(Az összefüggésekben a rövidebb írásmód miatt az n indexet a c mellől elhagytam.) 
 
A komplex függvénytan számítási szabályait alkalmazva 

 = Cn
( ) + c4 c2 Bi2 ( ) + − 2 c2 ( )cos c 4 c Bi ( )sin c 2 Bi2 ( )cos c

( ) + c2 Bi2
2

( ) +  + 2 Bi c2 Bi2
, 

ami összevonások után 

 = Cn
2 c2 ( )+ − c2 ( )cos c 2 c Bi ( )sin c Bi2 ( )cos c

 +  +  +  + 2 Bi c2 2 Bi3 c4 2 c2 Bi2 Bi4  . 

Az inverz transzformáció eredményeként tehát az időfüggvény alakja: 

 = ( )V Fo ∑
 = n 1

∞ 2 cn
2

( ) +  − cn
2

( )cos cn 2 cn Bi ( )sin cn Bi2 ( )cos cn e






−c

n
2

Fo

 +  +  +  + 2 Bi cn
2

2 Bi3 cn
4

2 cn
2

Bi2 Bi4

.

 

 
A (3.83) meghatározása 

Az előlapon a hőveszteség mellett, az Sq  paraméterrel jellemzett, folyamatos, 
parazita hőáram is fellép, így a peremfeltételek alakja akövetkező lesz 

 = ξ 0 :      = −  + 





∂

∂
ξ V Bi V  + ( )Dirac Fo Sq ( )1 Fo , 

 = ξ 1 :                                    =  + 





∂

∂
ξ V Bi V 0 . 

Laplace transzformálás után pedig 

 = ξ 0 :               = −  + 





∂

∂
ξ P Bi P  + 1

Sq

s , 

 = ξ 1 :                         =  + 





∂

∂
ξ P Bi P 0 . 
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Az általános megoldást behelyettesítve a peremfeltételi egyenletekbe  

 =  + q ( ) − C1 e
( )−0

C2 e0 Bi ( ) + C1 e
( )−0

C2 e0  + 1
Sq

s , 

 = −  +  + q C1 e
( )−q

q C2 eq Bi ( ) + C1 e
( )−q

C2 eq 0 . 

Megoldva a C1  és a C2  együtthatókra  

 = C1

( ) +  +  + q s q Sq Bi Sq Bi s ( )eq
2

s ( ) −  +  − ( ) +  + q2 2 q Bi Bi2 ( )eq
2

q2 2 q Bi Bi2
, 

 = C2

+ − − q s q Sq Bi s Bi Sq

s ( ) −  +  − ( ) +  + q2 2 q Bi Bi2 ( )eq
2

q2 2 q Bi Bi2
. 

Ezzel, a  = ξ 1  helyen a dimenziótlan hőmérséklet Laplace transzformáltja 
2 eq q ( )+ s Sq

s ( ) +  +  −  +  − e
( )2 q

q2 2 e
( )2 q

q Bi e
( )2 q

Bi2 q2 2 q Bi Bi2
.

 

A számláló és a nevező, kétszeri, e
( )−q

-val való szorzása és összevonás után  

2 q








 + 1

Sq

s

 − ( ) + q Bi 2 eq ( ) − q Bi 2 e
( )−q

 = 









 + 1

Sq

s 2 q e
( )−q

 − ( ) + q Bi 2 ( ) − q Bi 2 e
( )−2 q

 . 

A szorzat tört alakú tényezője azonos a tisztán hőveszteség esetben kapott 
függvénnyel. Az időfüggvényt ezért úgy határozhatjuk meg, mint a 
hőveszteséges megoldás és annak Fo szerinti integráljának összege, azaz 

 = ( )V , ,Fo Sq Bi  + ( )V ,Fo Bi Sq d⌠
⌡0

Fo

( )V ,t Bi t . 

( )V ,Fo Bi  végtelen sor n-dik tagjának integrálásával azt kapjuk, hogy 

d
⌠

⌡


0

Fo

Cn e






−c

n
2

t

t  = −
Cn







 − e







−c

n
2

Fo

1

cn
2 .  

Amivel a ( )V , ,Fo Sq Bi  végtelen sor n-dik tagja pedig a következő lesz 

 = ( )Vn , ,Fo Sq Bi
Cn









 + ( ) − cn

2
Sq e







−c

n
2

t

Sq

cn
2 .  
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A végeredményt a (3.45) levezetésnél Cn -re kapott összefüggés 
behelyettesítésével nyerjük: 

 = ( )V Fo











∑
 = n 1

∞ 2 ( ) + ( ) − cn

2
Bi2 ( )cos cn 2 cn Bi ( )sin cn

 +  +  +  + 2 Bi cn
2

2 Bi3 cn
4

2 cn
2

Bi2 Bi4









 + ( ) − cn

2
Sq e







−c

n
2

Fo

Sq

.

 

 
A (3.89) levezetése 

Az alkalmazott jelöléseket a 3.12. ábrán követhetjük. A gerjesztett oldal a 
 = z −L1  helyen kezdődik. A két réteg a = z 0  helyen csatlakozik egymáshoz, és 

végül a második réteg a   = z L2  helyig tart, ahol a hőfokváltozást mérjük. 
A hővezetés Laplace transzformált differenciálegyenletének az egyes rétegekre 

vonatkozó, általános megoldását exponenciális formában így írhatjuk fel: 

 = ( )Pj ,z s  + C ,j 1 e












−

z s
a

j
C ,j 2 e













z s
a

j
. 

A rövidebb írhatóságért az együtthatók kéttős indexezése helyett a 
 = C ,1 1 C1 ,    = C ,1 2 C2 ,    = C ,2 1 C3 ,    = C ,2 2 C4  

jelelöléseket alkalmazom a levezetés során. 
A kétrétegű, adiabatikus  minta pillanatszerű gerjesztésekor érvényes 

megoldás előállításához a perem- és az ún. csatolási feltételek az általános 
megoldás behelyettesítése után a következő alakot veszik fel: 

 = z −L1 : (pillanatszerűen Q hőt közlünk) 

 = −λ1











−  + 
C1 q e













q L
1

a1

a1
C2 q e











−
q L

1
a1

a1
Q  . 

 = z 0  : (tökéletes kontaktust feltételezve) 
= + − − C1 e0 C2 e0 C3 e0 C4 e0 0 , 

 = −λ1 







−  + 

C1 q e0

a1
C2 q e0

a1
−λ2 







−  + 

C3 q e0

a2
C4 q e0

a2 . 

 = z L2  :(adiabatikus felszín) 

 = −λ2











−  + 
C3 q e











−
q L

2
a2

a2
C4 q e













q L
2

a2

a2
0  . 

Bevezetve a következő jelöléseket 
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 = X1
L1

a1
,   = X2

L2

a2
,   = b1 λ1 ρ1 c1 ,  = b2 λ2 ρ2 c2 ,    = B

b1
b2 ,    = Qb

Q
b1 , 

a peremfeltételi egyenletek sorrendben a következő alakot veszik fel: 

 = q ( ) − C1 e
( )q X1

C2 e
( )−q X1 Q

b1  = Qb ,  

= + − − C1 C2 C3 C4 0 , 
= B ( )− C1 C2 − C3 C4 , 

 =  − C3 e
( )−2 q X2

C4 0  . 

Az egyenletrendszer megoldásával a Ci együtthatókra kapott összefüggések 

 = C1
Qb ( ) + e

( )q X1
( ) − B 1 e

( )−2 q X2
e

( )q X1
( ) + B 1

N . 

 = C2
Qb ( ) + e

( )q X1
( ) + B 1 e

( )−2 q X2
e

( )q X1
( ) − B 1

N . 

 = C3
Qb 2 e

( )q X1
B

N , és  = C4
Qb 2 e

( )q X1
B e

( )−2 q X2

N . 

 = N ( )−  +  +  − ( ) + B 1 e
( )−2 q X2

( ) + B 1 e
( )2 q X1

( ) − B 1 e
( )− 2 q X1 2 q X2

( ) − B 1 q . 
 
A  = z L2  helyen, a ( )P2 ,z s  függvényre van szükség a hátoldali hőfokváltozás 

meghatározásához. A C3 és C4 konstansokat behelyettesítve, az eredmény 

 = ( )P2 ,L2 s
2 Qb ( ) + e

( )q X1
B e

( )−q X2
2 e

( )q X1
B e

( )−2 q X2
e

( )q X2

N ,

 

azaz 

 = ( )P2 ,L2 s
4 B Qb e

( )q X1
e

( )−q X2

N  . 

Szorozzuk meg e
( )2 q X2

 -vel a számlálót és a nevezőt is, az eredmény: 

 = ( )P2 ,L2 s
4 B Qb e

( )q X1
e

( )q X2

N e
( )2 q X2 . 

Fenti kifejezés nevezője a kijelölt művelet után 
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q e
( )−2 q ( )−  + X1 X2

e
( )2 q X1

B B e
( )−2 q ( )− + X1 X2

e
( )2 q X1

e
( )−2 q X2

B B e
( )−2 q X2

−  +  +  +  −  −  − (

1 + ) e
( )2 q X2

  

Jelölje az  = Y1 e
( )q X1

  és   = Y2 e
( )q X2

 , ezzel 
( )+ − − ( ) −  + Y12 1 ( )− Y12 1 Y22 B ( )+ Y12 1 Y22 1 Y12 q . 

A zárójeles tagok átalakításával, kapjuk 
( )+ ( ) − Y12 1 ( )+ Y22 1 B ( )+ Y12 1 ( )− Y22 1 q . 

A ( )P2 ,L2 s  fügvvény, a bevezetett, Y1 és Y2 jelölésekkel 

4 Qb B Y1 Y2

( ) + ( ) − Y12 1 ( ) + Y22 1 B ( ) + Y12 1 ( ) − Y22 1 q
 . 

A Y1Y2 szorzattal végiosztva nyerjük, hogy 
4 Qb B

q 





 + 






 − Y1

1
Y1







 + Y2

1
Y2 B 






 + Y1

1
Y1







 − Y2

1
Y2

 . 

Y1 és Y2 visszahelyettesítése után  
4 Qb B

q 









 + 









 − e
( )q X1 1

e
( )q X1











 + e
( )q X2 1

e
( )q X2 B 









 + e
( )q X1 1

e
( )q X1











 − e
( )q X2 1

e
( )q X2

.

 

Végül, a hiperbolikus függvények definícióját felhasználva, az eredmény 
Qb B

( ) + ( )sinh q X1 ( )cosh q X2 B ( )cosh q X1 ( )sinh q X2 q . 

(Fenti függvény nevezőjét jelöli a továbbiakban az ( )N s  kifejezés a q tényező nélkül.) 
Az időtartományba transzformáció kifejtési tétel szerinti elvégzéséhez, 

tekintsük először a nevező zérushelyeit.  
Legyen  = q  + u I v , ahol u és a v valósak, így 

+ ( )sinh ( ) + u I v X1 ( )cosh ( ) + u I v X2 B ( )cosh ( )+ u I v X1 ( )sinh ( ) + u I v X2 .
 

A valós és a képzetes részt számítva, a valós rész 
( )sinh X1 u ( )cos X1 v ( )cosh X2 u ( )cos X2 v(

( )cosh X1 u ( )sin X1 v ( )sinh X2 u ( )sin X2 v − ) B
( )cosh X1 u ( )cos X1 v ( )sinh X2 u ( )cos X2 v + 
( )sinh X1 u ( )sin X1 v ( )cosh X2 u ( )sin X2 v − ,

 

és a képzetes rész 
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( )cosh X1 u ( )sin X1 v ( )cosh X2 u ( )cos X2 v(
( )sinh X1 u ( )cos X1 v ( )sinh X2 u ( )sin X2 v + ) B
( )sinh X1 u ( )sin X1 v ( )sinh X2 u ( )cos X2 v + 
( )cosh X1 u ( )cos X1 v ( )cosh X2 u ( )sin X2 v + ,

 

A valós rész az  = u 0  helyettesítéssel eltűnik, a képzetés részből pedig az alábbi 
egyenlet marad 

= + ( )sin X1 v ( )cos X2 v B ( )cos X1 v ( )sin X2 v 0 , 

vagyis  
= + B ( )tan v X1 ( )tan X2 v 0 , 

ahonnan a  = β X2 v  bevezetésével nyerjük 

 =  + B 





tan

X1 β
X2 ( )tan β 0 . 

A szingularitások sorozata tehát a fenti egyenletek gyökei alapján 
számítandók, és tiszta képzetes gyökök, amelyekre sn  = +/- I vn . 

Az időfüggvény együtthatói, egyszeres gyököknél, a kifejtési tétel szerint 

 = Cn
1

∂
∂
s ( )N  = s sn

 . 

 = q s  visszahelyettesítés, differenciálás után 
( )cosh s X1 X1 ( )cosh s X2 B

2 s
( )sinh s X1 ( )sinh s X2 X2 B

2 s
 + 

( )sinh s X1 X1 ( )sinh s X2
2 s

( )cosh s X1 ( )cosh s X2 X2
2 s

 +  + 
,

 

 = sn −vn
2   helyettesítéssel 

−vn
2 ( )cosh −vn

2
X1 X1 ( )cosh −vn

2
X2 B

2 −vn
2







( )sinh −vn
2

X1 ( )sinh −vn
2

X2 X2 B

2 −vn
2

( )sinh −vn
2

X1 X1 ( )sinh −vn
2

X2

2 −vn
2

 +  + 

( )cosh −vn
2

X1 ( )cosh −vn
2

X2 X2

2 −vn
2

 + 





.

 

A kijelölt műveleteket elvégezve és összevonások után 
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 = −λ1 





∂

∂
x ( )laplace , ,( )T1 ,x t t s  − Q α1 ( )laplace , ,( )T1 ,−L1 t t s

vn

( )cos vn X1 X1 ( )cos vn X2 B
vn

( )sin vn X1 ( )sin vn X2 X2 B
vn

−  + 





( )sin vn X1 X1 ( )sin vn X2
vn

( )cos vn X1 ( )cos vn X2 X2
vn

 +  − 





,

 

ahonnan  

 = Cn

2 B Qb

 − ( ) + X1 B X2 ( )cos vn X1 ( )cos vn X2 ( ) − X2 B X1 ( )sin vn X2 ( )sin vn X1
.

  

A  = v 0  hely is singularitás, így 

 = C0 ( )lim ,Cn = vn 0  = 
B Qb

 + X1 B X2 . 

Ezzel, a teljes időfüggvény  

 = ( )V2 Fo  + C0











∑
 = n 1

∞

Cn e






−v

n
2

t
. 

 
A (3.94) levezetése 

A jelöléseket ismét a 3.12. ábrán követhetjük. A gerjesztett oldal a = z −L1  
helyen kezdődik. A két réteg = z 0  helyen csatlakozik egymáshoz, és végül a 
második réteg a  = z L2  helyig tart. 
A hővezetés Laplace transzformált differenciálegyenletének az egyes rétegekre 

vonatkozó, általános megoldását, most célszerűbb hiperbolikus függvények 
kombinációjaként felírni 

 = ( )Pj ,z s  + C ,j 1










sinh
z s

aj

C ,j 2










cosh
z s

aj

. 

A rövidebb írhatóságért az együtthatók kéttős indexezése helyett a 
 = C ,1 1 C1 ,    = C ,1 2 C2 ,    = C ,2 1 C3 ,    = C ,2 2 C4  

jelöléseket alkalmazom a levezetés során. 
A peremfeltételek és az ún. csatolási feltételek: 
 = z −L1  : 

 = −λ1 





∂

∂
x ( )T1 ,x t  − Q ( )Dirac t α1 ( )T1 ,−L1 t , 

Laplace transzformálva 
 

−
1
2
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behelyettesítve 

−  + 
C1 






cosh

q L1
a1

q

a1

C2 





sinh

q L1
a1

q

a1
 = 

 − 
Q
λ1

α1 





−  + C1 






sinh

q L1
a1

C2 





cosh

q L1
a1

λ1

. 

A hátoldali peremfeltételi egyenlet és tökéletes érintkezést feltételezve a 
csatolási egyenletek Laplace transzformáció és az általános megoldás 
behelyettesítése után a következők lesznek: 

 = z 0  : 
=  + − − C1 ( )sinh 0 C2 ( )cosh 0 C3 ( )sinh 0 C4 ( )cosh 0 0 , 

= − C2 C4 0 . 

 = −λ1 





 + 

C1 ( )cosh 0 q
a1

C2 ( )sinh 0 q
a1

−λ2 





 + 

C3 ( )cosh 0 q
a2

C4 ( )sinh 0 q
a2 ,

 

 = 
λ1 C1

a1
λ2 C3

a2
. 

 = z L2  : 

 = −  − 
C3 






cosh

q L2
a2

q

a2

C4 





sinh

q L2
a2

q

a2

α2 





 + C3 






sinh

q L2
a2

C4 





cosh

q L2
a2

λ2 .

 

Vezessük be a következő jelöléseket  

 = X1
L1

a1
,  = X2

L2

a2
,  = b1 λ1 ρ1 c1 , = b2 λ2 ρ2 c2 ,  = B

b1
b2 ,  = h1

α1
b1  ,  = h2

α2
b2 , 

 = Ch1 ( )cosh q X1 ,   = Sh1 ( )sinh q X1 ,  = Ch2 ( )cosh q X2 ,  = Sh2 ( )sinh q X2 . 

A peremfeltételi egyenletek sorrendben a következő alakot öltik: 
= −  + C1 Ch1 q C2 Sh1 q − Qb h1 ( )− + C1 Sh1 C2 Ch1 ,  

= − C2 C4 0 , 
= B C1 C3 , 

= −  − C3 Ch2 q C4 Sh2 q h2 ( )+ C3 Sh2 C4 Ch2 . 

Az egyenletrendszer megoldásával a Ci együtthatókra kapott összefüggések: 

 = C1 −
Qb ( )+ Sh2 q h2 Ch2

N , 
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 = C2
Qb B ( )+ Ch2 q h2 Sh2

N , 

 = C3 −
B Qb ( )+ Sh2 q h2 Ch2

N , 

 = C4
Qb B ( )+ Ch2 q h2 Sh2

N , 

N ( )+ ( ) + h1 h2 q2 B Sh1 ( )+ q h2 h1 B q Ch1 Ch2= 
( ) + ( ) + h1 q q B h2 Sh1 ( ) + q2 h1 B h2 Ch1 Sh2 + .

 

Az összetett N nevezőt négy tag összegére bontom, a könnyebb kezelhetőség 
érdekében 

 = N1 ( )+ h1 h2 q2 B ( )cosh X2 q ( )sinh X1 q . 
 = N2 ( )+ q h2 h1 B q ( )cosh X2 q ( )cosh X1 q . 
 = N3 ( )+ h1 q q B h2 ( )sinh X1 q ( )sinh X2 q . 

 = N4 ( ) + q2 h1 B h2 ( )cosh X1 q ( )sinh X2 q . 

A  = z L2  helyen, a ( )P2 ,z s  függvényre van szükség a hátoldali hőfokváltozás 
meghatározásához. A C3 és C4 konstansokat behelyettesítve, az eredmény 

 = ( )P2 ,L2 s
Qb B

N  

⋅[ −  −  +  + 





sinh

q L2
a2

Sh2 q 





sinh

q L2
a2

h2 Ch2 





cosh

q L2
a2

Ch2 q 





cosh

q L2
a2

h2 Sh2 ]. 

A műveleteket elvégezve 

 = ( )P2 ,L2 s −
Qb B q ( )− Sh22 Ch22

N  , 

mivel a ( − ( )sinh x 2 ( )cosh x 2 ) =1, így  

 = ( )P2 ,L2 s
Qb B q

N  . 

Az időtartományba transzformáláshoz, tekintsük először a nevező zérushelyeit. 
Ismét, csak a s  =  = q I v  tiszta képzetes gyökeit keressük a nevezőnek.  

 = N1 I ( )− h1 h2 B v2 ( )cos X2 v ( )sin X1 v  
 = N2 I ( )+ v h2 h1 B v ( )cos X2 v ( )cos X1 v  
 = N3 I ( )− − h1 v v B h2 ( )sin X1 v ( )sin X2 v  

 = N4 I ( )−  + v2 h1 B h2 ( )cos X1 v ( )sin X2 v  
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A vn  gyököknek a  

 = 0 ( ) − h1 h2 B v2 ( )cos X2 v ( )sin X1 v + ( )+ v h2 h1 B v ( )cos X2 v ( )cos X1 v + 
( )−  − h1 v v B h2 ( )sin X1 v ( )sin X2 v + ( )− + v2 h1 B h2 ( )cos X1 v ( )sin X2 v  

egyenletet kell kielégítenie. 
Az időfüggvény együtthatói 

 = Cn
1

∂
∂
s ( )N  = s sn

 . 

A  = q s  helyettesítés, differenciálás és az  = sn −vn
2  helyettesítés eredménye, 

N1c ( )−  + X1 h1 h2 B X1 v2 ( )cos X2 v ( )cos X1 v 2 B ( )cos X2 v ( )sin X1 v v+  = 

( ) − X2 h1 h2 X2 v2 B ( )sin X2 v ( )sin X1 v + 

 

N2c ( ) + v X2 h1 B v X2 h2 ( )cos X1 v ( )sin X2 v = 

( ) + v X1 h2 v X1 h1 B ( )cos X2 v ( )sin X1 v ( )−  − h1 B h2 ( )cos X2 v ( )cos X1 v +  + 

 

N3c ( ) + ( ) + h1 B h2 ( )sin X1 v ( )+ h1 v X1 B h2 v X1 ( )cos X1 v ( )sin X2 v = 

( ) + h1 v X2 B h2 v X2 ( )cos X2 v ( )sin X1 v + 

 

N4c ( )+ ( )−  + X1 v2 X1 h1 B h2 ( )sin X1 v 2 ( )cos X1 v v ( )sin X2 v = 

( ) − X2 v2 X2 h1 B h2 ( )cos X2 v ( )cos X1 v + 

 

(A rövidítés miatt v indexét elhagytam.) 
Végül, a Cn  együtthatók így számítandók 

 = Cn
1

 +  +  + N1c N2c N3c N4c
 . 

A  = v 0  hely is singularitás, így 
= C0 ( )lim ,Cn = vn 0  = 0 . 

Tehát a teljes időfüggvény  

 = ( )V2 t 2 Qb B










∑
 = n 1

∞

Cn e






−v

n
2

t
. 

A  = βn X2 vn  bevezetésével valamivel összevontabb alakra hozható a ( )V2 t , és 
így szerepel a (3.95) jelű összefüggésnél is.  
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A (3.102) levezetése 

Egy L1  vastagságú réteg csatlakozik egy fél-végtelen tartományhoz. Az 1 jelű 
réteg szabad felszínén elsőfajú peremfeltétel szerint a hőmérséklet ugrás-
szerűen változik  = To 0  -ról Tw -re. A hőmérséklet kezdetben mindenütt azonos, 
mint már szerepelt, az általánosság megszorítása nélkül nullának tekinthetjük. 
A hővezetés Laplace transzformált differenciálegyenletének általános 

megoldása exponenciális alakban 

 = ( )LT1 x  + C1 e
( )−q z

C2 e
( )q z

, 

 = ( )LT2 x C3 e
( )−A q z

 , 

ahol   = q
s

a1   és  = A
a1
a2  . 

A hőmérsékletugrásra vonatkozó peremfeltétel és a tökéletes érintkezést 
kifejező csatolási egyenletek Laplace transzformált alakjai a következők 
lesznek: 
z=-L1 helyen: 

 =  + C1 e
( )q L1

C2 e
( )−q L1 Tw

s . 

z=0 helyen: 
 = + C1 C2 C3 , 

 = −λ1 ( )−  + C1 q e0 C2 q e0 −λ2 C3 A q e0  , 

azaz 
= B ( )− C1 C2 C3  . 

A 2 jelű tartomány fél-végtelen, így T2  -ben pozitív kitevőjű exponenciális 
kifejezés nincs.  Az egyenletrendszert megoldva, kapjuk 

 = C1

Tw e
( )q L1

( ) + B 1

s ( ) +  − ( ) + B 1 e
( )2 q L1

B 1
 , 

 = C2

Tw e
( )q L1

( ) − B 1

s ( ) +  − ( ) + B 1 e
( )2 q L1

B 1
, 

 = C3

2 Tw e
( )q L1

B

s ( ) +  − ( ) + B 1 e
( )2 q L1

B 1
. 
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Vezessük be a  = h
 − 1 B
 + 1 B  jelölést, és valamennyi együtthatóban, a számlálót és a 

nevezőt is szorozzuk meg e
( )−2 q L1

-vel, az eredmények  

 = C1

Tw e
( )−q L1

s ( ) − 1 h e
( )−2 q L1  , 

 = C2 −
Tw h e

( )−q L1

s ( ) − 1 h e
( )−2 q L1  , 

 = C3

Tw B 2 e
( )−q L1

( ) + B 1 s ( ) − 1 h e
( )−2 q L1  . 

Behelyettesítve az együtthatókat: 

( )LT1 x  = Tw
 − e

( )−q L1
e

( )−q x
h e

( )−q L1
e

( )q x

s ( ) − 1 h e
( )−2 q L1  ,   

 = ( )LT2 x
Tw B 2 e

( )−q L1
e

( )−q A x

( ) + B 1 s ( ) − 1 h e
( )−2 q L1  . 

A számlálót és a nevezőt is megszorozva 







L1
a1

2

 tényezővel a transzformált s 

változó helyett a  = p 







L1
a1

2

s  = X12 s  vezethető be, így  = q
s

a1 L1  = p . 

Valamint legyen  = z ξ L1 . (Az s-ről p-re transzformáció az időtartományban a t-
ről  = Fo

a1 t
L12

-ra transzformálást jelent.) 

Elvégezve a behelyettesítéseket, az eredmények 

    = ( )LT1 ξ
Tw X12 ( ) − e

( )− p
e

( )− p ξ
h e

( )− p
e

( )p ξ

p ( ) − 1 h e
( )−2 p

 , 

 = ( )LT2 ξ
X12 Tw B 2 e

( )− p
e

( )− p A ξ

( ) + B 1 p ( ) − 1 h e
( )−2 p

 . 

A kis Fo szám tartományban konvergens megoldást keresve, mint korábban, 
ekkor p a végtelenhez tart, e

( )−2 p
 nyilván eltűnik, így a nevezőben  = h e

( )−2 p
Z  

helyettesítéssel, a Z=0 körüli sorba fejtés alkalmazható. 
Az időtartományba transzformálandó függvények alakja az előbbiek 

felhasználásával 
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 = ( )LT1 ξ
Tw X12 ( ) − e

( )− p
e

( )− p ξ
h e

( )− p
e

( )p ξ 







∑

 = n 0

∞

hn e
( )−2 n p

p

 . 

Amiből összevonás után azt kapjuk, hogy 

 = ( )LT1 ξ Tw X12










∑
 = n 0

∞ hn ( ) − e
( )− p ( )+ + 2 n 1 ξ

h e
( )− p ( )+  − 2 n 1 ξ

p

 . 

Az 2 jelű közegre vonatkozó függvénnyel megismételve az előbbieket kapjuk, hogy 

 = ( )LT2 ξ
X12 Tw B 2 e

( )− p
e

( )− p A ξ 







∑

 = n 0

∞

hn e
( )−2 n p

( ) + B 1 p

 , 

 = ( )LT2 ξ
X12 Tw B 2











∑
 = n 0

∞ hn e
( )− p ( )+ + 2 n 1 A ξ

p
 + B 1  . 

Az inverz transzformációt tagonként végezhetjük el, pl.  [32], 258. oldal 5.89 
képlete szerint 

        
L

( )-1
e

( )a p

p      =       





erfc

a
2 t

. 

 A levezetésnél az X12  tényezővel bővítettük a számlálót. Mivel egy c 
állandóval való szorzásnál a Laplace transzformált kép és időfüggvény 
kapcsolata szerint   = L

( )-1
( )F c p

( )f t
c , így a = p X12 s  helyettesítés következtében 

a kapott időfüggvényt X12 -tel osztanunk kell. Előbbiek következtében az X12  
tényezővel egyszerűsíthetünk.   
Az inverz transzformáció eredménye szerint az időfüggvények: 

 = ( )T1 ξ Tw









∑

 = n 0

∞

hn 





 − 






erfc

 +  + 2 n 1 ξ
2 Fo

h 





erfc

 +  − 2 n 1 ξ
2 Fo

 , 

 = ( )T2 ξ
2 Tw B









∑

 = n 0

∞

hn 





erfc

 +  + 2 n 1 A ξ
2 Fo

 + B 1  . 
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A (3.103) levezetése 

Az L1  vastagságú réteg csatlakozik egy félvégtelen tartományhoz. Az 1 jelű 
réteg szabad felszínét pillanatszerűen, véges Q hő gerjeszti. A hőmérséklet 
kezdetben mindenütt azonos és nullának tekintjük. 
A hővezetés Laplace transzformált differenciálegyenletének általános 

megoldását  írjuk fel exponenciális alakban 

 = ( )LT1 z  + C1 e






−

q z
a1

C2 e








q z
a1

, 

 = ( )LT2 z C3 e






−

q z
a2

 , 

ahol   = q s . 
A peremfeltételek Laplace transzformált alakjait a következő formában írhatjuk fel. 
z= -L1 helyen a pillanatszerű hőközlést kifejező egyenlet : 

 = −
λ1









−  + q C1 e









q L1
a1

q C2 e






−

q L1
a1

a1
Q . 

 =  − C1 e








q L1
a1

C2 e








q L1
a1 Qb

q  = Qb .
 

z=0 helyen a tökéletes érintkezés csatolási egyenletei: 
 = + C1 C2 C3 , 

 = 
−λ1 ( )− + C1 q e0 C2 q e0

a1
−

λ2 C3 q e0

a2
 , 

azaz 

 = 
a2 λ1 ( )− C1 C2

λ2 a1
C3 , 

= B ( )− C1 C2 C3 . 

ahol    = Qb
Q
b1  ,  = B

a2 λ1
λ2 a1

 = 
b1
b2   és legyen  = X1

L1
a1

 (ahogy már szerepeltek). 

A 2 jelű tartomány fél-végtelen, így T2  -ben pozitív kitevőjű exponenciális 
kifejezés nincs. Az egyenletrendszert megoldva, kapjuk 

 = C1
Qb e

( )q X1
( ) + B 1

q ( ) −  + ( ) + B 1 ( )e
( )q X1

2

B 1
 , 
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 = C2 −
e

( )q X1
Qb ( ) − 1 B

q ( ) −  + ( ) + B 1 ( )e
( )q X1

2

B 1
, 

 = C3
2 Qb e

( )q X1
B

q ( ) −  + ( ) + B 1 ( )e
( )q X1

2

B 1
. 

Vezessük be a  = h
 − 1 B
 + B 1  jelölést, és valamennyi együtthatóban a számlálót és a 

nevezőt is szorozzuk meg e
( )−2 q X1

-vel. Az eredmények a Qb  együtthatót 
elhagyva 

 = C1
e

( )−q X1

q ( ) + h e
( )−2 q X1

1
 , 

 = C2 −
h e

( )−q X1

q ( ) + h e
( )−2 q X1

1
 , 

 = C3
2 B e

( )−q X1

( ) + B 1 q ( ) + h e
( )−2 q X1

1
 . 

 

Az időtartományba transzformálandó függvények alakja tehát 

 ( )LT1 x  = e
( )−q X1

e






−

q z
a1

q ( ) + 1 h e
( )−2 q X1   −

h e
( )−q X1

e








q z
a1

q ( ) + 1 h e
( )−2 q X1   . 

( )LT2 x = 2 B e
( )−q X1

e






−

q z
a2

( ) + B 1 q ( ) + 1 h e
( )−2 q X1  . 

A számlálót és nevezőt is megszorozva 







L1
a1

2

 tényezővel, így az s 

transzformációs változó  helyett a    = p 







L1
a1

2

s   =  X12 s    vezethető  be, amivel 

 = q
s

a1 L1   = p . Legyen továbbá = z ξ L1 . (Az s-ről p-re transzformáció az 

időtartományban a t-ről  = Fo
a1 t
L12

-ra transzformálást jelent.) 

A kis Fo szám tartományban konvergens megoldást keressük, mint korábban. A 
határérték tételek következtében ekkor q a végtelenhez tart, e

( )−q
 nyilván 
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eltűnik. A nevezőben  = h e
( )−2 q X1

Z  helyettesítéssel a Z=0 körüli sorba fejtést 
alkalmazhatjuk. Mivel a nevező + 1 Z2  alakú, a sorba fejtés váltakozó előjelű 
tagokat eredményez. 

 = ( )LT1 ξ Tw X12










∑
 = n 0

∞ ( )−h n ( ) − e
( )− p ( )+ + 2 n 1 ξ

h e
( )− p ( )+  − 2 n 1 ξ

p

  

 = ( )LT2 ξ
2 X12 Tw B











∑
 = n 0

∞ ( )−h n e
( )− p ( )+ + 2 n 1 A ξ

p
 + B 1   

Az inverz transzformációt tagonként elvégezhetjük, pl. a [32], 258.oldal  5.87 
képlet alapján. (ld. 3.20 levezetésénél) Aminek felhasználásával eredményül 
kapjuk, hogy 

 = ( )T1 ,ξ Fo
Qb











∑
 = n 0

∞

( )−h n








 − e









−

1 ( ) +  + 2 n 1 ξ 2

4 Fo
h e









−

1 ( ) +  − 2 n 1 ξ 2

4 Fo

π Fo ,

 

Megismételve az előbbieket, kapjuk 

 = ( )T2 ,ξ Fo
Qb











∑
 = n 0

∞

( )−h n e









−

1 ( ) +  + 2 n 1 A ξ 2

4 Fo

π Fo
 . 
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F3 Függelék 

Elektromágneses hullámok terjedése sűrű  közegben 
A termikus gerjesztésre alkalmazott villanócsövek és lézerek sugárzá-

sának hullámhossz tartományában a szilárd anyagok a fény számára – a 
gyakorlatban többnyire előforduló vastagságok esetén – áthatolhatatla-
nok. A következőkben azt vizsgálom meg, hogy mekkora az a mélység 
ameddig a szilárd anyagokba az elektromágneses sugárzás behatol. 
A szükséges összefüggéseket FEYNMAN: Mai fizika [44] alapján írom fel. 
Az elektromágneses hullámok terjedését a MAXWELL egyenletek írják le. 
A műszaki gyakorlat anyagait általánosan a dielektrikumok vagy a 
fémek csoportjába sorolhatjuk, és ennek megfelelően oldhatjuk meg a 
MAXWELL egyenleteket a kétféle tulajdonságú „sűrű” anyagokra. 
Feltételezhető, hogy a dielektromos anyagban az atomokhoz kötött 
töltéseken kívül más egyéb töltés nincs. Ilyenkor a ρ töltéssűrűség a P 
polarizáció gradiensének –1-szerese, azaz ρ = −∇P   és a J áramsűrűség 
pedig a polarizáció időegységenkénti megváltozása, azaz t= ∂ ∂J P , így a 
MAXWELL egyenletek dielektrikumra: 

a. 
0ε

∇∇ = − PE  

b. 2

0

c
t ε
 ∂∇ × = + ∂  

PB E     (1) 

c. 
t

∂∇ × = −
∂
BE  

d. 0∇ =B  
ahol: 

E a térerősség, P a polarizáció, B az induktivitás, ε0 a vákuum 
dielektromos állandója, c a terjedési sebesség vákuumban. 

(FEYNMAN az elektromos eltolásvektort és a mágneses térerősséget nem 
alkalmazza a MAXWELL egyenletek felírásakor, így azok csak alapvető 
térmennyiségeket tartalmaznak.)  
Az (1c) egyenlet mindkét oldalának rotációját véve, majd kihasználva, 
hogy ( ) ( ) 2∇ × ∇ × = ∇ ∇ − ∇Ε E E , továbbá az (1b) egyenletből kifejezett ∇×B-
t és az (1a) egyenletből a ∇E-t felhasználva kapjuk az E erőteret és a P 
polarizációt tartalmazó egyenletet: 

( )
2 2

2
2 2 2 2

0 0

1 1 1
c t c tε ε

∂ ∂∇ − = − ∇ ∇ +
∂ ∂

E PE P    (2)  

A (2) egyenlet nem a szokásos hullámegyenlet. Mivel a polarizáció az 
elektromos térerősség függvénye, (2)-nek lehetnek hullámmegoldásai.  
Izotróp dielektrikumokra korlátozódva olyan megoldást keresünk, amely 
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egy adott irányba – a z irányba – haladó hullámot ír le, és csak egy 
irányban – az x irányban – polarizált, azaz a térerősségnek egy nullától 
különböző komponense van, azaz 

( ) ( )i
0 e t kz

xE z E ω −=
i

0 e
k t z

kE
ω − 
 = ,    (3) 

ahol: i a képzetes egység, ω a hullám körfrekvenciája és k a hullámszám.  
A (3) szerinti hullám fázissebessége: fw kω= , a törésmutató definíciója 
szerint fn c w= ezzel kapjuk, hogy 

( )
i

0 e
nt z
c

xE z E
ω − 
 =      (4) 

Az n törésmutató meghatározásához tehát először meghatározandó a k 
hullámszám értéke úgy, hogy (3) a (2) egyenlet megoldása legyen, majd 
pedig ( )n k c ω= ⋅ . Feltételezve, hogy P arányosnak vehető (szinuszos 
terekre) E-vel, azaz: 0x XP N Eε α= . Px-et (2) egyenletbe helyettesítve a 
hullámszámra a következő eredmény adódik: 

( )
2

2 1k N
c
ω α = + 
 

.    (5) 

Mindez a törésmutatóra az 2 1n Nα= +  összefüggést eredményezi, ahol α 

az atomi polarizáltság: 2 2
0

1e

e

q
m i

α
ω δω ω

= ⋅
− + +

, továbbá me az elektron 

tömege, qe az elektron töltése, δ a csillapítási tényező, N a térfogat-
egységben lévő töltések száma és ω0 az atomban megkötött elektron 
rezonancia körfrekvenciája. 
Sűrű anyagokra (5) nem érvényes, mert a polarizáció és a térerősség 
közötti kapcsolatban az egymáshoz közel álló atomok által keltett teret is 

figyelembe kell venni, így 0

1
3

N
N
α εα= ⋅

−
P E , amivel a törésmutatóra a 

CLAUSIUS-MOSOTTI egyenletet kapjuk eredményül: 
2

2

13
2

n N
n

α− =
+

.     (6) 

Továbbá, az erős kölcsönhatás az atomi oszcillációk saját frekvenciáit 
megváltoztatja, általában erősen csillapítja. Az atomi polarizáltságot – 
közelítőleg – az egyes rezgési módra vonatkozó polarizáltság összegeként 
így számíthatjuk: 

( )
2

2 2
0

e i

ie i i

q F
m i

=
− + +∑α ω

ε ω ωδ ω
.    (7) 
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Fentieket figyelembe véve, a sűrű anyagokra vonatkozó törésmutatót 
végül a következő összefüggéssel számíthatjuk jó közelítéssel: 

( )
2 2

2 2 2
0

13
2

e i

ie i i

n Nq FN
n m i

− = =
+ − + +∑α ω

ε ω ωδ ω
.   (8) 

Az α(ω) pontos kiszámítása sűrű anyagok esetén bonyolult kvantum-
mechanikai feladat, ezt csak néhány egyszerű felépítésű anyagra 
végezték el. (A spektrális törésmutató mérésével a polarizáltságot 
kísérleti úton meghatározhatjuk.)  
Az elektromágneses hullámok terjedését fémekben az előbbiek módosí-
tásával tudjuk leírni. A fémekben az elektronok bizonyos mennyiségére 
nem hat őket atomokhoz kötő erő, ezek az ún. szabad elektronok, összes-
ségüket szokás elektrongáznak is nevezni. 
A dielektrikumokra kapott eredményt a kötött elektronokra közvetlenül 
alkalmazni lehet, de ezek hatását a szabad elektronok erősen elnyomják, 
így közelítő összefüggés felállításához elegendő csak ez utóbbi 
töltéshordozókkal foglalkozni. A szabad elektronok a tér bármely irá-
nyába elmozdulhatnak, a rájuk ható erőtér éppen az átlagos térerősség, 
aminek következtében a (5) egyenletet követő második sorban szereplő 
atomi polarizáltság összefüggésben az 0 0ω =  helyettesítéssel élhetünk, és 
a szabad elektrongáz okozta törésmutatót így számíthatjuk: 

2
2

0

11 e

e

Nqn
m iε ω δω

= + ⋅
− +

.    (9) 

A σ fajlagos vezetőképesség és a szabad elektronok kristályban való 
diffúziója kapcsolata alapján a (9) egyenletet az alábbi alakra hozhatjuk: 

( )
2

0

1
1

n
i i

= +
+
σ

ω τω ε
,    (10) 

ahol 2
e

e

m
Nq

στ = (elektron diffúzió során az ütközések közötti átlagos idő).  

A (8) illetve (10) egyenlettel definiált törésmutató egy komplex szám. 
Ennek valós része – nv – egy vc n sebességgel haladó hullámot, a képzetes 
része – nk – pedig az amplitúdó exponenciális csökkenését írja le. A 
továbbiakban csak ez utóbbival, az amplitúdó csökkenéssel, 
azaz a hullámok elnyelődésével foglalkozom. 
Legyen ( ) ( ) ( )v kn n i nω ω ω= − ⋅ . A z irányba terjedő hullám amplitúdója: 

( )
kn

0 e
z

c
EA z E

ω−
= . Mivel az intenzitás az amplitúdó négyzetével arányos, a 

2 kn cω együtthatót ezért spektrális abszorpciós tényezőnek szokás 
nevezni. Átlátszatlannak fog tűnni az anyag, ha a ( )kc nω  hosszúság 
dimenziójú mennyiség sokkal rövidebb, mint az alkalmazott 
anyagvastagság. Azt a távolságot, ahol a sugárzás amplitúdója 
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1e− =1/2.72=0.37 tényezővel csökken, behatolási mélységnek nevezzük. 
Ekkor az amplitúdó a gerjesztés amplitúdójának az ~1/3 része, az 
intenzitása pedig az ~1/9 része. Néhány anyagra különböző 
hullámhosszúság esetén az F3-1. Táblázat mutatja a behatolási mélység 
értékeit. Érdemes megjegyezni, hogy fémekre, ha az 1ωτ <<  és 0 1ωε σ <<  

fennáll, a törésmutató komplex részére azt kapjuk, hogy 
02kn σ

ωε
≈ . 

Ez azt jelenti, hogy minél jobb villamosan vezető az anyag, annál kisebb 
lesz a behatolási mélység. 
 
Behatolási mélységek nanométerben (⋅10-9m) F3-1. Táblázat 
Hullámhossz: 400 nm 700nm 
E(x)/E0: e-1 5% 1% e-1 5% 1% 
Réz 
Alumínium 
Vas 

19 
   22.6 

25 

57 
   67.8 

75 

     87.5
104 
115 

18.5 
21.7 
31 

55.5 
65.1 
93 

85.1 
100 

142.6 
 
A táblázat adatai szerint a látható fény tartományába eső 
elektromágneses sugárzást alkalmazva termikus gerjesztésre, a 
behatolási mélységek a flash mérésben alkalmazott mintavastagságoknál 
több nagyságrenddel kisebbek, ezért a felszíni abszorpció feltételezésével 
éltem, amikor a gerjesztő energia mintába hatolását modelleztem. 
Érdemes megjegyezni, hogy nagyon vékony minták esetében, amikor a 
gerjesztés hossza néhányszor 10-9 sec, a kezdeti hőmérséklet-eloszlást az 

intenzitás alapján így írhatjuk fel: ( ) 0

21 e
kn z

cT z E
c

ω

ρ
−

= . Ennek kísérleti 

igazolását megtaláljuk LEUNG és TAM [46] cikkében. 
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F4 Függelék  

Alkalmazott jelölések és rövidítések  
A jelölések listája a többször előforduló jelöléseket tartalmazza. Ezek a 
jelölések az első előfordulásuk helyén is megmagyarázottak. 
A csak egyszer alkalmazott jelölések az előfordulásuknál definiáltak. 

Latin betűk 
Jel Mértékegység Jelentés 
1(t)  egységugrás függvény 
a m2/s hőmérsékletvezetési tényező   
A  a a1 2  

A(Fo)  érzékenység függvény 
Am  sajátfüggvény m-dik együtthatója 

Amp K segéd paraméter hőveszteségnél 
Amp*  Ampmért/Amp 

Ampmért K mért, maximális jelnagyság hő eszteség mellett 
A/D  analóg-digitális átalakítás 

b J/(m2⋅K⋅s05 ) hőelnyelési tényező,    
b s-1 háromszög gerjesztés alakparamétere 
b K-1 hővezetési tényező hőmérséklet együtthatója 
B  bevonat és alapréteg hőelnyelési tényezőjének hányadosa 
b0 m mérősugár  fókusz átmérője  
Bi  α⋅L/λ , BIOT szám  
BiR  mintasugárral számított BIOT szám 
Bm  sajátfüggvény m-dik együtthatója 
c J/(kg⋅K) fajhő 

C1  általános megoldás együtthatója 
C2  általános megoldás együtthatója 
Cn  végtelen sor n-dik együtthatója 
d0 m gerjesztő sugár fókusz átmérője 
DV  két minta hőmérsékletének különbsége 

DVmax  különbségi jel maximuma 
DV∞  különbségi jel egyensúlyi értéke adiabatikus esetben 

DTSC  differenciál termikus szkennelő kalorimetria 
e  természetes logaritmus alapja  

F(s)    LAPLACE (f(t))  
Fo  FOURIER szám, a⋅t/L2 

Fo1/2  t1/2 időpontban számított Fo 
Fomax  DVmax fellépésének dimenziótlan időpontja 
Fop 
∆Fo 

 Fo a gerjesztés maximális intenzitásának időpontjában  
dimenziótlan időeltolás 

g m gerjesztő energiát elnyelő réteg vastagsága 
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g(t)  termikus gerjesztés idő szerinti alakja 
H  b b1

2
2
2  

H1  előoldali hőveszteség paraméter homogén mintánál 
h1 s-0.5 α1/b1 
H2  hátoldali hőveszteség paraméter homogén mintánál 
h2 s-0.5 α2/b2 

HDE  hiperbolikus differenciálegyenlet  
Jn()  BESSEL függvény, n-indexű, elsőfajú 
L m homogén minta vastagsága 
L1 m bevonat vastagsága 
L1  előoldali hőveszteség paraméter homogén mintánál 
L2 m hordozó anyag vastagsága 
L2  hátoldali hőveszteség paraméter homogén mintánál 

LMT  legjobb megfelelés tartománya 
LNK  legkisebb négyzetes közelítés 

m s-1 logaritmikus hőmérsélet változási sebesség 
M  összetett kifejezésekben számláló 
M  R/L, átmérő-vastagság aránya 
m* s-1 logaritmikus, differenciális hőmérsékletváltozási sebességi 
mi  i-rendű momentum,  ( )t f t dti

t

t

1

2∫  

N  összetett kifejezésekben a nevező  
P(s)  LAPLACE transzformált hőmérséklet függvény 
PDE  parabolikus differenciálegyenlet 

Q J/m2 gerjesztéskor a mintában elnyelődő energia 
Q*  dimenziótlan gerjesztés 
&q0  W/m2 előoldal hővesztesége 
&q f  W/m2 parazita hőáramsűrűség 
&qL  W/m2 hátlap hővesztesége 
&qr  W/m2 SIEGELL-HOWELL modellben a hőáramsűrűség 
&qw  W/m2 felszíni gerjesztő hőáramsűrűség 
r  & &q qL0  
r m hengerkoordináta 
R m minta sugara 
r0 m mérősugár távolsága a gerjesztéstől 
Rk Km2/W rétegek közötti hőellenállás 
s s-1 LAPLACE transzformációs változó 
s  W/m2 & &q qL0 +  
sn  szingularitások sorozata 
Sq  parazita gerjesztést jellemző dimenziótlan szám 
T K hőmérsélet 
t  s idő 
t0  s impulzus hossza 
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t1/2 s telítődési fél-érték fellépési ideje 
tc s ( )L a2 2π , minta karakterisztikus ideje 

td s π2tc , minta diffúziós ideje 
tf s gerjesztés időtartama 

Tmax K minta maximális hőfokváltozása 
tp s exponenciális gerjesztés alakparamétere 
T∞ K környezet zavartalan hőmérséklete 
u  segédváltozó 
V  relatív hőfokváltozás a minta hátoldalán 
Vs  relatív, állandósult hőmérséklet a hátlapon  
w  ( )Fo V Vmért

− ⋅0 8. ln , „helyreállító” paraméter 
X  X1/X2 
X1  s0.5  L a1 1 , a1 =bevonat hőmérsékletvezetési tényezője 
X2  s0.5  L a2 2 , a2 =hordozó hőmérsékletvezetési tényezője 
YL  axiális irányú hőveszteség paraméter 
Yr  radiális irányú hőveszteség paraméter 
z m helykoordináta 
Z  segédváltozó 
z0 m mérősugár távolsága a gerjesztéstől 
zk m két réteg érintkezésének helye 

Görög betűk 
α W/(m2⋅K) hőátadási tényező 
βm  sajátérték 
γ  td/tp ,impulzus alak paraméter 
γi  sajátérték 

δ(t)  Dirac delta függvény 
δ  g/L, dimenziótlan hőelnyelő rétegvastagság 
εr  előoldali emissziós tényező 
εL  hátoldali emissziós tényező 
ε  emissziós tényező 
λ W/(m⋅K) hővezetési tényező 
ρ kg/m3 sűrűség 
π  3.14159 
σ0 W/(m2⋅K4) 5.67⋅10-8,  STEFAN-BOLTZMANN állandó 
ξ  z/L, dimenziótlan helykoordináta 
ϑ  (T-T0)/Tmax, dimenziótlan hőmérséklet 
Θ rad visszaverődési szög 

Φ(t)  exponenciális gerjesztő függvény 
ζ  dimenziótlan változó fél-végtelen tartományra 
ω  π2⋅Fo, módosított FOURIER szám 
ω s-1 periodikus gerjesztés frekvenciája 
ω  r/R, radiális dimenziótlan változó 
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Ω(ξ)  dimenziótlan kezdeti eloszlás 
 

Indexben alkalmazott jelölések jelentése 
0 előlapra utal 
1 előlapra utal 

bevonat rétegre utal  
2 hátlapra utal 

alaprétegre utal 
f a gerjesztésre (flash) utal 
g gerjesztésre utal 
i összegzési index 
j összegzési index 
k összegzési index 
L hátoldalra utal 
n összegzési index 
r sugárirányra utal 

sugárzásra utal 
w felületre utal 
z axiális irányra utal 
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