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Bevezetés

Ebben a disszertaciéban a tobbvéltozos statisztikai modellezés kiilonboz6 aspektusait tér-
gyaljuk. A tobbvaltozos statisztikai modszereket széles korben kutatjak és alkalmazzak a
tudomany minden teriiletén. Egy kisérlet vagy kutatési kérdés valtozoi kozotti kapcesolatok
feltarasa szdmos jol ismert témaban elengedhetetlen: regresszio, dimenzi6csokkentés, hipoté-
zisvizsgalat és adatelemzés altalaban. Ez a mi a statisztika hdrom fontos alteriiletére 6sszpon-
tosit, nevezetesen a grafikus modellekre, a nemparaméteres regressziéra és az idGsorelemzésre.

Fejezet egy 11j regresszios modszert mutat be, az Iterated Conditional Expectation (ICE)
algoritmust, amely specialis grafikus modelleken, nevezetesen valészintiségi DAG-okon (iranyi-
tott kormentes grafok) és regresszios grafokon miikodik. A fejezet hasonléd cimi |J2] cikkiinkon
alapul, amelyet a témavezetGmmel kozosen irtam. A téma a nemparaméteres statisztika és
a valoszintségi grafikus modellek (vagy egyszerten csak grafikus modellek) metszéspontjaban
helyezkedik el. Ezért a Szakasz[I.1}ben ez utobbit vizsgaljuk altalanos megkozelitésben, nagy-
részt a diplomamunkamat [1] és a témavezetdmmel kozosen készitett cikkiink |J1] alapjan. A
grafikus modellekkel kapcsolatos bevezetés kiilonbozé részei az Fejezet 2Fben is felbukkannak,
és tovabbi (a disszertacioban nem kifejezetten hasznalt) anyag taldlhato az Appendix ban.
A bevezetett ICE algoritmus egy tobb kimenettel rendelkezd regresszios technika, és hidnyzo
adatokkal rendelkez§ kornyezetben is alkalmazhaté. A kimeneti valtozokat egyenként, ite-
rativ médon, nemparaméteres regresszios modszerekkel becsiiljik. A modszer feltételezi a
kisérletben szerepls véltozokkal kompatibilis grafikus modell meglétét. Leirjuk a technikat
(Szakasz , és bizonyitjuk (négyzetes kézépben vett) konzisztenciajat (Szakasz valoszi-
niiségi DAG-okon és regresszios grafokon. Az algoritmus altalanosabb, de ez a kétféle grafikus
modell jobban Osszeegyeztethets a tobb bemenet, tobb kimenet felalldssal. Egyszertien, ezek-
ben a modellekben a f6 bemeneti valtozok a DAG-ok esetében a graf “sziil¢ nélkiili” csticsai
altal reprezentalt véltozok, a regresszids grafok esetében pedig az ugynevezett “kontextus”
valtozok. A f6 kontribicio az, hogy kiterjesztettiik az ilyen tipusa grafikus modellek alkal-
mazasi teriiletét azaltal, hogy nemparaméteres simitast alkalmazunk rekurzivan a grafikus
modell irdnyitott folyamata mentén. A numerikus implementaciot is részletesen targyaljuk.
A Szakasz[I.4lben, a valasztott kernelregresszios modszer megvalositasat targyaljuk, valamint
a kernel és a savszélesség kivalasztasit a valtozok tipusa és a minta szerint. Tovabba né-
hany egyéb gyakorlati megfontolas is szerepel. Az Appendix [Bfben bizonyitjuk a valasztott
kernelregresszios implementécio (négyzetes kozépben vett) konzisztenciajat. Az alkalmazasok
bemutatasa a Szakasz [[LBlben talalhato.

Fejezet [2 a “regresszio szakadéasos kisérlettervezés” (regression discontinuity design, RDD)
elemzésével foglalkozik. Ez egy eld-/utoteszteléses kvazi-kisérleti modszer egy kezelés var-
hat6é hatasanak mérésére, amelyet olyan esetekben alkalmaznak, ahol a randomizécié nem
lehetséges, de a kezelésben valo részvételrsl egy tovabbi (agynevezett futd) valtozo alapjan
dontenek. Ez a fejezet a Molontay Rolanddal [J3| kozosen irt cikkemen alapul, amelyben az
RDD-modszert alkalmazzuk a Budapesti Miszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetemen (BME)

két kiillonboz6 kialakitast felzdrkdztaté matematika kurzus hatékonységénak mérésére. Ez a
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cikk egy korabbi konferenciacikkiink kibgvitett valtozata |C2|. Ezekben RDD eszkozokkel, kii-
16nb6z6 koérnyezetben vizsgaljuk a matematikai felzarkéztaté kurzusok kozvetlen és hosszabb
tava hatéasait. Az RDD-t el6zetesen a Szakasz [2.1}ben ismertetjiikk. Munkank kontribucioja
az, hogy rdmutatunk néhany modszertani kérdésre a RDD-vel kapcsolatban, amelyeket mas
alkalmazott munkak elhanyagolnak. Moédszertani Gjdonsagként egy 1j alternativ modszert
(az ugynevezett jitterelt RDD-t) vezetjitk be a diszkrét futé valtozo problémajanak kezelé-
sére RDD kornyezetben, amelyet részletesen a Szakasz [2.2.2}ben mutatunk be. A fejezet
végén, a a disszertacidban, az RDD és a grafikus modellezés néhany 6sszefiiggését targyaljuk.
A Szakasz [2.3}ban részletesebben bemutatjuk esettanulméanyunkat. Vizsgaljuk a BME-n vég-
zett matematikai felzarkoztatas hatésat a hallgatok kés6bbi tanulmanyi eredményeire mind
az elsGéves matematika kurzusok, mind a hosszabb tava hatasok tekintetében.

Fejezet [Btban figyelmiink az idGsorelemzés felé fordul. Itt a Szakasz [3.I}ben talalhato
néhany el6zmény utan stacionarius tobbdimenzidés idGsorok kovariancia strukturdjanak és
spektralis stirtiségeinek oOsszefiiggéseit vizsgaljuk. A témavezetGmmel |J4] egy masik kozos
cikkiink elméleti eredményei alapjan egy 0j dinamikus f6komponens-analizis algoritmus (az
tgynevezett dynPCA) is bemutatasra keriil. Ezt a [C4] és [C5] cimd munkakban tanulma-
nyoztuk tovabb. Konkrétabban tobbvaltozos, gyengén stacionéarius diszkrét ideji, valés érté-
ki idGsorokkal dolgozunk. Adott egy ilyen idGsor, amelynek emellett abszolut 6sszegezhetGek
autokovarianciai, bebizonyitottunk egy aszimptotikus Osszefiiggést az els§ n autokovariancia
blokk Toeplitz-méatrixanak sajatértékei és a spektralis strtségfiiggvénymatrixok n Fourier-
frekvencidn vett spektrumainak uniéja kozott. A bizonyitashoz a blokk-cirkulans métrixok
tulajdonsagait hasznéljuk. A spektrum szot két kiillonbo6z6 értelemben hasznéljuk: a sajatér-
tékekre és a spektrélis reprezentaciora. A bizonyitott tétel kiilonb6z6 analdgidkhoz vezet az
id6- és frekvenciatartoménybeli szamitasok kozott, valamint 4j technikédkhoz is. Konkrétab-
ban, bevezetiink egy moddszert a folyamat alacsony rangu kozelitésére, és ennek kovetkezmé-
nyeként egy 1j (altalunk dynPCA-nak nevezett) dinamikus f6komponens-analizis algoritmust
is. Ez utébbi algoritmus, amelynek tobb potencialis felhasznélasi lehet&sége van, a dinamikus
f6komponenseket becsiili meg a bemenetként kapott tébbdimenziés idésorbol. Az eredmények
illusztralasa és az alkalmazisok bemutatasa a Szakasz [3.6lben torténik.

Mint mér emlitettiik, a fejezetek a targyalt technikdk, modszerek alkalmazasaival zarul,
hogy bemutassuk az alkalmazasok fontossidgat a tobbvéltozos statisztikai modellezésben.

A disszertacié harom 6 “tézispontja” a kdvetkezs:

1. Bemutatjuk az ICE algoritmust, és bizonyitjuk (négyzetes kozépben vett) konzisztenciajat va-

loszintségi DAG-ok és regresszios grafok felett (Fejezet . A numerikus implementaciojahoz a
felhasznalt kernel regresszios modszer (négyzetes kozépben vett) konzisztenciajat is bizonyitjuk

(Appendix .

2. Elemezziik az RDD technikat, majd javasolunk és targyalunk egy 1j alternativ modszert (az
ugynevezett jitterelt RDD-t) a diszkrét futd valtozo problémajanak kezelésére RDD kornyezet-
ben (Fejezet . Egy egyedi, részletes esettanulmanyt is kozliink.

3. Vizsgaljuk a stacionarius tobbdimenziés id&sorok kovariancia strukturajanak és spektralsdri-
ségfiiggvényeinek Osszefliggéseit, és bizonyitunk egy ezek kozotti aszimptotikus Osszefiiggést
(Fejezet . Elméleti eredményeink alapjan bevezetjik az 0j dynPCA algoritmust is, egyedi
alkalmazéasokkal.




Fejezet 1

Iterated Conditional Expectation
algoritmus (ICE) valdszintiségi

DAG-okon és regressziés grafokon

1.1. Bevezetés a grafikus modellekrél

A disszertacio tartalmaz egy bevezetést a grafikus modellekrsl.

1.2. Az ICE algoritmus leirasa

A f6 gondolat a kovetkezs. A cstcsok DAG-gal vagy regresszids graffal kompatibilis sor-
rendjében, a linearis, linearizalt vagy logisztikus regresszié helyett feltételes varhato értéket
vesziink nemparaméteres modon, hasonléan Breiman és Fiedman [2] ACE (Alternating Condi-
tional Expection) algoritmusahoz. Itt nem kell alternalni, csak “iranyitott” feltételes varhato
értékeket vesziink egymas utan [3| nemparaméteres regresszios fogalmaival. Ezért rekurziv
algoritmusunkat ICE-nek (Iterated Conditional Expectation) nevezziik. A konzisztenciabizo-
nyitdsokban a feltételes varhato értéket a simitéval hasonlitjuk Gssze.

A konstrukcié alapjat egy tanité minta, szakért6i tudas és az élek statisztikai validalésa,
lasd |4, adja. A struktiratanulas messze nem trivialis feladatat nem vettiik figyelembe ebben
a fejezetben. Itt a tObbszords kimenetek el6rejelzésén van a hangsily a graf alapjan. Az
ICE algoritmus megalapozottsigat a konzisztencidjanak bizonyitasa is alatdmasztja, ami azt
jelenti, hogy nagy tanité minta esetén is kozel optimalis becsléseket kapunk (L? értelemben)
a tesztmintara.

Az egyes simitok négyzetes kdzépben vett konzisztencidja, lokélis dtlagolas alapjan, C. J. Sto-
ne tételének feltételei mellett garantalt, lasd [3] vagy Appendix Bl Példaul a k legkozelebbi
szomszéd (k-NN), particionélo, és kernelregresszios becslések négyzetes kozépben konziszten-
sek bizonyos feltételek mellett (lasd ismét [3]). Mi f6ként a [5] kernel-regresszios megkozelité-
sét hasznaljuk, amely jol alkalmazkodik a kiilénb6z6 tipust valtozokhoz. Ez aszimptotikusan
normalis, de belattuk a négyzetes kbzépben vett konzisztenciajat is, lasd Appendix [Bl Ossze-

hasonlitasképpen kozliink néhany méas simitokkal kapott eredményt is, alkalmazasaink soran.

1.2.1. ICE DAG-on

Legyen az X1, ..., X egylittes eloszlasa (ebben a topoldgiai sorrendben) Markov-kompatibilis
egy DAG-gal. Mondjuk, hogy legalabb a Xgi1,..., Xy valtozok értékei ismertek; ezek kozé

tartoznak legalabb azok is, amelyeknek nincsenek sziilei a DAG-ban. Ekkor elGszér Xj, majd
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Xp_1,..., végil X;-t jelezziik el6re, egy n elemi minta alapjan: a:gi), .. a:((j), i=1,...,n
teljes tanit6 minta. Bevezetiink néhany jelolést még: Xs; = {Xj1,...,Xq}, > =
Tid1,.-.,Xq} €S . az X, sziileinek halmazat jeloli, ahonnan iranyitott élek mutatna

i+ és Xpar(j) az X sziileinek hal at jeloli, ah iranyitott élek mutatnak

fele. j =k, k—1,...,1 esetén definidljuk a kdvetkezsket

Pj(x>;) =E(X; | X5 = @) = E (X | Xpa(j) = Tra(j)) (1.1)

mint a regresszids feladat elméleti megoldasa; ez egy vetités és argumentumainak mérhets
fliggvénye. Az utols6 egyenléség a DAG feletti Markovitésbol kovetkezik.

Ha adataink tobbvaltozos Gauss-eloszlasbol szarmaznak, akkor a fenti feltételes varhatd
értékek linearis fiiggvényei a valtozoknak, és linearis regresszidval kaphatéak meg, ahol az
egylitthatokat a tanité adatokbdl becsiiljiik. Ellenkez§ esetben, ismeretlen eloszlés esetén a
feltételes varhato értéket nemparaméteres modon, a simitési eljarasokkal, becsiiljiik a |2, 3|

cimi konyvben targyalt eljarasokkal. Ezért definidljuk az

S(n ZB>] Zx(z ‘n i) Z x(z ‘n mPar( )) (1.2)

simito, lokalis atlagolason alapul6 és a X; mintatér konvex burkdba képzé leképezést. A
Markovitas értelmében a @ ; halmaz helyett az @pq,(j) a sziilshalmazt vessziik figyelembe.
Itt a Wj(n’l)(:n>j) nemnegativ silyokat az n elemd tanité mintdbol szamitjuk ki, és altala-

ban a tigy normalizaljak, hogy
Do ) =1
=1

(@) (@)

x, szegmenstdl fiigg a i = 1,...,n tanité minta ese-

(n)

Maga a simitod Sj @ 5

JICE HSSTRRR
tén, és az argumentumainak mérhetd fiiggvénye is. Az altalunk implementalt simitok f6ként

a T:

Nadaraya—Watson tipust kernelbecslék, ahol

K <$>j, acg)

i1 K (33>J'7 :1:(;;)) .

Wi (@) =

A lehetséges K kernelekrdl lasd a kernel megkozelitést és mas lokalis atlagold becslSket tér-
gyalo Szakasz[I.4] és Appendix [B] részeket.

Ezutan az iteralt feltételes varhato értékeket
P; (Pj41 (Pjy2 (oo (P (X5k) 5 ) , X)) s Xok) s Xok)
az iteralt simitasokkal imitaljuk:
st (Sﬁ)l (SJ({?Q ( N (s,@ (Xsp), .. ) ,X>k) ,X>k> ,X>k> .

A Szakasz [[.3}ban bebizonyitjuk, hogy az atlagos négyzetben vett kiilonbség az iteralt simi-
tasok és az iteralt feltételes varhato értékok kozott 0-hoz tart, ahogy n — oo, j =k —1,...,1

esetén. Ezért a az egymast kovetd becslések kozel vannak az optimumhoz (L? értelemben).
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Ami az algoritmus konzisztenciajat jelenti. Részletes magyarazatért lasd: Szakasz[1.3.1]

1.2.2. ICE regresszios grafon

Itt az X1, ... X4 egylittes stirtisége faktorizélhat6 a Cq, . .., Cy lanckomponensek mentén, mint
ahogy azt a disszertacioban targyaljuk, igy a feltételes varhato értékeket lancosszetevordl
lancosszetevire vessziik, kezdve az utolsd, Cp lanckomponenssel. Ismét posztulaljuk hogy
legalabb a Cy-ban szerepld kontextusvaltozok ismertek.

Az altalanos lépésben, k=€ — 1,0 —2,...,2,1 esetén, legyen
P (mc>k) =K (chk | Xcwy, = mCC>k> (1.3)
a regresszios feladat elméleti megoldasa. Az eredmény egy vektor az alabbi komponensekkel
Pyj(®ee,) =E(X; | Xeo, = xce,) =E (X1 Xpar(j) = Trar(j)) » Xj € Cr. (1.4)

Ez a parhuzamos regresszio egy példaja, ahol kihasznaljuk, hogy az Osszes X; € (), sziilGje
Csk-ban van. Azt is felhasznaltuk, hogy egy véletlen vektor feltételes varhato értéke egy masik
vektorra a vektor Osszetevfinek a feltételes varhaté értékei ugyanarra a kondicionalé halmazra.
A regresszios graf Markov-tulajdonsagai alapjan még gy is, hogy a feltételezés ugyanarra a
valtozohalmazra vonatkozik, az egyes komponenseknek lehetnek kiilonb6zs sziil6halmazai,
amelyekre a kondicionéalasok korlatozédnak.

A simitokat szintén komponensenként definialjuk:
SIE;] Csk Z‘T szl sz)wm) wpar(j)), X; € Cy (1.5)

a kozelité megoldés egy simitod segitségével, lokalis atlagolds alapjan. A simito S,in) (zc.,)
minden X; Cy-re S( )(wc>k) koordinatakbol all.
Ekkor a kovetkezo Szakasz alapjan becsléseink kozel vannak az optimalishoz, ha az

atlagos négyzetes kiilonbség a az iteralt komponensenkénti feltételes varhatod értékek

Py (Pii1 (P2 (- - (P (XC'e) yer) 7XCz) 7XC'e) 7XCe)

és az analdg simitok

st (st (S (- (87 (X)) Xe)  Xey) s Xy

kozott 0-hoz tart, ahogy n — oo, k=€ — 1,0 —2,...,2,1 esetén.
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1.3. Az ICE algoritmus konzisztenciaja

1.3.1. Konzisztencia egy DAG mentén
Ha a célvaltoz6 abszolut folytonos

Most tegyiik fel, hogy Xi,..., Xy (a DAG topologiai sorrendjében) véges szorassal rendelkez-
nek és engedelmeskednek egy abszolit folytonos egyiittes eloszlasnak.
A |3| szellemében a nemparaméteres becslésiinket négyzetes kozépben konzisztensnek ne-

vezziik, ha
2

B[ [0 - Blea)] i) 0, 0o
Rd—k

ahol 1 a mogotte allo valtozok egyiittes eloszlasat jeloli. Itt mind az n-elem@ minta X, Xgy1, ...

amelyet a simité hasznal, valamint a valtozok Xjgyi,...,Xs egy Gjonnan érkezs megfigye-
lésének értékei véletlenszertek, ezért valasztottuk szét ezt a két fogalmat a varhato érték

vevésekor. Roviden,

2
E S,i”)(X>k) - Pk(X>k)} —0, n— oo,

ahol E most a varhato értéket veszi figyelembe a véletlenszertiség mindkét fenti fogalmanak
fliggvényében.

Elgszor az iteracio els6 lépésében bizonyitjuk a konzisztenciat (lasd Lemma , majd a
teljes ICE konzisztenciajat bizonyitjuk DAG mentén indukcioval (lasd Tétel .

1.1. Lemma. A Képlet l) és Képlet 1' jeléléssel legyen Py(x~p) €s S,gn)(m>k) a reg-
resszids feladat egzakt megolddsa és eqy simité (lokdlis dtlagoldson alapuld és a Xy mintatér
konvex burkdba képezden). Tegyiik fel, hogy a simito a feltételes varhato értékre egy négyzetes

kézépben konzisztens becslést ad, azaz,

n 2
E [S,i N(Xok) = Po(Xop)| =0, n— oo

Ekkor az egylépéses eldre simitds is négyzetes kézépben konzisztens, azaz,

n n 2
E [S,E;_)l(S/E; ((Xon), X)) — Pe1(Pu(Xsp), Xo1))| =0, n— oo,

Most mar meg tudjuk fogalmazni az altaldnos tételt az ICE négyzetes kozépben vettkon-

zisztencidjarol egy DAG mentén.

1.1. Tétel. Legyen X1,..., Xy eqy abszolit folytonos egyiittes eloszldsi vdltozéhalmaz, véges
szordssal, amely Markov-kompatibilis eqy DAG-gal (ebben a sorrendben). Ugy indexeljiik dket,
hogy X< a DAG-ban a szildk nélkili vdltozokat jeldli, a tobbit pedig egy n elemd minta
alapjdn becstiljik. A Képlet és Képlet geloléssel, j =k, k —1,...,1 esetén legyen
Pj(x~;) és Sj(n)(:v>j) a regresszios feladat egzakt megolddsa és eqy simito (lokdlis dtlagoldson
alapulo és a X; mintatér konvex burkdba képezd). Tegyiik fel, hogy az egyes simitok a feltételes

vdrhato értékekre négyzetes kozépben konzisztens becslést adnak, azaz,

2
E[S](-")(X>j)—Pj(X>j)] =0, n—ooo, j=kk-1,... 1
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Ekkor az iterdlt ssimitdsok is négyzetes kézépben konzisztensek, azaz,

E[S™ (5" (ST, (. (S (Xok)se ) Xon)s Xon) Xop)

2
—Pj(Pj+1(Pj+2(...(Pk(X>k),...),X>k),X>k),X>k) —)0, n — oo,

minden j =k, k—1,...,1 esetén.

Megjegyezziik, hogy a f6ként kernel-alapi simitéink paramétereit és a szorzatkernel pa-
ramétereit az adatokhoz igazitjuk; és a kernel-alapi lokalis atlagolast becsl6kon kiviil mas
becslSket is figyelembe vesziink a Szakasz [I.5}ban. Feltételezések, amelyek alapjan az egyes
simitok négyzetes kozépben konzisztens becslést adnak, a Szakasz [I.4] és Appendix [B] ré-
szek targyaljak. Tovabba a Markovitas miatt a zX; halmaz helyett a Xp,,(;) sziil6halmazt
vessziik figyelembe az algoritmus soran.

Fontos, hogy a célvaltozd véges szoréassal rendelkezik és abszolut folytonos. A koztes
kimenetek is legyenek folytonosak, de diszkrét rendezett valtozok is elég jol miikodhetnek, ha
kellgen nagy mintatérrel rendelkeznek. Ha a célvaltozo diszkrét, kategorikus, akkor ebben a

lépésben a Szakasz [[.3.I}ban bemutatandé modszert hasznaljuk.
Ha a célvaltoz6 kategorikus
Amikor X kategorikus, és ¢ kiilonb6z6 értéket vesz fel, akkor az el6rejelzés a Bayes-szabaly

alapjan torténik a modusz-maximalizalason keresztiil, lasd [3]:

Pyp(@>p) == argmax P (X =i | Xop = @) -
1<i<e

Allix,—iy (i = 1,...,c) binaris valtozok bevezetésével, a az posterior valosziniiségek a feltételes
varhato6 értékek, azaz, regresszios fliggvények:
Pk,z’(a?>k) = P(Xk =1 ’ Xop = 517>k) =E (]I{Xk:i} ‘ Xop = C'3>/Ic) .

Adott tanito adatok mellett Iy x, —;1, X~ x-re, Osszerakjuk a (simito) becslést .S ](Cnl) (x>)) minden

egyes i = 1,...,c esetében, és a plug-in becslés pedig

S,gn) (x~)) := argmax S,(ﬂ)(abk).
1<i<e

A disszertacioban megmutatjuk, hogy a plug-in becslés hibaja kozel van a Py(x~)) optimalis
hib&jahoz.
1.3.2. Konzisztencia a regresszios graf mentén

Most az négyzetes kozépben vett konzisztenciat a vektorvaltozok négyzetes kozépben vett

konzisztencia szempontjabol fogalmazzuk meg, ami viszont a koordinatéiik négyzetes kbzépben
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vett konzisztencidjara redukalodik. Mivel

E Hszgﬁ)ﬂXCg) - XC(Z—I i

2
=E HS(ST)1(XC%) - Pf—l(Xce) ‘ +E HPE—l(XCz) - XCZ—1H2

2

)

2
= > Elséﬁ)l,j(Xce)—PE—l,j(Xcz) +E[|P1(Xc,) — X, |

J: X5€C_1

ahol az utolsé tag csak az alapul szolgéld eloszlastol fligg, és az els6 az a kifejezés, amely koz-
vetlentil csokkenthets a mintavételi és simitési eljarassal. Bizonyitani fogjuk, hogy az 6sszegzés
utani véges szamu tagok 0-hoz tartanak, ahogy n — oo, ha az egyes simitok négyzetes kozép
konzisztencidja garantalt. Ily moédon a kovetkezd konzisztencia-tételt fogalmazhatjuk meg a
Tétel [LIhez hasonlo feltételek mellett.

1.2. Tétel. Legyen X1,..., Xy abszolit folytonos egyiittes eloszldsu vdltozohalmaz véges szo-
rassal, amely Markov-kompatibilis eqy regresszids grdffal. A wdltozok C1,...,Cy lanckompo-
nensekbe rendezddnek gy, hogy a k6zds eloszldsukra teljesil a ldncgrdfok eloszlds-faktorizdcidja;
tovdbbd, gy vannak indexelva, hogy az utolsd Cyl dncésszetevd tartalmazza a kontextusvdltozo-
kat, a tobbit pedig visszafelé, komponensrdl komponensre, eqy n elemd minta alapjdn becstlyiik.

A feltételes vdrhatd érték és a simitdkra vett Képlet és Képlet vektoros ki-
terjesztését véve, €és feltételezve, hogy az egyes simitok komponensenként négyzetes kozépben

konzisztens becslést adnak, az iterdlt simitdsok is négyzetes kozépben konzisztensek, azaz,

E|| StV (SIL (S (S (Xey), ), X)) Xa) Xe)

2

— Pk(Pk+1(Pk+2(. .. (PZ—I(XCZ), - )’Xce)7 XCZ)7 Xc[) — O, n — o9,

minden k=0 —1,0—2,...,2,1 esetén.

1.4. A numerikus algoritmus

A disszertaciéban az ICE numerikus megvalositasat targyaljuk.A valasztott kernelregresszios

modszer atlagos négyzet konzisztenciajat bizonyitjuk Appendix [Blban.

1.5. Az ICE alkalmazasai

Harom alkalmazasi példat mutatunk be. Az elsé véletlenszert generdlt adatokon alapul. A
méasodik a 2014-es egyiptomi demografiai és egészségiigyi felmérés adataival (EDHS 2014)
foglalkozik. A harmadik a Budapesti Miiszaki és Gazdasdgtudoméanyi Egyetemen (BME)
gyijtott adatokat veszi figyelembe, hogy megvizsgalja a hallgatok els6 két félévben elért ta-

nulmanyi eredményeit.
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1.1. abra. Az oktatéasi példa regresszios grafja
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1.2. abra. ICE az oktatési adatokon: minden nem kontextusvaltozohoz tartozik egy sor
pontdiagram. Minden egyes részdiagramban egy nem kontextusvaltozot mutatunk be az egyik
sziil6valtozojaval szemben. A piros pontok megfelelnek a tényleges adatpontoknak, mig a kék
és a sarga pontok az ICE altal adott becsléseknek a sziil6 valtozo becsiilt értékével, illetve

tényleges értékével szemben.
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Fejezet 2

Regression Discontinuity Design
(RDD), jittereléssel

2.1. Bevezetés az RDD modszertanba

Az RDD akkor hasznalhatd egy program vagy kezelés hatédsanak becslésére, ha a jelolteket
azzal a feltétellel valasztjak ki a kezelésre, hogy egy numerikus endogén valtozo, az igynevezett
futd vdltozo, meghalad (vagy alulmil, a kontextustol fiiggden) egy kijelolt kiiszobértéket vagy
vdgast pontot.

Di6héjban a moédszer gy tekinthetd, mint két regresszids gorbe Osszehasonlitasa egy ki-
jelolt ponton. Van egy Y kimeneti valtozd, amelyre a kezelés és a futé X valtozo hatasat
szeretnénk megbecsiilni. A T binaris kezelési valtozot a futé valtozo alapjan rendeljiik hoz-
z4 (meghalad-e egy bizonyos hatarértéket). E modszertan alapvaltozatat Thistlethwaite és
Campbell [6] vezette be, mint Y lineéris regressziojat X valtozora T fiiggvényében.

Tipikusan tgy képzeljiik el, hogy minden egyes i egyénre vonatkozban létezik egy ered-
ménypar: Y;(l) és Y;(O), ha a személy ki volt téve a kezelésnek (1) , illetve ha nem volt kitéve
a kezelésnek (0). A kezelés hatéasat a Y;(l) — Yi(o) kiilénbséggel mérnénk. A valdsdgban az
egyén szaméara a két kimenet koziil csak az egyik megfigyelhets, ezért ennek a kiilonbségnek

a populaciora vonatkozo6 atlagait vizsgaljuk a feltételes varhatod értékek kiilonbségével:
E [Y}” | X; = x} K [Yi“’) | X; = x} . (2.1)

Ez a kiilonbség érdekel minket a X fut6 valtozo ¢ vagasi értékénél, igy — attol fliggben, hogy
mi figyelhet6 meg a vagasi pont két oldaldn — becslést végziink:
lim {E [Yi(l)\Xi:cjze} —E[Yi(o)|Xi:c:F5}}. (2.2)
e—0
Ez az atlagos kezelési hatas (ATE) a vagasi ponton, amelyet a hatas értékelésére hasznalunk.

Ezek a feltételes varhato értékek a regresszids problémak elméleti megoldasai, amelyeket nem-

paraméteres vagy parametrikus moédszerekkel kozelitiink.
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2.1. abra. Dummy példa RDD-re: a kezelést a 25-0s vagasi pont alatt adjuk be, a feltételes
varhato értékek itt linearis regresszioval egyértelmtien becsiilhetsk, a lathatd kezelési hatést
a piros vonal és a nyil jelzi.

2.2. A diszkrét futé valtozé problémaja

Szamos RDD-alkalmazasban a fut6 valtozo diszkrét. Ezért az eredmények 6sszehasonlitésa a
megfigyelések kozvetleniil a kezelési kiiszobérték felett és kozvetleniil az alatt nem lehetséges,
és/vagy kérdéseket vet fel. A vagasi pont kozelében nincsenek adatok, igy a Képlet
hasznélata a valodi hatas tilbecsléséhez vezetne. Legyen példaul egy olyan futé valtozo,
amely a {x1,x2,...,2;,..., 2} megszamlalhat6 halmazbol veszi fel értékeit, amelynek vagasi
pontja ¢ = x;, és a kezelés akkor adott, ha X > c. Ebben az esetben valojaban a kivetkezd
becslést adhato
EV 1 X = ~E[V* | Xi =254

Képlet (2.1)) helyett c-nél. Belathato, hogy az extrapolacioé miatt ala/tulbecslés torténik.

2.2.1. Specifikacios hiba

A diszkrét futo valtozo probléméjanak kezelésére Lee és Card 7] gy modositja modellt, hogy
egy a futd valtozo értékétdl fliged sx véletlen tag bevezetésével, amelyet specifikdcios hiba-nak
neveziink:

Y=a0+ 6T+ f(X —c)+sx +e

2.2.2. Diszkrét futd valtozo kezelése jittereléssel

Itt a specifikaciés hiba helyett egy tjszerii alternativ modszert javaslunk. A regresszios becs-
lésben az ortogonélis hibatag helyett kozvetleniil a futé valtozéhoz adunk egy fiiggetlen zaj
komponenst. A fiiggetlen zaj hozzdadésat a diszkrét valtozokhoz édltalaban jitterelésnek ne-
vezik. Ez egy gyakori megoldas, amikor valaki egy érthetébb abrat szeretne kapni szoras-
diagramok esetén, vagy példaul olyan algoritmusok esetén, amelyek az adatpontok szigort

sorrendiségét igénylik. A javasolt modszeriink Nagler [8] 6tletén alapul, aki elméletileg is
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alatamasztja a diszkrét valtozok jitterelését a nemparaméteres regresszids becsléshez. Ezért
a diszkrét X helyett a X = X + & futo valtozot hasznaljuk, ahol § egy fiiggetlen folytonos
zajtényezsS. Feltételezve, hogy X egy egyenl§ tavolsdgokat tartalmazé diszkrét értékkészletbsl
veszi fel az értékét, 0-t eszerint a tavolsag szerint kell kalibralni.

Pontosabban, feltételezve, hogy a tavolsdg 1, pl. mint az 1,2,3,...,100 skilan; a zaj fs
valoszintségi stirtiségfiiggvényének meg kell felelnie a Nagler [§] altal irt feltételnek, miszerint

létezik egy olyan pozitiv valos szampar v, és 72, amely szerint

1 ha x € [—’71,’71],
0 ha :L'ER\(—’YQ,’)/Q).

0<11 <05< <l é fs(x)=

A [-0.5,0.5] intervallumon valo egyenletes eloszlas trividlisan kielégiti Nagler [8] feltételét
v1 = 72 = 0.5 mellett. Sziikség lehet egy 1j ¢ vagési pontra is, ami az eredeti ¢ a fenti o
értékkel eltolva. Ellenkez6 esetben a mérések a jittering miatt a vagasi pont rossz oldalan
végzédnének. Egyenletes zaj esetén a [—0.5,0.5] tartomanyban az RDD 1) vagasi pontja
¢ £ 0.5-nél van, attol fliggben, hogy a vagasi pont melyik oldala szigorti. A Kkezelés hatésa
(Keéplet (2.1)) ebben a jitterelt esetben a kivetkezs lesz

E[yW|X=¢|-E[Y®|X=¢| =

E [Ym yX+5:ciw] ~E [Y(O) | X+5:c172} .
A nemparaméteres RDD kornyezetben a lokélis linearis becslés jitteringgel a kdvetkezs lesz
Y:Oéo—l—ﬁoT—l—Bl(X—5+5)+62T(X—5+5)+6, (23)

ahol a becslést azokkal az adatokkal végezziik, amelyekre ¢ — h < X < ¢+ h. Megjegyezziik,
hogy a jitterelés miatt a becsiilt hatas mértéke véletlenszertivé valik. A hozzaadott perturbacio
kicsi, és a minta véletlenszerd sulyozasanak tekinthetd.

Ennek a moédszernek megvan az az elénye, hogy a hozzdadott zajtényezs folytonossa teszi a
futd valtozot, igy konnyebb lenne altalanositani néhény elméleti eredményt az RDD-re vonat-
kozbdan ezzel a felallassal, mint a specifikacios hibat feltételezve. Tovabbi elény, hogy a vagasi
pont kozvetlen kornyezete ebben a felallasban adatpontokkal lesz toltve, igy a nemparaméteres
becslés megalapozottabb. Diszkrét futé valtozo esetén a specifikicids hiba hasznélata jobban
megfelel a parametrikus becslésnek, ahogy arra Lee és Card |7] ramutatott. Ugy véljiik, hogy

a javasolt médszeriink jobban alkalmas a hatés nemparaméteres becslésére.

2.3. A RDD alkalmazasa, egy esettanulmany a BME-n

Egy hosszabb, részletes esettanulményt mutatunk be. A RDD-t alkalmazunk két kiilonb6z6
modon tervezett korrekcios intézkedés hatékonysaganak mérésére. matematika tantargyak kii-
16nb6z6, a Budapesti Miiszaki és Gazdasagtudomanyi Egyetemen Gazdasagtudomanyi Egye-
temen (BME).
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Fejezet 3

Tobbvaltozos stacionarius 1ddsorok
spektruma és id6tartomanybeli

osszefliggések

3.1. Bevezetés a tobbvaltozos iddsorokrol

Mint méar emlitettiik, a tobbvaltozos idésorokra sszpontositunk. Appendix [C] részben az
egydimenzios iddsorokra vonatkozé néhany el6zmény szerepel.

ElGszor is, az id6tartomdnyban, legyen { X} egy gyengén stacionarius d-dimenzios idGsor,
t € 7Z és az allapottér R%. Legyen E(X;) = 0 és a d x d méretd autokovariancia matri-
xok sorozata C(0),C(1),C(2),... abszolut osszegezhetd (elemenként), ami azt jelenti, hogy
>0 lepg(h)] < 00 p,g=1,...,d esetén, ahol C(—h) = CT(h) és C(0) a X; szokasos kova-
riancia matrixa. Ekkor a nd x nd méreti €, dsszetett kovarianciaméatrixa az (X 1T oo, XIT
véletlen vektorra a szimmetrikus, pozitiv szemidefinit blokk-Toeplitz méatrix, amely a kovet-

kez8 modon definialhato

¢, (block;, block;) = U= J
Cl(i—j), i<y
Ugyanekkor a frekvenciatartomdnyban, tekintjiik a a folyamat f spektralis stirtiségmat-
rixat, amely az el6z6 feltételek mellett létezik. Ez egy onadjungalt, pozitiv szemidefinit,
d x d matrixs értékd fiiggvény, ami tulajdonképpen az autokovariancia matrixok Fourier-

transzforméltja:
o

1 i
= — the 27|. 1
5 C(h)e ™™, we|0,2n] (3.1)

h=—o00

f(w)

Valos diagonalis, de altalaban komplex off-diagonalis elemekkel rendelkezik.

A disszertacioé tovabbi bevezetést tartalmaz a tébbvaltozos idésorokrol.
3.2. A spektrum jellemzése az idétartomanyban

(s)

A €, blokk-Toeplitz métrix sajatértékeinek jellemzésére sziikségiink van a €, szimmetri-
kus blokkcirkuldns matrixra, amelyet most paratlan n esetén néziink, amire legyen n = 2k +1
(paros n esetén a a szamitasok hasonloak); a definicioért lasd [9]. Lényeges, hogy k éppen %

egészrésze, mivel a konstruélt blokkcirkulans matrix csak ezzel a valasztassal szimmetrikus.
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(Paros n esetén a § valasztasa tokéletes, és csak kisebb véltozéasokat okoz a spektrumban,

amint azt késébb targyalni fogjuk.) ¢£f) ugyanaz, mint a €, a |j —i| < k := |n/2] blokkin-

dexekre, és a kovetkezd modon definialjuk

Ol =9, 0<j—i<h
e (block;, block;) = (n—( —1) <j

C*(i - j), 0<i—j<k;

C'(n—(i—j)), 0<i—j>k

(s)

Ez egy szimmetrikus blokk-Toeplitz métrix, mint a €,, de a &’ blokkcirkulans méatrix
is, amely szdmunkra most jobb. E] A blokkcirkuldns matrixok spektrumai jol jellemezhetGek,
de €, altaldban nem blokkcirkuléns; ezért konstrualtuk meg a @,(f)—t. A cirkuldns méatrix
sorai az eléz6 sorok ciklikus permutaltjai, mig a blokkcirkuldns esetben a permutacié utan

(s)

a blokkok transzpontjat vessziik, ha azok maguk nem szimmetrikusak. A &;’-ban a %

§—nél
nagyobb rend autokovariancidkat figyelmen kiviil hagyjuk. Ezt csak akkor lehet megtenni, ha

feltételeztiik, hogy az autokovarianca matrixok sorozata (elemenként) abszolut ésszegezhetd.

C,(f) sajatértékei

Ha a C(h)-k d x d méretd matrixok, akkor az inflacios technikék és a Kronecker-szorzatok
alkalmazasaval, blokkokat hasznalunk az elemek helyett, és a sajatvektorok is blokkstruktua-
rat kovetnek. [9, 10]-ben, egy altaldnos szimmetrikus blokkcirkulans matrix sajatértékei és
sajatvektorai vannak karakterizalva. Ezt az eredményt alkalmazzuk a mi helyzetiinkben, az
n = 2k + 1 paratlan esetre. Ennek fényében a (’:,(f) spektruma az alabbiak maéatrixok spektru-

mainak uniéja:

k
M; =C(0)+ Y C(h)p}
h=—k

k
= C(0)+ Y _[C(h)p} + CT(h)p;™
h=1
k
= C(0) + Y _[C(h)e™i" + CT (h)e ™"
h=1
k
= C(0)+ Y _[(C(h) + CT(h)) cos(wjh) + cos(w;h) +i(C(h) — CT (h)) sin(w;h)
h=1

7 =0,1,...,n—1 esetén; mig a sajatvektorokat a ezen d x d méretd matrixok sajatvektorainak
osszetoldasaval kapjuk meg. Itt p; := €7 az 1 j-edik (komplex) n-edik primitiv (komplex)

gyoke, és w; = 2% a j-edik Fourier-frekvencia. Vagyis, szilikségiink van a M méatrixok

metrikus és C(h) — CT(h) antiszimmetrikus, 0-s &tloval, M; énadjungalt minden j esetében

és valos sajatértékekkel rendelkezik, amelyekhez talalhaté komplex koordinataja ortonormalis

'Péaros n esetén minden sorban csak egy C(K) van.
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sajatvektorrendszer. Valoban, Mj-nak komplex értékei is lehetnek, ha j # 0; pontosabban,
Zizl(C(h) +CT(h)) cos(wjh) a valos és Zizl(C(h) —C7T(h)) sin(w;h) az M képzetes része.

Kénnyt belatni, hogy M,,_; = M (elemenkénti konjugélt), ezért ugyanazokkal a (valos)
sajatértékekkel rendelkezik, mint Mj, de a (komplex) sajatvektorai az M) sajatvektorainak
(komponensek szerinti) komplex konjugaltjai.

Osszefoglalva, paratlan n = 2k+1 esetén a Q,(f) sajatértékeit (nd db) a kovetkezs sajatérté-
kek egyesitésével kapjuk meg: My (valos) sajatértékei és az M (j = 1,..., k) sajatértékeinek
kettGzésével. Megjegyezziik, hogy paros n esetén hasonl6é eredmények érvényesek, azzal a kii-
lonbséggel, hogy ott a CS) spektruma az My és M, _; sajatértékeinek egyesitésével, és az

M, ..., M%_l sajatértékeinek kett6zddésébdl adodik.

C%S) sajatvektorai

A sajatvektorok megkaphatoak az My, M1, ..., M, 1 dxd méretl énadjungalt méatrixok d db
(altalaban komplex) ortonormalis sajatvektorainak osszetételével a kovetkezsképpen. Béarmely
Jj=1,...,k esetén: ha v egy egységnyi hosszisagi sajatvektor az M; A sajatértékéhez, akkor

[9]-ben belattak, hogy az Gsszetett vektor

T T 2T n—1, T\T d
(’U y PV P50 5Py U ) ecCr

a @518) sajatvektora is azonos A sajatértékkel. Normanégyzete
’U*’U(l + pjpj_l + p?pJ_Q B p;‘l—lp‘_(”_l)> = n.

Ezért a vektor .
_ T T 2T n—1, T\T nd
'w—%(v PP, v ) €C (3.2)
egy egységnorméiju sajatvektora Cgf)—nek (komplex koordinatakkal).
Tovabbé, ha

z = \}ﬁ(tT, pett, pett ... ,p?‘ltT)T e Cc
a qu(f) egy masik egységnormaju sajatvektora, amely egy masik M, (¢ # j) matrix egy-
ségnorméju t sajatvektorabol all 6ssze, akkor w és z ortogonalisak, fiiggetleniil attol, hogy
M-nek ugyanaz a A sajatértéke-e, mint Mj-nek vagy sem. Hasonl6 konstrukci6 érvényes a
M sajatvektoraibdl kiindulva.

Itt minden j = 0,1,...,n—1 esetén az Mj-nek van d paronként ortonormalis sajatvektora
(potencialis v-k) , és az igy kapott w-k szintén paronként ortonormaélisak. Tegyiik fel, hogy
a M sajatvektorai a (valos) sajatértékeinek nem névekvd sorrendjében felsorolhatok, és a
kapott w-k is ezt a sorrendet kovetik, j = 0,1,...,n — 1 esetén.

Valasszunk egy egységnormaji sajatvektort v € C* az M j-ben, amelynek (valos) sajatér-
téke a A. Ekkor w € C? az M,,_ ; megfelels egységnorméaju sajatvektora, amelynek sajatértéke
megegyezik, A. Tekintsiik a w € C™ és w € C™ vektorokat, amelyeket Képlet segit-

(s)

ségével kapunk. Lattuk, hogy ezek a €’ ortonormalis sajatvektorai, amelyek a (legalabb)

kettes multiplicitasa A sajatértéknek felelnek meg. Ezekbdl, az ennek a kettds A sajatértéknek
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megfeleld, 4j ortonormélis sajatvektorpér

“’:/%“’ & — z% (3.3)
konstrualodik, de 6k ebben a sorrendben a w és w eredeti helyét foglaljak el. Ezek valos
koordinatakkal és egységnyi norméaval rendelkeznek. (Valojaban a koordinataik a w koordi-
natainak valos és képzetes részének v/2-szeresei). Ez Osszhangban van azzal a ténnyel, hogy
egy valos szimmetrikus matrixnak, mint cﬁf), kell, hogy legyen egy ortogonalis sajatvektor-
rendszeriik valés koordinatakkal. Nem megytink bele a részletekbe, és nem targyaljuk a szél-

sGséges eseteket.

Tekintsiik az uy, ..., u,q vektorokat, az igy kapott (valos koordinataju) ortonormaélis sa-
jatvektorhalmazat a ¢ nek (a fenti sorrendben), és jeloljiik a kovetkezovel U = (uq, . .., Upq)

az nd x nd méretd (valés) ortogonélis matrixot, amely ezeket oszloponként tartalmazza. Le-

gyen
¢ = UA®UT (3.4)

a megfelel6 spektralis dekompozicié. Ezt az el6készitést kovetGen, be tudjuk bizonyitani a
kovetkezs tételt.

3.3. A {6 tétel a spektrumrél az id6- és frekvenciatartomanyban

Az el6z6 megfligyelések alapjan megfogalmazhato a kovetkezd tétel.

3.1. Tétel. Legyen {X;} egy d-dimenzids gyengén staciondrius iddsor valos komponensekkel.
Jeléljiik C(h) = [cij(h)]-val a d x d-s autokovariancia mdtrizokat (C(—h) = CT(h), h € Z) az

iddtartomdnyban. Feltételezziik, hogy a elemenként abszolit dsszegezhetdek, azazy ;- o |cpg(h)| <

g

oo p,q=1,...,d esetén. Ekkor az onadjungdlt, pozitiv szemidefinit spektrdlis sdrdségmdtriz
f létezik a frekvenciatartomdnyban, amelyet a Képlet (3.1) definicidval hatdrozunk meg. Pd-

ratlan n = 2k + 1 esetén tekintsik az X1,... X, €és a €, blokk-Toeplitz mdtrizot; tovdbbd,
27
dn x dn-s diagondlis mdtriz, amely az f(0), f(w1), f(w2),..., F(wk), F(wk),-.., flw), fFlwr)

mdtrixok spektrumait tartalmazza E] a fodtlojaban EL azaz,

Tekintsik az w; = j = 0,...,n — 1 Fourier-frekvencidkat. Tovdbbd, legyen D, az a

D,, = diag(spec £(0), spec F(w1), .-, spec £ (wr), spec F(wx), - ., spec f(wr)).
Ezutdn a Képlet (3.4]) spektrdlis dekompozicidjdqval,
U'e,U - 27D, — O, n— o,

azaz a UTC,U — 2w D,, mdtriz értékei 0-hoz tartanak egyenletesen.

A Tétel bizonyitasa azt sugallja, hogy a konvergencia sebessége attol fiigg, hogy

az abszolit Osszegezhets autokovariancidk farka milyen gyorsan kozeliti a nullat. Példaul

2 Az érintett matrix sajatértékei (spec (+)) nem névekvében vannak sorrendben, ha nincs méasképp megadva.
3A duplikacié annak a ténynek kiszonhetd, hogy f(w;) = f(wn—j), 5 =1,...,k, valos iddsorok esetén.
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a VARMA-folyamatok esetében az autokovariancidk exponencidlisan csokkennek, és ez azt

jelenti, hogy a konvergencia sebessége geometriai rataju.

3.4. A {6 tétel osszefiiggései és kovetkezményei

3.4.1. Korlatok ¢, sajatértékeire

Analog modon az 1D éallitassal (lasd [11]), a €, blokk-Toeplitz matrix sajatértékeihez a ko-

vetkezG alsé és fels6 korlatok kaphatoak.

3.1. Allitas. Tegyiik fel, hogy a a d-dimenzids gyengén staciondrius valds koordindtdji { X}

folyamat f spektrdlis striségfiiggvényére a kovetkezék érvényesek:

)\in = inf )\ O,
f we[0,27r]126{1,...,d} o(f(@)) >
Asup = sup A (f(w)) < o0.

wel(0,27],qe{1,...,d}

(Megjegyezziik, hogy a Tételfeltételei szerint f(w) > 0 és majdnem mindenhol folytonos
a [0,27] tartomdnyban, igy a fenti feltételek konnyen teljesiinek.)
Ekkor a €, blokk-Toeplitz mdtriz sajdtértékeire Ay < Ag < -+ < Mg a kovetkezdk érvé-
nyesek:
27 Ainf < A1 < Apg < 27 Agup.

3.4.2. Komplex PC transzformacio

A valos koordinataju X = (X{,... XI)T véletlen vektorok gytijteményére komplex koordi-

natajia PC-transzformacio Z = (Z{,..., Z1)T irhato fel, amelyet a kovetkezé médon kapunk
Z=W*X.

Itt, az Képlet —vel anal6g modon, QS) a kovetkezs spektral dekompozicioval rendelkezik

¢ls) = wAL W (3.5)

komplex sajatvektorokkal: W = (wq,...,wyq), ahol a w-k a ¢$f) ortonormalis (komplex
koordinataju) sajatvektorai az Képlet (3.2)) altal bevezetetten.
Az Képlet (3.2) alapjan a Z; blokk a kovetkezdképpen irhaté fel
Z; = L \ %% )X
J \/ﬁ( J ®r ) ’
ahol r* = (1,,0;1,,0;2, cel p;(nfl)) és Vj a d x d-s unitér matrix az M; = V;A; V" spektral

dekompoziciéban.
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3.4.3. Kapcsolat a diszkrét Fourier-transzformaciéhoz

Ezt a komplex PC-transzformaciot a diszkrét Fourier-transzformaciohoz kapcsolhatjuk. Mivel
EZ;Z7 = A, a Tétel 3.1) bizonyitasabol az kovetkezik, hogy

E(V,Z)(ViZ))" = Vi V; = M.
Ugyanakkor,

1
NG

1

1 — ,
V,Z; = W(V*xr*)X:—(Hd®r*)X:—f§ X ™i j=1,...,n
n
t=1

J Vi

Ez a X1,...,X,, diszkrét Fourier-transzformacioja.

3.4.4. A folyamat alacsony rangua kozelitése

Legyen {X;}}" | egy d dimenzits folyamat véges szelete, valos koordinatakkal és allando 1 <
r < d ranggal. Diszkrét Fourier-transzformaltja, amelyet a Szakasz ban targyalunk, a

kovetkezd

1 :
T, :=V;Z; = %ZXte’”wﬂ', j=0,...,n—1.
t=1

Pontosabban, Ty = ﬁzzle X, Ty = %2?21 X[cos(tw;) — isin(tw;)], és T—; = T},
j=1,...,k (n=2k+1) esetén. Ezért,

Z; =V 'T;=V;T;, j=0,....,n—1;

és konnyen beléthato, hogy Z,_; = Z; is teljesiil j = 1,...,k esetén.

A folyamat legjobb m-rangu kozelitGjének megtalalasahoz (1 < m < r), a d-dimenzios
T; vektort vetitjiik ki a V; m vezetS sajatvektora altal kifeszitett altérre. Fontos, hogy
a A; sajatértékei nem-névekvs sorrendben vannak. Legyen wvji,...,vjn az m legnagyobb

)

sajatértéknek megfelel§ sajatvektorok, amit a V}(m métrixba foglalunk. Ekkor

’fj(m) := PT0J span {v;1,....v;m} Lj = [Vj(m) (W(m)y} V,Z; = Z (U;ZV}ZJ») v = Z Zjiy,
/=1 /=1

és fn,j = %j, j=1,...,k esetén (az el6z8 megfontolasok szerint) n = 2k + 1 esetén. Tehat
minden j esetében, a kapott vektor a v, vektorok és a megfelel6 Z; vektor Z;, koordinatainak
linearis kombinacidja, £ =1,...,m.

Végil az X; m-rendd kozelitését az idGtartomanyban inverz Fourier-transzformaéalassal

talaljuk meg:
. 1 n—1 R '
X\(m) = IDFT [T.(m)} - T-(m) itw;
Ily moédon egy alacsonyabb rangt folyamatot kapunk, amelynek spektralsiriiségtiiggvénye

m < r rangi. Megjegyezziik, hogy ha a folyamat szabalyos (pl. racionalis spektralstirtség-

fiiggvénnyel rendelkezik), akkor az alacsony rangt kozelitése is az.
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3.5. dynPCA: alacsony dimenziés kozelités a komplex PC-kbdl

Az el6z6 rangcsokkentésbdl adodik egy dimenzidcsokkentési technika is. A frekvenciatarto-
ményban a V; m vezets sajatvektorai altal kifeszitett d-dimenzids altérre valo vetités helyett,
abba képeziink le bele. Ezt a transzformaciét mar lattuk korabban, de a teljes V; méatrixszal:

zim = [x/;(m)}*zy j=0,....n—1.

Vagy komponensenként: Z;, = v}}Tj, (¢ =1,...m) a Tj egy m-dimenzios kozelitésének ko-
ordinatait hatarozza meg, m < r < d. Z](m) = (Zj1,...,Zjm)’. Vagyis minden blokkban az
els6 m komplex PC-t vessziik. Megjegyezziik ismét, hogy az minden egyes A; atlojaban az
értékek nem-névekvs sorrendben vannak. A frekvenciatartomany PC-folyamatanak vissza-
transzformélasdhoz az idétartomanyba inverz Fourier-transzforméciot hasznélunk, ahogyan a

rangcsokkentésnél is tettiik:

o =[] g 7] wpecn] - 5 [ )

ahol ng) a kapott m-dimenzios idésor. Ez hasonlit Brillinger |12| iddsor PCA a frekvencia-
tartomcinybanﬁ modszeréhez, és a Szakasz ban szereplé numerikus megfontolasainkkal

dynPCA-nak nevezziik. Komponensenként az m-dimenziés PC-folyamat a kovetkezs:

T

1 n—1 ' n—1 .
Q™ = NG ST Zpet™i, S Zimet™i | (3.6)
5=0 §=0

Rekonstrukci6é az alacsonyabb dimenzios térbdl

Az el6z6 transzformacié egy veszteséges dimenzidcsokkents technika is. A Qu-bdl rekonst-
rudlhatunk egy, az eredetihez kozeli idésort, hasonléan a statikus PCA mitkddéséhez. A
rekonstrualt idGsor valdjaban a Szakasz alacsony rangu kozelitése:

X, := IDFT ij(m)} DEFT (Qﬁm))] =X

Minél nagyobb az atlagos kiilonbség a spektrumban a Ay és A\p41 sajatérték-folyamatok kozott,
annal kisebb a veszteség. Az algoritmus sematikus mikodési folyamata az Abra ban
lathato.

3.5.1. A dynPCA numerikus megfontolasai

Elméletileg egy n hosszusagu idésor esetében n ponton (Fourier-frekvenciakon) kell kiszami-
) matrixokat (és igy az M méatrixokat). A C(h) matrixokat (C(h)) is meg kell

becstilniink m = |n/2| lagig. Ez n novekedésével gyorsan megoldhatatlanna valik.

tanunk a V}

A gyakorlatban két egyszertsitést alkalmazunk |C4]. A kovariancidkat csak egy bizonyos

lagig becsiiljiik, mivel azok “csokkenésre hajlamosak”; és az M) méatrixokat kevesebb Fourier-

1zt késébb dinamikus fskomponens-elemzésnek nevezték el a szakirodalomban.
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3.1. abra. A dynPCA algoritmus sematikus miikddési folyamata

frekvencidn szamoljuk ki.

MZC

h=—k

forj=1,...n

Z(A)]

- My =Y C(h)e
h=-1

— forj'=1,...s

9

zwj/h

ahol s < n a felhasznalt egyenl§ tavolsdgti Fourier-frekvencidk széma, és | < k a kovari-

ancidk becsléséhez tartozo lag. Ezt kévetGen a ﬁj/-k inter-/extrapolalhatoak az n Fourier-

frekvencidra, a spektralstirtiségfliggvény-matrix folyamat folytonossaga miatt.

3.6. A dynPCA alkalmazasai

A dynPCA algoritmus két kiilonb6z6 alkalmazésat mutatjuk be. Az els6t egy pénziigyi adat-

készletre (lasd ),

a masodikat elektrokardiografias (EKG) adatkészletekre (lasd [C4]) al-

kalmazzuk. Mindegyik alkalmazés az algoritmus kimenetének kiilonb6z6 aspektusaira Gssz-

pontosit, megmutatva az algoritmus sokoldaliisidgéat.
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Appendix A

Grafikus modellek

A grafikus modellekkel kapcsolatos tovabbi bevezets anyagokat tartalmaz a disszertacio.

Appendix B

Nemparaméteres regresszio

A nemparaméteres regresszidval kapcsolatos tovabbi bevezets anyagokat tartalmaz a disszer-
tacio; és bizonyitottuk az implementalt kernel regresszids becslés négyzetes értelemben vett

konzisztenciajat.

Appendix C

Id&sorelemzés

Az id6sorelemzéssel kapcsolatos tovabbi bevezetd anyagokat tartalmaz a disszertacio.
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