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l1l.BEVEZETÉS

A Szabályozástechnika II jegyzet 1. fejezete néhány olyan
kérdést tárgyal, amely a legutóbbi években jelent meg a vonatko-
zó szakirodalomban. Ilyen tárgykörök a szabályozástechnikában
leggyakrabban alkalmazott függvénytranszformációk /a közönséges
Laplace transzformáció, a kétoldalas Laplace transzformáció és
a Fourier transzformáció összefüggései/ ; és a Parseval tétel
szorzatfüggvények integráljának kiszámítására. Ezen kivül az
első fejezet foglalkozik a gyök-helygörbe módszerrel és alkal-
mazásával stabilitás vizsgálatra és minőségi elemzésre; valamint
az ugynevezett jel-folyam diagramokkal.;

Amint a fentiekből kitünik az első fejezetbe összegyüjtött
anyag egyes tárgykörei csak laza kapcsolatban állnak egymással és
az egész első fejezet ugy tekinthető, mint a szabályozástechnika
I. tanfolyam bizonyos mértékü kiegészítése ésa szabályozástech-
nika II. tánfolyam anyagának előkészitése.

A felsorolt anyagrészeket: transzformációs módszereket,
a Parseval tételt, a gyök-helygörbe módszert és a jel-folyam
diagramokat tömör formában ismertetjük, a részletek tekintetében
az első fejezet végén található szakirodalomra utalunk, az anyag
elsajátítását viszonylag nagyszámu példa kidolgozásával kivántuk
megkönnyíteni.





1.1. Megjegyzések á szabályozástechnikában leggyakrabban

használt függvénytranszformációkról

A szabályozástechnikában a leggyakrabban használt függ-
vénytranszformációk a Laplace-transzformáció-, a Fourier-transz-
formáció és a kétoldalas Laplace-transzformáció, A következők-
ben röviden összefoglaljuk definicióikat, megadjuk a frekvencia
(az operátor) tartományba való transzformálás és az időtarto-
mányba való visszatranszformálás legfontosabb szabályait, majd

néhány példán megvilágítjuk alkalmazásukat. (A közönséges Lap-
lace-transzformációval való számolás szabályait különben ismert-

nek tételezzük fel.) Bár különösen a Fourier-transzformációnak
több formája ís ismeretes aszerint, hogy az

—
konstans ho-

gyan oszlik el a két definiciós integrál között, itt a kétolda-
las Laplace-transzformációhoz hasonló alakban szerepel. A három

függvénytranszformáció.közül a kétoldalas Laplace-transzformáció
tekinthető a legáltalánosabbnak, a másik két transzformáció spe-
ciális esetekként származtatható le belőle.

1.1.1. Definiciók és transzformálási szabályok

A szabályozástechnikában a tranziens folyamatok víizsgála-
tára, elemek vagy rendszerek dinamikus viselkedésének leirására
leggyakrabban a közönséges Laplace-transzformációt használják.
Jelölje f,(t) a negatív időkre zérus, ugynevezett pozitiv-idő
függvényt (£, (t) sz 0, ha t-0). Valamely pozitiv-idő függvény
teplacsctránözformáltja ( a továbbiakban£- transzformáltja)
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Fe, (5) és inverze a következő integrál-transzformációkkal hatá-
rozható meg:

Fe,a(8) - t1t, 9] - j f, (14) et at
19]

ctrj (1.1.1-1.)
1 1f, z£ [91] 9] ZTI !

Fe, (8) ePt as
C-j

Szt jo; 0 £t; Re p, : Re 8; Re Px-Xárc

Itt a c konstans ugy választandó meg, hogy visszatranszformálás-
kor a komplex számsíikban az imaginárius tengellyei párhuzamos és
tőle c távolsággal jobbra lévő integrálási ut valamennyi D x
pólustól jobbra legyen. Az Fe, (8) regularíitási (értelmezési)
tartománya a px pólusoktól jobbra terül el.

Másszóval az imaginárius tengellyel párhuzamos integrálá-
si ut a reguláritási tartományban halad és Pax jelöli az integ-
rálási uttól balra lévő pólusokat /1.1.1-1.ábra/. Egy részük az

1 jo az imaginárius tengelytől balra esík,
ezeket baloldali pókusoknak nevez-
zük és p, -vel jelöljük, másik ré-
szük viszont jobbra esik, ezek a

) 4 Pp, Jobboldali pólusok, Az imaginá-
x rius tengelyen lévő pólusokat p.:

vel jelöljük, esetleges besorolásuk-
ról külön megállapodás alapján kell
dönteni.p— PFP Ha az Fe, (2) függvénynek csak

Pu Pa — Py baloldali pólusai vannak, akkor a
L-transzformáltat a zárójel elha-

bell ns gyásával F, (3) alakban jelöljük.

c

a Megjegyzendő, hogyha az
1.1.1-1. ábra i

FF, (2) függvénynek véges számban

csak tisztán baloldali pólusai vannak, (vagyis Fe, (2) — F, (5) "

akkor ft, (t)——0, midőn t-——oo . Ennek fordítottja nem áll fenn,

FŐ B



az f,(o- ) s 0 feltételből még nem következik, hogy F;, ) (5)-nek
csak baloldali pólusa van,

l.1.1-1. Példa. Legyen (1.1.1-2. ábra)

£, (1) - ot [109 - 1(t-T1" ]
ahol 1(t) az egység- - A

ugrás függvény, at
1 (t-T,) pedig a T felt) - e [109- 14-10]

holtidővel késlelte- 1

tett egységugrás
függvény. A fenti
függvény $-transz- IA

formáltja s ,
— l.1.1-2. ábra

-ST.

Fc4) (s)e ;s ra-Res
Az utóbbinak az s s: 4a helyen jobboldali pólusa van, noha
£,(-) z O, Ha t-oc ésetén £,(t) nem tart zérushoz, akkor viszont
következik, hogy az F 2) (2) függvénynek van jobboldali pólusa
vagy legalább is az imaginárius tengelyen van pólusa.
1.1.1-2, Példa:

ft, (t) zett ; OoÉt

függvény s£ -transzformáltja

$ tac-cResFc,) (s) 2 S-a
amelynek az 8 zs 4 a helyen pólusa van.

1.1.1-3.. Példa. Az £,(t) zt (0 € t) függvény $£ -transz-
formáltja

!

1
Fc.) o s OsRes

ennek az .8 -z 0 helyen kettős pólusa van, amelyik az imaginárius
tengelyre esik,
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1.1.1-4. Példa. Az f, (t) z sincopt (0 Ét) függvény £ -transz-
formáltja:

F,,, (s) ost 1988;2(1) s" tOd

amelynek az imaginárius tengelyen, az S - 4 3, helyen vannak
pólusai,.

Másrészt, ha a £-transzformáltnak csak baloldali pólusai
vannak a végesben, abból még nem következik, hogy az inverz függ-
vény tisztán pozítiv-idő függvény.
1.1.1-5. Példa. Ha

T

Fc,) (s) a ;s a c Res
8 4 Aa

akkor az inverz transzformált:

sz tfe,y (1) - 0 (t4 7), . m.

ami nem tisztán pozitiv-idő függvény, hiszen a - T.£ t4 0 in-
tervallumban tet) £ 0. Ilyenkor az LO12 függvényt pszeudó
pozitiv-idő függvénynek nevezzük, mert nem 0, hanem - ?. a ha-
tárpont. (Az időszámítás kezdetét a véges 2. időpontba téve,
vagyis t" - tel, helyettesítéssel f(t") a 6" (0 ft") sze-
rint már tisztán pozitiv-idő függvényt nyerünk, (Másrészt az ér-
telmezési tartomány alsó határát zérusnak véve, vagyis a negativ-
idő függvény összetevőt elhagyva, már tiszta pozitiv-idő függ-
vényt nyerünk:

f£, (t) 2 6 B(ba74) ; 0 Ét
Ha azonban csak baloldali pólusokkal rendelkező F, (5) ra-

cionális törtfüggvény (tehát nem tartalmaz ely transzcendens
függvényt), akkor inverze biztosan pozitiv-idő függvény (és
t-——-o- esetén ft (t)—0 ) e



Régebben a tranziens jelenségek vizsgálatához, továbbá a

frekvencia jelleggörbék megállapitásáhos, ujabban pedig a szto-
chasztikus folyamatokkal és statisztikus méretezéssel kapcsolat-
ban a Fourier-transzformációt (továbbiakban F-transzformációt)
szokták alkalmazni:

F(jo) 2 F[20]] 2 j (4) et at

(1.1.1-2.)

20) 297 [(]oAcut § Fo) eí"t des

-00e ts 00 -00

Az inverz Í/-transzformáció sokszor ilyen alakban szerepel:

jos
gr: "2 , edot29 sz [00 Fagy) .

-jo (1.1.1-3.)

dco

- 1 j F(syető ds
217 j

-jo-

aholszj ua és az integrálási ut magán az imaginárius tengelyen
vezet végig ( c z 0).

Az f(t) függvénynek nem kell negatív időkre zérusnak len-
nie, viszont ahhoz, hogy a TFtranszformáció könvergens legyen,
az f(t) függvénynek abszolut integrálhatónak kell lennie, vagyis
az c

REGI at
- 200

integrálnak véges értékünek kell lennie.



Legujabban egyre inkább használják a kétoldalas Laplace-
transzformációt (a továbbiakban K-transzformációt) is:

F(s) -X [2609] - í f(t)e"t azt

(1.1.1-—4.)
,

c r1jo5

f(t) 2X7! [269 ] si F(s)et" ds
273

c -jo

Sz64 jet ; ect Kos Re Pa ? Re s c Re P4

Itt Pax jelöli az integrálási uttól balra lévő pólusokat, PB
pedig a jobbrafekvőket. Az F(s) függvényhez mindig meg kell adni
az értelmezési tartományt is, a visszatranszformáláskor a c kons-
tanst ugy kell megválasztani, hogy az imaginárius tengellyel pár-
huzamos integrálási ut a regularítási tartományon belül feküdjék,

Az itt szereplő f(t) függvény két összetevővől áll: egy
pozitiv-idő függvényből és egy negativ-idő füg gyényből:

£(t) E f.(t) t t,(t) (1.1.1-5.)

ahol

f(t tá o0o

f.(t) - 9 ha
e) Ot
6) t-0£.(t) z ha

f(t) OZt
Ennek megfelelően a K-transzformáció is két részre bontható:

F(s) - Fr. (8) t Fe, ) (5) (1.1.1-6. )

-10-



ahol
Oo

Fc.4(5) 2 § £.(t)et dt ; Res- Re Pg

Fe,z(8) 2 j f,(t)e"" dt ; Re Pp, Res
o

Amint látható Fe, (s) a közönséges £ -transzformált,
Fr.) (5) kiszámítása pedig t z - ŰÚ (ha t 4 0, akkor 04 4? )
helyettesítéssel

o

Fe) 2 [1-0 168" (-d90) 2

- 0

j ta jó 4.5
[e] (1.1.1-7.)

kapcsán visszavezethető a közönséges £ -transzformáltra,
F (-) (s) kiszámítása a következőképen történik:

a/ tükrözéssel (tz-V helyettesítéssel) az f(t) negativ-
idő függvényből £,(4 J") pozitiv-idő függvényt állitunk elő;

b/ meghatározzuk f ( V" ) közönséges £ -transzformáltját;
c/ a £ -transzformáltban S helyébe -s értéket helyettesi-

tünk.
A X atranszformáció az emlitett három integrál transzfor-

máció közül a legáltalánosabb. Egyrészt, ha f(t)-f (t), tehát
tisztán pozitiv-idő függvény, akkor a X -transzformáció a kö-
zönséges £ -transzformációba megy át. Másrészt s z j-. helyet-
tesitéssel és c - 0 vételével a K-transzformációból a F -transz-
formáció nyerhető. Ezért sokszor ju z S és c - 0 feltételezé-
sével a X-transzformárció képletei a 7 -transzformáció jelölé-
sére is fel szokták használni.

is YI








































































































































































































































































































































































































































































































