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1. Bevezetés

A bels6pontos algoritmusok (IPA-k!) kutatdsa igen aktiv teriiletté vélt az elmult évtizedekben, sokfé-
le kiilonb6z6 algoritmusvaridns implementédciéja megtalalhat6 a legmodernebb megoldé szoftverek-
ben. Ezen jelent6s érdekl6dés ellenére még mindig szdmos nyitott kérdés van mind az elméletiikkel,
mind az implementacidjukkal kapcsolatban.

Lépéshossz alapjan az IPA-k két {6 csoportra oszthaték: rovid- és hossztulépéses modszerekre.
Annak ellenére, hogy a hossztulépéses médszerek hatékonyabbak a gyakorlatban, sokdig rosszabb
elméleti komplexitdsi eredményeket tudtak igazolni ezekre az algoritmusokra, mint a rovidlépéses
valtozatokra. Az egyik els6 kivétel volt Ai és Zhang [1] 2005-ben megjelent hossztlépéses médszere.

2002-ben Darvay [3] bevezette az algebrailag ekvivalens atalakitdsok (AET?) technik&jat . A mod-
szer célja Gj keresési irdnyok meghatdrozasa IPA-k esetén, és a f6 otlete, hogy egy folytonosan diffe-
rencidlhato és invertalhat6 fiiggvényt hattatunk a centrélis tt feladatban szerepl6 centralitdsi egyen-
letre.

Munkénk sordn ezt a két megkozelitést kombinaltuk, azaz 4j, Ai-Zhang tipusti IPA-kat vezet-
tiunk be az AET moddszer alkalmazasaval két problémaosztaly, linearis programozasi (LP) feladatok
és linedris komplementaritasi feladatok (LCP-k®) esetén. Kutatdsunk f6 kérdése az volt, hogy me-
lyek azok a transzformdcios fliggvények, amelyekkel az AET mddszert alkalmazva Ai-Zhang tipusa
IPA-k esetén igazolhat6 a kapott algoritmusra a legjobb ismert komplexitasi eredmény.

1.1. A dolgozat felépitése és f6 eredményei

Ebben az alfejezetben 0sszegezziik a dolgozatban szerepl6 1j eredményeket és a hozzajuk kapcsolo-
dé publikaciokat.

A disszertaci6 2. fejezetében bevezettiink egy 1j Ai-Zhang tipust hosszuilépéses IPA-t, az AET
modszert a ¢(t) = t — +/t transzforméacios fiiggvénnyel alkalmazva. Igazoltuk, hogy az algoritmus
konvergens és a rovidlépéses IPA-kra jellemz6 jobb komplexitassal rendelkezik. Az itt kozolt elemzés
a [11] folyéiratcikkben megjelent eredmények tovabbfejlesztett valtozata.

A 3. fejezetben megadtuk az els6 olyan Ai-Zhang tipust IPA-t P, (x)-LCP-k megolddséra, amely
alkalmazza az AET technikat. Itt szintén a ¢(t) = t — \/t transzforméci6s fliggvényt hasznaltuk,
ezaltal ez az eredmény tekinthetd a 2. fejezetben szerepld algoritmus LCP-kre val6 &ltaldnositasa-
nak. Igazoltuk, hogy a mddszer konvergens, és az iterdciészamra adott felsé korldt megegyezik a
rovidlépéses algoritmusokra ismert legjobb eredménnyel. A fejezet alapjat a [9] cikk képezi.

A 4. fejezetben definidltunk egy 4j, dltalanos Ai-Zhang tipusd hossztlépéses keretalgoritmust LP
feladatok megoldasara, ahol az AET moddszer esetén alkalmazott transzformaciés fiiggvény (ponto-
sabban a skéldzott Newton-rendszer jobb oldaldbdl szarmaztathaté p(t) fliggvény) a bemenet része.
Meghatéroztuk p(t)-re vonatkozdan sziikséges feltételek egy rendszerét, és igazoltuk, hogy ha ezek
fennallnak, akkor a keretalgoritmus konvergens és a legjobb ismert komplexitassal rendelkezik. Ez-
altal megadtunk egy 1j, AET médszerhez kapcsol6do fliggvényosztélyt.

Az elemzésben magénak a ¢(f) transzformdcids fliggvénynek nem volt szerepe, de a teljesség
kedvéért a sziikséges feltételek rendszerét atfogalmaztuk ¢(t)-re is. Megadtunk tovabba olyan konst-
rukcids szabdlyokat, amelyek segitségével a tulajdonsdgokat kielégit transzformdciés fiiggvények
felhasznéldsaval 4j, a feltételeknek megfelels fiiggvényeket allithatunk eld.

Kiterjesztettiik tovdbbd az AET moédszert a szakaszonként folytonosan differencidlhat6 transzfor-
macids fliggvények esetére is. Ezek az eredmények a [10] kéziratban taldlhatok.

Az5. fejezetben ismertettiik a bevezetett algoritmusokhoz kapcsol6dé numerikus eredményeket.
Minden algoritmusvaridnst MATLAB-ban implementéltunk, és megoldottunk szamos LP feladatot,
tovabba elégséges és nem elégséges LCP-ket. LP feladatok és LCP-k esetén is kétféle 1épéshosszal

LA révidités az angol interior point algorithm elnevezésb6l szarmazik.
2 A rovidités az angol algebraic equaivalent transformation elnevezésb6l szarmazik.
3 Az angol linear complementarity problem elnevezés alapjan.



dolgoztunk, az egyik az elméleti elemzésben szerepld, a masik egy moho valtozat. Vizsgaltuk a kor-
nyezeti és frissitési paraméterek kiilonbozé beéllitdsainak hatdsat az algoritmusok teljesitményére a
@(t) = t — /t transzformécios fliggvény esetén, mind LP feladatokra, mind LCP-kre. Egy IPA-k 4ltal
numerikusan nehezen kezelhet6 feladat, a Csizmadia-LCP esetén teszteltiik, hogy a kezd6pont és a
jobb oldal médositasdnak milyen hatdsa van a futési id6re és az iterdciészamra. Az altalanos keretal-
goritmus miikodését 10 kiilonboz6 fliggvény esetén hasonlitottuk 6ssze. Vizsgaltuk, hogy a v vektor
koordinatai hogyan valtoznak az algoritmus futdsa sordn az elméleti és a moho 1épéshossz esetén.
Bevezettiink tovabba kiilonbozé nemlinedris programozasi modelleket métrixok elégségességének
eldontésére. A BARON megoldo segitségével vizsgdltuk ezek gyakorlati alkalmazhatdsagat. A feje-
zetben szerepl6 eredmények a [7-11] publikaciokban kozoltek bovitett és tovabbfejlesztett valtozatai.

1.2. A linedris programozasi feladat

Az LP probléma a szakirodalomban leggyakrabban el6fordulé optimalizalasi feladat. A standard
linedris programozdsi feladatpdr a kovetkezd alakban irhato fel:

min ¢ x, max by,
Ax=Db, ATy +s =y, (1)
x>0, s >0,

ahol az A € R™*" teljes sorrangd matrix, a b € R” és ¢ € R” vektorok adottak.

1.2.1. A centrdlis 1t feladat linedris programozasi feladatokra

Az (1) primal-dudl feladatparra vonatkozé optimalitdsi kritériumokat a kovetkezképpen adhatjuk
meg:
Ax=Db, x>0,
ATy—|—s:c, s >0,

xs = 0.

Jelolje FLP = {(x,y,s) : Ax =b, ATy+s=¢, x>0,s >0}a primal-dual megengedett
megoldéasok halmazat, FL' = {(x,y,s) € F¥ : x > 0, s > 0} pedig a szigortian megengedett
megolddsok halmazat.

IPA-k bevezetésekor az optimalitdsi kritériumok utols6 egyenletét, a komplementaritdsi feltételt re-
laxaljuk azaltal, hogy a nullvektor helyére a ve vektort irjuk, ahol v > 0 adott pozitiv paraméter, és e
jeloli azt a vektort, amelynek minden koordinatéja egy.

Ax=b, x>0,
Aly+s=¢, s2>0, )
Xs = ve,

A (2) rendszert centrdlis iit feladatnak, az ebben szereplé utolsé feltételt pedig centralitdsi eqyen-
letnek nevezziik.

Sonnevend [23] igazolta, hogy amennyiben FLF' £ @, azaz az LP feladatnak van szigortian meg-
engedett megoldésa, akkor minden v > 0 esetén a (2) centralis tut feladatnak 1étezik egyértelmii meg-
olddsa, amelyet v-centrumnak neveziink. Tovabb4, ha v tart 0-hoz, akkor a megfelel6 v-centrumok
sorozata az (1) LP feladat egy optimalis megoldasahoz konvergal. A v-centrumok halmaza egy sima,
analitikus gorbét alkot, amelyet centrdlis iithak neveziink:

C= {(x,y,s) € FI': 3v >0, amelyre xs = ve}.



1.3. A linedris komplementaritasi feladat

Tekintsiik az LCP-t a kovetkez6 alakban:

—Mx+s=gq,
xs = 0, (3)
x,s > 0,

ahol M € R"*" és q € R" adottak, és a cél a rendszert kielégits (x,s) € R" x R" vektorpdr megha-
tarozasa.

Az LCP-k alkalmazasi teriilete igen széles, példaul ilyen modellre vezet az Arrow-Debreu-féle
cseregazdasagi egyenstlyi modell Leontief hasznossagfiiggvények esetén [25], bimétrix jatékok
egyensulyi pontjainak meghatarozédsa [21], és szamos mérnoki alkalmazast taldlhatunk példdul a
[12] 6sszegz6 cikkben.

Az LP esethez hasonldan, jeldlie FXF = {(x,s) : —Mx+s = q,x > 0, s > 0} a megengedett
megolddsok halmazat, FLF = {(x,s) € FLP: x > 0, s > 0} a szigortian megengedett megoldasok
halmazat, és FECP = {(x,s) € FLCP : xs = 0} az LCP megoldédsainak halmazat.

Ha tekintjiik a szakirodalomban az LCP-k megoldésara kiilonb6z6 algoritmusokat bevezetd cik-
keket, a legtobb esetben elmondhat6, hogy a szerzok felteszik, hogy az egyiitthatomatrix rendelkezik
valamilyen specidlis tulajdonsaggal, amely lehet6vé teszi hatékony médszerek bevezetését. Az elég-
séges matrixosztalyt Cottle és szerz6tdrsai definidltak [2]. Egy M € IR"*" maétrixot oszlopelégségesnek
neveziink, ha minden x € R" esetén teljestil rd az alabbi implikacio:

x(Mx); <0 VieZ = x;(Mx);=0 ViecT. (4)

M sorelégséges, ha MT oszlopelégséges, és az M matrix elégséges, ha egyszerre sor- és oszlopelégséges
is.

1991-ben Kojima és szerzétarsai [17] bevezették a P, (k)-matrixok osztalyat. Legyen « egy adott
nemnegativ szam. M € R"*" P, (k)-mdtrix, ha

x Mx+4rx Y (x:(Mx);)" >0
i€l

teljesiil minden x € IR" esetén, ahol a fels6 indexben szerepl6 pluszjel a pozitiv részt jeloli. Ez a
matrixosztaly a pozitiv szemidefinit (PSD) matrixok* 4ltalanositdsdnak tekinthets, ugyanis x = 0
esetén a pozitiv szemidefinitség definicidjat kapjuk.

A legkisebb « értéket, amelyre M P, (x)-métrix, M handicap-jének nevezziik. A P, matrixosztalyt
pedig a kdvetkezbképpen definidlhatjuk:

P = Pu(x).

x>0

Kojima és szerz6tdrsai [17] igazoltdk, hogy ha egy maétrix P., akkor oszlopelégséges is. KésSbb
Guu és Cottle [14] bizonyitottak, hogy a P,-matrixok sorelégségesek is, azaz minden P,-métrix elég-
séges. 1996-ban Viliaho [24] igazolta a masik iranyt tartalmazast, tehat az elégséges matrixok oszta-
lya ekvivalens a P, matrixosztéllyal.

4Ahogy az LCP-k elméletében szokdsos, nem tessziik fel, hogy a PSD métrixok szimmetrikusak. Tehat az M € R"*"
matrix PSD, ha x” Mx > 0 teljesiil minden x € R" esetén.



1.3.1. A centrdlis 1t feladat linedris komplementaritasi feladatokra

LCP-k esetén a centrélis ut feladat a kovetkez6 alakban irhato:

—Mx+s =gq,
Xs = ve, )
x, s >0,

ahol v > 0 adott paraméter.

Az (5) rendszernek nem mindig létezik megoldésa, és ha igen, akkor sem feltétleniil egyértelmfi.
Egy 1997-es kéziratban Illés, Roos és Terlaky [15] elemi bizonyitasat adta néhény fontos, a P (x)-
LCP-kre vonatkozo allitdsnak. A bizonyitasok megtaldlhatok Nagy doktori disszertacidjadban [22].

1.1. Tétel ([15], Corollary 4.1). Tekintsiink egy LCP-t, és tegyiik fel, hogy az M egyiitthatomdtrix P. (i)
tulajdonsdgu. Ekkor az aldbbi dllitdsok ekvivalensek:

1. FLCP £ @
2.VweRE 3 (x,s) € FLP 1 xs = w.
3. Vv >0 3 (xs) € FLP : xs = ve.

Az utolsé allitas szerint P, (x)-LCP-k esetén, ha F. JLFCP # @, a centralis tut létezik és egyértelmdi.
Tovabba, ha v tart nulldhoz, a (5) centralis ut feladat megoldésai az LCP egy megolddsdhoz konver-
galnak. A fenti allitdsok egy mdsik bizonyitdsa és mads, az elégséges LCP-khez kapcsolédé fontos
eredmények is megtaldlhatok Kojima és szerz6tarsai [17] konyvében.

1.4. Az algebrailag ekvivalens atalakitisok médszere

Az AET moédszert Darvay [3, 4] vezette be 2002-ben. El8szor attekintjitk a médszert LP feladatok
esetén, majd ismertetjiik az LCP-kre val6 altaldnositasat.

1.4.1. Az AET alkalmazésa LP feladatok esetén

Hogy az IPA-k megaddasakor 1j keresési irdnyokat hatdrozhasson meg, Darvay a centrélis 1t feladat
alabbi ekvivalens alakjat tekintette:

Ax=Db, x>0,

ATy—I—s:c, s>0, (6)
XS
¢(;)=¢@L

ahol ¢ : (¢,00) — R folytonosan differenciélhaté és invertalhato fiiggvény, és ¢ € [0,1) adott para-
méter.

A tovabbiakban a v paraméter értékét a Ty értékre rogzitjiik, ahol u = (x's)/n a dualitdsrés,
és 0 < T < 1 adott paraméter.” Pontosabban, ha jelenleg az (x,y,s) € Fi¥ pontban vagyunk és a
v = Ttu-center felé lépiink, akkor a Newton-mddszert a (6) rendszerre alkalmazva kapjuk, hogy a

5Az Ai-Zhang tipusti médszerek jellemzésekor altaldban a T frissitési paraméter szerepel a Newton-rendszer felirasa-
ban. A dolgozatban az AET és az Ai-Zhang-féle megkozelités 6tvozése a célunk, emiatt mér az AET médszer jellemzésekor
attériink erre a jelolésrendszerre.



(Ax, Ay, As) keresési irdnyok az aldbbi rendszer megoldésai:

AAx =0,
ATAy +As =0,
Xs 7
p(e) —¢ (a) @)
SAX +xAs = Tp—————<— =t a,.
v ()

Mivel feltettiik, hogy A teljes sorrangt, tovdbba x és s szigortian pozitiv vektorok, a (7) rendszer-
nek létezik egyértelmii megolddsa.
Hogy leegyszertisitsiik az IPA-k elemzését, 4ltalaban a (7) rendszer egy skalazott valtozatat te-
kintjiik. Legyen
V= ﬁ, dx:V—Ax, ds = V—As, ésAzAdiag(X).
TH X s s

Ezen jelolések segitségével a skdldzott Newton-rendszer az alabbi alakban irhato6 fel:

Adx =0,
ATAy 4+ ds =0, (8)
dx +ds = py,
ahol 5
¢p(e) — ¢(v°)
ve'(v?)
Jelolje p azt a fiiggvényt, amelyre p(v;) = (py); teljesiil minden v; € (g, o0) esetén, azaz

Py =

_ 2
) = 2o ©)

A legtobb szakirodalomban szereplé IPA az AET technika specidlis esetének tekinthetd, ha az
identitasfiiggvényt valasztjuk transzformaciés fliggvénynek. Darvay a médszer éltalanos jellemzése

utdn a @(t) = \/t eset elemzésével foglalkozott a [3, 4] cikkeiben. A @(t) = t — /t fliggvényt el6-
Vi
2(1++/1)
fuggvényt pedig Kheirfam és Haghighi [16] vezette be el6szor az AET médszerrel kapcsolatban. Az
AET szakirodalméban alkalmazott fiiggvényekrol és az ezek segitségével bevezetett Gj IPA-krol a

dolgozatban adtunk részletes attekintést.

szor Darvay és szerzétarsai alkalmaztak a [5, 6] tanulmanyokban, a ¢(t) = transzformaécios

1.4.2. AZ AET mddszer alkalmazéisa LCP-k esetén

Az AET médszert szamos problémaosztalyra altalanositottak, ide tartozik az LCP feladatosztély is.
Az LP esethez hasonldan egy invertalhat6 és folytonosan differencidlhaté ¢ : (¢,o0) — R (ahol
¢ € [0,1) adott) transzformacios fiiggvényt hattatunk az (5) centrélis ut feladat centralitasi egyenle-
tére:

—Mx+s=q,
¢<§>:¢@% (10)

x,s > 0.



Ha a Newton-moédszert alkalmazzuk a (10) rendszerre, a keresési irdnyokra az alabbi rendszer ado-
dik:
—MAx+ As =0,

oe) —¢ (% 11
SAX + xAs = Tym =:a,. (1

v (5)
™

Ha feltessziik, hogy x és s szigortuan pozitiv vektorok, és M P, (k)-matrix, akkor a rendszernek

minden a, € R" esetén létezik egyértelmti megoldasa [18, Lemma 4.1.].
Az el6z6 alfejezetben bevezetett jelolések haszndalatdval felirhatjuk a skalazott Newton-rendszert:

—Mdx+ds =0,
’ (12)
dx +ds = py,

ahol M = DMD. Ha M P, (x)-matrix, akkor M szintén P, (x)-matrix [18, Theorem 3.5.]. Tehét a (12)
skalazott rendszernek is létezik egyértelm(i megolddsa minden p, € R" esetén.
Ahogy a fenti képletekbdl lathato, a, és p,, definicidja azonos az LP esetben megadottal.

1.5. Ai és Zhang médszere

Annak ellenére, hogy gyakorlatban a hossztlépéses IPA-k hatékonyabbak, sokaig a szakirodalomban
a rovidlépéses modszerek esetén jobb komplexitasi eredményeket tudtak igazolni, tehat az elmélet
és gyakorlat kozott ellentmondds allt fenn. Az els6 hosszulépéses IPA, amelyre a szerzék igazolni
tudtak a rovidlépéses moédszerekre jellemzé jobb komplexitdsi eredményt, Ai és Zhang [1] dltal kertilt
bevezetésre 2005-ben. Mivel a dolgozatban Ai-Zhang tipusti IPA-kat vezettiink be, fontos attekinteni
ezen megkozelités 6 jellemzoit.

Ai és Zhang {6 otlete az volt, hogy a (Ax, Ay, As) Newton-iranyokat két részre bontottdk (rendre
Axy és Ax_, Ay, és Ay_, Asy és As_), és a két komponenshez kiilonboz 1épéshosszt rendeltek. Ha
ezt a megkozelitést a (7) rendszerre alkalmazzuk, az alabbi két rendszer adédik:

AAx_ =0, AAx; =0,
ATAy +As_ =0, ATAy, +As, =0, (13)
sAx_ +xAs_ = Tuvp, = a,, SAX; +xAs; = Tyvp:g = a:g,

ahol p,, a, és pj, a,, rendre a p, és a, vektorok negativ és pozitiv részei. Az a = (a1, a2) lépés-
hosszak esetén az 4j pontot a kovetkezéképpen hatdrozhatjuk meg: x(a) = x + a;Ax_ + apAxy,
y(a) = y+ oAy + axAyy éss(a) = s+ ajAs_ + axAs,.. Fontos megjegyezni, hogy Ax; nem Ax
pozitiv része (a pluszjel most nem fels6, hanem alsé indexként szerepel), hanem annak a rendszernek
a megoldasa, ahol p;f szerepel a jobb oldalon. Ax_ pedig a mésik rendszer megolddsa, tehdt ahol a
jobb oldalon p,, szerepel. A jel6lés hasonl6 a tobbi Newton-irdny-komponens esetében is.

A (13) rendszerek skélazott valtozatanak megadasahoz bevezetjiik az aldbbi jeloléseket:

dx. — vAxx,, s — VAs,/ dx, = vAx+/ ds, = VAS+.
Ezek segitségével a skéldzott rendszerek az aldbbi alakban irhatok:
AdX_ = 0, A_dX+ = 0,
ATAy_ +ds_ =0, ATAy, +ds; =0, (14)

dx_ +ds- =p,, dx; +ds; = p},



aholA = A diag (g)

1.6. Ai és Zhang médszere LCP-k esetén

LCP-k esetén az el6z6 szakaszban leirtakhoz hasonl6an az alabbi két rendszert tekintjiik:

+ (15)

—MAX_ +As_ =0, } —MAX, +As; =0, }
’

SAx_ +xAs_ = Tuvp, = a,, sAxy +xAs; = T.”VP;; =a

A (15) rendszerek skalazott véltozatdnak meghatdrozdsahoz az el6z6 szakaszban bevezetett jelo-
léseket hasznéljuk:

—de_ + ds_ = 0, —MdX+ + dS+ = 0,
dx_ +ds_ = p,, dx; +ds; = py,

ahol D = diag(d) és M = DMD.

1.6.1. Az alkalmazott széles kornyezet

A Newton-iranyok felbontasan kiviil Ai és Zhang médszerének masik kulcsfontossagu eleme a cent-
ralis Gt egy 1j széles kornyezetének bevezetése volt:
<s).

ahol B,7 € (0,1) adott paraméterek. Mivel nem alkalmaztik az AET mddszert, a [1] cikkiikben
val6jaban a p, = v~ ! — v speciélis esetet tekintették.

LegyenZ, ={i€Z:tu—xs; >0} ={ie€Z:v, <1},ésZ_ =7\ I,;. Az AET szakirodal-
maban szerepld Osszes fliggvény és a dolgozat 4. fejezetében bevezetett fliggvényosztaly esetén is
fennall a kovetkez6 ekvivalencia:

W 1
() = {(oys) € 7 s opgl = |

(pp)i >0  akkor és csak akkor,ha i€ Z. (16)

A dolgozatban a W(’L’, pB) altaldnositott Ai-Zhang tipusu kornyezet egy modositott véltozatat al-
kalmaztuk, nevezetesen a

W, B) = {(xy,s) € FI*: |pj || < pesv > ge}

kornyezetet, ahol B, 7 € (0,1) adottak. A v > (e technikai feltétel bevezetésének célja annak biz-
tositdsa, hogy p, jol definiélt legyen. A vp/ vektor normaja helyett pedig a pj; vektor normajat
tekintettiik bizonyos becslések egyszertisitése céljabol.

2. Uj hosszilépéses belsGpontos algoritmus linearis programozasi
feladatok megoldasara

A disszertéci6 2. fejezetében egy Gj Ai-Zhang tipusu hossztlépéses IPA-t vezettiink be LP feladatok
megoldésara. Az AET médszert a ¢(t) = t — +/t transzforméciés fiiggvénnyel alkalmaztuk. Igazol-
tuk, hogy az algoritmus konvergens és rendelkezik a rovidlépéses IPA-kra jellemz6 legjobb ismert
elméleti komplexitdssal. A 4. fejezetben szerepld altalanos keretalgoritmus segitségével is lehetséges
lenne egy ilyen tipust IPA bevezetése a ¢(t) = t — /t fiiggvény esetén, azonban az itteni elemzés-
ben kihasznaljuk ennek a fiiggvénynek olyan tulajdonsagait is, amellyel a 4. fejezetben megadott



figgvényosztaly elemei 4ltaldban nem rendelkeznek. Ez4ltal jobb becsléseket, és igy jobb paraméter-
beallitasokat kaphatunk.

2.1. Az alkalmazott széles kornyezet és az (;j médszer jellemzése

A ¢(t) = t — /t fiiggvény esetén p, = 2(2‘;7_:’;) és ¢ = 1/2. Tehat ebben a specidlis esetben az 1.6.1
alfejezetben bevezetett W(t, B) kornyezet a kovetkezéképpen adhat6 meg:
—vN\ "
W(t,B) = {(x,y,s)e}ﬂpz <2(2‘;—Ve)> §ﬁésv>;e}. (17)

Feltessziik, hogy 0 < B < 1 adott paraméter.
A (9) bsszefiiggés segitségével meghatérozhatjuk a p(t) fiiggvényt ¢(t) =t — \/t esetén:

_ 2
p: <;,oo) — R, p(t) = 2(21;_t1>

Az elemzés soran felhasznaltuk a p(t) fliggvényre vonatkozé alabbi becsléseket, amelyek minden
t € (1/2,00) esetén teljesiilnek:

p(t) >2(1—t), (18)
p(t) Z —f, (19)
p(t) > (1—1)/t. (20)

(18) és (20) altalaban nem érvényesek a 4. fejezetben megadott fliggvényosztily elemeire, emiatt
az elemzés szdmos ponton eltér az dltaldnos keretalgoritmusétol.

A v > e/2 technikai feltétel szerepe a transzformacids fliggvény invertdlhatésaganak biztositésa.
Emellett a feltevés mellett igaz, hogy

i€el, <= v <1< (py),>0.

Mindegyik Gj mddszer esetén Ai és Zhang [1] eredeti elemzésének f6bb 1épéseit kovetjiikk. Hogy
igazoljuk, hogy W(7, B) val6ban széles kornyezet, sszehasonlitjuk a Kojima és szerz&tarsai [19] 4ltal
definidlt N (1 — 1) széles kornyezettel:

Neo(1—1)={(xy,s) € FI¥ : xs > tpe}. (21)
2
2.1. Lemma. Legyenek 0 < B < 1és0 < T < 1 adott paraméterek, és legyen v = <1 — g) T. Ekkor

Neo(I=1) SW(1,B) S NG (1—7).

A v vektor koordinétdira vonatkoz¢ aldbbi becsléseket az elemzés szamos pontjan hasznaljuk.

~—~

2.1. Kovetkezmény. Legyen (x,y,s) € W(t, B), ekkor

1—

IN
A

0 1 Vi e I+,

v; <Vn/tT VieTl_.

— N ™
(VAN

A \/2 fels6 korlatnak nagyon fontos szerepe van az Ai-Zhang tipust IPA-k elemzésekor, hiszen
maga a kornyezet nem korldtozza v; értékét az 7_-beli indexek esetén. Ennek megfelelGen ezt a
korlatot mindhdrom vizsgalt esetben hasznéljuk a dolgozatban.



Az elemzés f6bb lépéseinek ismertetése el6tt megadjuk a IPA pszeudokddjat:
Input: A € R"*", b € R”, c € R"
0 < T < 1 frissitési paraméter, 0 < B < 1 kornyezeti paraméter,
¢ > 0 pontossagi paraméter,
(x0,¥0,80) € W(7, B) kezd6pont.
X=X,y :=Yo0,8:=806S U := g = xgs(]/n.
while x”s > e do
Hatédrozzuk meg a Ax,, As, Ay és Ax_,As_, Ay_ vektorokat a (13) rendszerek

megoldaséval;
Legyen ay =1 és a1 = max{a; € (0,1] : (x(a),y(a),s(a)) € W(T,B)},
ahol x(a) = x + a1 Ax_ + x4, y(a) = y + a1Ay_ + ax Ay és
s(a) = s+ a1As_ + apAsy;
(x,,5) i= (x(x), y(a), 5());
u=x"s/n;
end
ALGORITMUS 1: A ¢(t) = t — 1/t fliggvénnyel bevezetett IPA LP feladatok megolddsara

2.2. Az algoritmus elemzése

Mostantol feltessziik, hogy adott egy (x,y,s) € W(t, B) pont.
Vezessiik be a kdvetkezd jeloléseket:

dx(a) = aqdx_ +apdxy, ds(a) = ards_ + apds,

ahol @ = (aq,ap) a vélasztott 1épéshossz, a1, a, € (0,1] adottak. Ezeket a jeloléseket gyakran alkal-
mazzdak az Ai-Zhang tipust médszerek szakirodalmaban, ezaltal mindegyik elemzés esetén hasznal-
ni fogjuk Sket.
Fontos megjegyezni, hogy a keresési iranyok merdlegesek, ahogy éltaldban LP feladatok esetén,
mivel
dx(a)Tds(a) = a?dx"ds_ + ajap(dx"ds, + dx ds_) +a3dx’ ds,

tovabba dx és dx_ az A matrix nullterében, mig ds; és ds_ A sorterében vannak (ez kénnyen
lathat6 a (14) rendszerbdl), igy az el6z6 kifejezésben szereplé mind a négy skaldris szorzat értéke 0.

Az elemzésben az a1 = 4/ % és ny = 1 1épéshosszakat hasznaljuk. A kovetkezd lemma pozitiv

alsé korldtot ad a x(a)s(«) vektorra, ez az els6 1épés az Gj pont szigori megengedettségének igazoldsa
soran.

2.2. Lemma. Legyen (x,y,s) € W(T,B), a1 = ﬁn—T és way = 1. Ekkor

x(a)s(a) > <1 - g) Tue.

Az x(a)s(a) vektorra meghatarozott alsé korldt minden g € (0,1) esetén szigortian pozitiv.
Az alabbi allitas az Ai és Zhang [1] cikkében szerepl6 3.2 4llitds LP feladatokra vonatkozé valto-
zata (a cikkben monoton LCP-k esetén keriil kimonddsra, de a bizonyit4s azonos marad).

2.3. Lemma. Legyen (x,y,s) € FLP és legyen (Ax, Ay, As) az aldbbi rendszer megolddsa:

AAx =0,
ATAy +As =0,
SAX + xAs = z.
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Haz+xs > 0¢és (x + toAx)(s + toAs) > 0 teljesiil valamely to € (0,1] esetén, akkor x + tAx > 0 és
s + tAs > 0 minden t € (0, to] esetén.

Az x(a) és s(w) UGj vektorok pozitivitdsanak igazoldsakor a 2.3 lemmat alkalmazzuk a z =
Tu(ayvp~ + apvp™) specidlis esetben.
A kovetkez6 két 4llitas az Gj pont dualitasrésére, azaz p(a) = x(a) 's(a) /n értékére ad korlatokat.

2.4. Lemma. Legyen aq = 1/ ’%T és oy =1, ekkor pu(a) > (1 —aq) p.

A kovetkezd lemma biztositja a dualitasrés megfeleld mértékii csokkenését.

2.5. Lemma. Tegyiik fel, hogy (x,y,s) € W(t,B), a1 = 4/ % és oy = 1. Ekkor

uw) < (1—\/§[§<1—T)—\/§Du- 22)

Megfelel6 paraméterbeallitdsokkal biztosithatjuk, hogy a dualitdsrés szigortian monoton csok-
kenjen, azaz u(a) < p teljestiljon.

2.2. Kovetkezmény. Legyen T < 1/2¢és p < 1/4. Ha (x,y,s) € W(T,B), &1 = %T és xy = 1, akkor
w(a) < p teljesiil.

Az tj pont szigorti megengedettsége mellett azt is igazolnunk kell, hogy a v(a) = X(T”;)(s DE;‘) > %e
technikai feltétel teljestil.

2.6. Lemma. Legyen (x,y,s) € W(t,B), ay = \/ BX és an = 1. Ekkor v(a) > le.

n

Jeloljiik az egy iteraci6 utan a (14) skdldzott Newton-rendszer jobb oldaldn szerepl6 vektort p, («)-
val. Az aldbbi lemma igazoldsahoz azt kell bizonyitanunk, hogy ||p,(a)™| < B teljesiil. Ez a 2.6
lemmaval egytitt azt jelenti, hogy az Gj pont a W(t, p) kornyezetben marad.

2.7.Lemma. Leqyen T < 1/2¢ésp < 1/4. Ha (x,y,s) € W(T,B), a1 = / % és wy = 1, akkor az 1ij pont
a kornyezetben marad, azaz (x(a),y(a),s(a)) € W(t, B) teljesiil.

2.3. Komplexitas

2.1. Tétel. Legyen T < 1/2és f < 1/4, a1 = \/%, ay = 1, és tegyiik fel, hogy adott egy (xo,yo,S0) €
W(t, B) kezdbpont. Ekkor az algoritmus e-optimdlis megolddst dllit el§

T
) (\/ﬁlog XO:O>

iterdcio alatt.

Az elemzésben a rogzitett a; = %, ay = 1 1épéshosszakat hasznaltuk. Az 1. algoritmus pszeu-

dokédjanak megadasakor viszont g értékét a lehetd legnagyobbra vélasztottuk tigy, hogy az Gj pont

a W(t, B) kornyezetben maradjon. Mivel a dualitdsrés aj-ben szigortian monoton csdkken és 4/ %
also korlat a pszeudokédbeli a; értékére, a 2.1 tételben szereplé komplexitasi eredmény az 1. algorit-
mus esetén is teljesiil.
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3. Uj hossziilépéses belsépontos algoritmus elégséges linearis
komplementaritasi feladatok megoldasara

A dolgozat 3. fejezetében altaldnositottuk a 2. fejezetben LP feladatokra bevezetett modszert elégsé-
ges LCP-k megoldaséra. A kapcsolédo eredmények a [9] cikkben jelentek meg.

Mostant6l feltessziik, hogy az M egyiitthatomatrix elégséges, pontosabban P, (k) tulajdonsigu,
tovabba FLCP £ @ és adott egy (xo, 80) € FLF kezd6pont.

A 2. fejezethez hasonléan ittis a ¢(t) = t — /t transzforméaci6s fiiggvénnyel alkalmazzuk az AET

modszert, azaz p(t) = 2(21:22 ! minden t € (1/2,00) esetén.

3.1. Az algoritmus és az alkalmazott széles kornyezet

Ismét egy Ai-Zhang tipusu széles kornyezetet alkalmazunk, azonban a definici6 eltér az LP esetben
ismertetettol.
B 1
ésv> —e

1+ 4k 2 }

ahol B, T € (0,1) adott paraméterek. Ahogy lathat6, most a kdrnyezetdefinicié nem csupan a p és T
paraméterektdl, hanem az egytitthatémaétrix handicap-jének értékétdl is fiigg.

El6szor ellendrizniink kell, hogy Wicp(T, B, k) valdban széles kornyezet minden nemnegativ x
érték esetén. Ehhez ismét az N3 (1 — 1) kornyezettel val6 dsszehasonlitést alkalmazunk.

Wier(s o) = {9) € 27 [of] <

2
3.1. Lemma. Legyenek 0 < T < 1650 < B < 1 adott paraméterek, és legyen v = T (1 - ﬁ) . Ekkor

No(1=1) € Wiep(t,B,x) S N (1=17).
Az alabbi kovetkezményben alsé és fels6 korldtokat adunk v koordinatdinak értékére.

3.1. Kovetkezmény. Ha (x,s) € Wicp(T, B, k), akkor
1—L<vi<l Viel,
2(1+44x) — ’
1<v;, <vVn/t Viel_.

Az elemzés ismertetése el6tt attekintjitk a vizsgalt moédszer pszeudokéjat:

Input: M € R"*" matrix, M € P, (k) egy adott x > 0 értékre és q € R”"
0 < T < 1 frissitési paraméter, 0 < B < 1 kdrnyezeti paraméter,
¢ > (0 pontossagi paraméter,

egy (xo0,80) € Wicp(T, B, k) kezd6pont, amelyre po = @
X 1= X, S := S0 €s } := Jo
while xTs > ¢ do
Hatarozzuk meg a Axy, As; és Ax_, As_ vektorokat;
Ky 1= 1és
5= argmin () = (x(a)8(0))/15 (x(a)5(0)) € Wicr (x5},
w1€(0,1

ahol x(a) = x + a1 Ax_ + apAxy éss(a) = s+ a1As_ + apAsy;

x);

T

. X'S.

‘M.— n’
end

ALGORITMUS 2: IPA P, (x)-LCP-k megoldaséra a ¢(t) = t — \/t fiiggvény alkalmazaséval
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3.2. Az algoritmus elemzése

Az elemzés sordn az a1 = ﬁ \/ % és ay = 11épéshosszakat hasznaljuk.
Igazolnunk kell, hogy az Gj pont szigortan megengedett, azaz x(«) > 0 és s(a) > 0 teljesiil.

ElGszor also korlatot adunk a két vektor koordindtankénti szorzatéara:

3.2. Lemma. Legyen (x,s) € Wicp(T,B,x), &1 = iz \/ & BT 65 wy = 1. Ekkor

x(a)s(a) > (1-“) Tue.

A pozitivitas bizonyitdsdhoz ismét Ai és Zhang [1] cikkének 3.2 allitdsat hasznaljuk. Annak elle-
nére, hogy monoton LCP-ket vizsgalnak, az eredmény itt is alkalmazhat6, mivel a bizonyitas érvé-
nyes ebben az altaldnosabb esetben is.

3.1. Allitas ([1, Proposition 3.2.]). Legyen (x,s) € FLCP és (Ax, As) a kovetkez6 rendszer megolddsa:

—MAx+ As =0,
SAX + xAs = z.

Haz+xs > 0¢és (x + toAx)(s + toAs) > 0 teljesiil valamely to € (0,1] esetén, akkor x + tAx > 0 és
s + tAs > 0 minden t € (0, to] esetén.

Az Gj pont szigort megengedettségének igazoldsakor a 3.1. allitdst haszndljuk a z = Tu(ayvp, +
avp, ) specidlis esetben.
_ x(a)"s(a)

n

A kovetkez6 lemma az 4j pont dualitasrésére, azaz u(a) értékére ad fels6 korlatot.

3.3. Lemma. Legyen (x,s) € Wicp(T, B, %), a1 1+14;<\/ ﬁn és ap = 1. Ekkor

) < (1-m [S0-0) - e - 58] )

Az algoritmus helyességéhez biztositanunk kell, hogy a dualitdsrés minden iterdciéban szigortian
monoton csokken.

3.2. Kovetkezmény. Legyen (x,s) € Wicp(T, B, k), 11 1+14;<\/ i3 o =16p=1= %. Ekkor

pla) < p.

A Wi cp(T, B, ) kdrnyezetben maradds igazolasahoz als6 korldtot is meg kell adnunk az aj pont
dualit4srésére vonatkozoéan.

3.4. Lemma. Legyen (x,s) € Wicp(T, B, k) és a1, ap € (0,1], ekkor

nle) > (1—w1—xr {“%jt(ﬁﬁi@by.

X(fx)( () «)
i
technikai feltételiink az Gj pontra is teljesiil.

Biztositanunk kell, hogy a v(a) = vektor minden koordinétdja 1/2-nél nagyobb, azaz a



13

3.5. Lemma. Legyen (x,s) € Wicp(T, B, k), 01 = 1+141<\/ ﬁn—T és ap = 1. Ekkor

1
V(IX) > Ee.

Végiil meg kell mutatnunk, hogy ||p,(a)*|| < H%' Ez az el6z6 lemma eredményével egytitt

biztositja, hogy az Gj pont valéban a Wi cp(T, B, k) kérnyezetben lesz.

3.6. Lemma. Legyen p = 7 = %. Ha oy = L\/%, ap = 16s (x,8) € Wicp(t,B,«), akkor
(x(a),s()) € Wiep(T, B, x) teljesiil.

3.3. Komplexitas

3.1.Tétel. Legyen p = T = 1, a7 = ﬁ\/%, ay = 1, és tegyiik fel, hogy adott egy (xo,s0) €
Wricp(t, B, k) kezdBpont. Ekkor az algoritmus e-optimdlis megolddst dllit el§

o) ((1 + 4x)/nlog "gso)

€

iterdcié alatt.

A 3.1. tételbdl az is kovetkezik, hogy a 2. algoritmus pszeudokddjdban szerepld 1épéshosszakkal
ugyanez a komplexitasi eredmény teljestil.

4. Egy 1j hosszulépéses bels6pontos algoritmusosztily linearis
programozasi feladatok megolddsara

A disszertacio 4. fejeztében egy altaldnos Ai—Zhang tipusd hosszulépéses IPA keretrendszert és egy
ehhez kapcsol6do fiiggvényosztalyt vezettiink be. Az AET moédszer esetén alkalmazott transzfor-
madcids fliggvény (pontosabban a skéldzott rendszer jobb oldaldbdl szarmaztatott p(t) fliggvény) a
bemenet része. Bevezetiink egy fliggvényosztalyt (sziikséges feltételek egy halmazét p(t)-re vonat-
kozo6an), amelyre a keretalgoritmus konvergencidja és a legjobb ismert komplexitdsi eredmény iga-
zolhato.

A 4.3 alfejezetben a feltételrendszert dtfogalmazzuk a ¢(t) transzformécids fliggvényre is, a 4.4
alfejezetben pedig kiterjesztjiik az AET moddszert szakaszonként folytonos transzformaécios fliggvé-
nyekre.

Ezek az eredmények a [10] kéziratban szerepelnek.

4.1. Az altaldanos keretalgoritmus és elemzése

A 2. fejezetben szerepld IPA elemzésekor a 2.1. kovetkezményben lattuk, hogy a v vektor koordina-
tdira vonatkozodan az aldbbi fels6 korlat adhato:

Z)Z'St*lz\/i Viel.

Ez a fels6 korlat nem fiigg sem a vizsgalt algoritmustdl, sem a transzformaécios fliggvénytél, ez-
altal altaldnosan alkalmazhato. A (9) képlet szerint a p(t) fiiggvény értelmezési tartoménya a (¢, o)
intervallum. Mivel p(t) argumentumdban mindig a v vektor koordinatdi szerepelnek, az el6bbi meg-
figyelés szerint elég, ha p(t)-t a ({,t*] intervallumon értelmezziik, és csak erre vonatkozdan adjuk
meg a sziikséges also és fels6 korlatokat.
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Az elemzés 1épéseinek ismertetése el6tt megadjuk az 4ltalanos keretalgoritmus pszeudokddjat.
A p(t) fuggvény a bemenet része, ezaltal kiillonboz6 p fiiggvények esetén mds és mas hosszulépéses
algoritmust kapunk.

Input: A € R™", b € R", c € R", egy p(t) : ({,t*] — R fuggvény,
0 < T < 1 frissitési paraméter, 0 < f < 1 kdrnyezeti paraméter,
¢ > 0 pontossagi paraméter,

(x0,y0,80) € W(t, B) kezd6pont, amelyre yp = @
X:=Xg,y:=Y0,5:=80€s U := o
while x”s > e do
Hatarozzuk meg a Axy, Ay, Asy és Ax_, Ay_, As_ vektorokat (13) megoldasaval ;
(a1,a2) := argmin{u(a) : (x(), y(a),5(a)) € W(T, B)},
ahol x(a) = x + a1 Ax_ + axAx, y(a) = y + a1Ay_ + axAy és
s(a) =s+aAs_ +arAs;

ALGORITMUS 3: Az LP feladatok megolddsara szolgal6 altaldnos keretalgoritmus
Mostantol feltessziik, hogy p(t) : (&, t*] — R teljesiti az alabbi feltételeket:

P;) p(t) > 1 — > minden (&, 1) esetén.

(

(P,) Létezik ¢ > 0 konstans, amelyre p(t) > —c(t — 1/t) teljesiil minden ¢ € [1, t*] esetén.
(P3) Létezik r > 0 konstans, amelyre p(t) < —r(t — 1/t) teljesiil minden ¢ € [1,t*] esetén.
(

Py) Léteznek ¢ € [1,2) és 7 € (&, 1) konstansok, amelyekre p(t) < o(1 — #?) teljesiil minden
t € (n,1) esetén.

A (Py) és (P3) feltételekbdl kovetkezik, hogy p(1) = 0. Ez a két tulajdonsag also és felsé korldtokat
ad a p(t) fuggvényre az [1,t*] intervallumon. A (P;) és (P,) tulajdonsagok a p(t) figgvény (¢, 1)
intervallumon felvett értékeire vonatkoznak. A (P;) tuajdonsdg nem sziikséges az elemzés egyes
lépéseinek igazolasdhoz, azonban sziikséges és elégséges feltétele annak, hogy létezzenek megfeleld
frissitési és kornyezeti paraméterek.

A (Pq) és (P3) tulajdonsagokbol adoédik az alabbi fontos ekvivalencia:

p(t) >0 akkor és csak akkor,ha t € ({,1). (23)

Az elemzésben sehol nem hasznaljuk ki a ¢ és p fiiggvények kozotti kapcsolatot. Emiatt mostan-
tol elhagyjuk az als6 indexet a p,, vektor jelolésébdl, és egyszertien p-t frunk.
Ahogy a bevezetésben mar emlitésre keriilt, az alabbi széles kornyezetet hasznéljuk:

W(t,B) ={(xy,8) € Fy:[[p"]| < pésv > Ze},

ahol B és T adott paraméterek. A definiciéban a v > ¢e technikai feltétel is szerepel, hogy biztositsuk,
hogy p j6l definidlt.

Hogy igazoljuk, hogy W(t, B) val6ban széles kornyezet ebben az éltalanos esetben is, az N (1 —
T) széles kornyezettel hasonlitjuk ossze.

4.1.Lemma. 1. Tegyiik fel, hogy (Ps) teljesiil, ekkor N5 (1 — ) C W(T, B).
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2. Tegyiik fel, hogy (P1) teljesiil, és legyen v = (1 — B)T. Ekkor W(t,B) C N (1 — 7).
A kornyezet definicidjat felhasznélva also6 és felsd korlatokat adhatunk a v vektor koordinétaira.

4.1. Kovetkezmény. Tegyiik fel, hogy (P;) teljesiil és (x,y,s) € W(t, B). Ekkor

Ahogy a pszeudokdédbol és a kornyezet definici6jabol is lathatd, a  és T paramétereknek fon-
tos szerepe van az elemzésben. Emiatt a p(t)-re vonatkozé (P1)-(P.) tulajdonsdgok mellett a § és T
paraméterekre vonatkozodan az alabbi feltételeket vezetjiik be:

(C1) 0<B<2(1-&)/3 és 0<T<]1,

(Cy) \/E< (1-1),

1 _ 2
(C3) 1—4/1 + < minden t € [\/1 — 3,8,1) esetén,
\/ B0 = 0 :
ahol c és r rendre a (P») és (P3) feltételeket kielégité pozitiv konstansok.
Annak ellenére, hogy (C3) fiigg p()-t6lis, ez a feltétel B és T értékére ad korlatokat. A (Py) feltétel
sziikséges és elégséges feltétele annak, hogy létezzenek a (Cs) feltételt kielégitd paraméterértékek.

4.1.1. Az algoritmus elemzése

Mostantol feltessziik, hogy (x,y,s) € W(B, T) adott.

T
Legyen p(a) = W a Newton-1épés megtétele utdn kapott pont dualitasrése. A kovetkezd
lemmak a dualitdsrés megvaltozasat vizsgéljak egy iterdci6 utan. El6szor p(a) értékére adunk alsé
korlatot.

4.2. Lemma. Ha (P,) teljesiil, akkor
u() > (1 - o).

Ahogy ez altaldban megszokott az Ai-Zhang tipust mddszerek elemzésekor, mostantol rogzitjiik

az ny = 1 értéket (a pozitiv irdnyba teljes Newton-1épést tesziink). Tovabba fixdljuk az a1 = %\/%
értékét is.
A kovetkezd lemma az 4j pont dualitdsrésére vonatkozéan ad felsd korlatot.

4.3. Lemma. Legyen oy = %\/% és wy = 1. Tegyiik fel, hogy (P,) és (P3) teljesiil. Ekkor

ua) < (1 - [(1 —T)r—c ﬁr} oq) 1.
Tovdbbd ha (C,) is teljesiil, akkor a dualitdsrés csokken, azaz pu(a) < p.

Hogy az 1j iteraltak szigora megengedettségét igazolhassuk, als6 korlatot adunk az x(a)s(«)
vektorra vonatkozoan.

4.4. Lemma. Tegyiik fel, hogy (P1)-(P3) teljesiil, és legyen ay = 14/ %T, valamint ay = 1. Ekkor

x(a)s(a) > (1 - ;[ﬁ) je
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4.2. Kévetkezmény. Tegyiik fel, hogy a (P1)-(P3) feltételek teljesiilnek, és legyen a; = 14/ ﬁn—r, ay = 1. Ha
B < 3, akkor x(a)s(x) > 0.

A 2.3. lemma alkalmazasaval igazolhat6, hogy az 4j pont szigortian megengedett, azaz x(«) és
s(«) minden koordinatdja pozitiv.

4.5. Lemma. Tegyiik fel, hogy a (P1)-(P3) feltételek teljesiilnek, és legyen ay = 14/ %T és wy = 1, tovdbbd
B < 2. Ekkor x(a) > 0 és s(a) > 0.

A 4.4. lemma segitségével sziikséges feltételeket adhatunk meg a v > (e technikai feltétel teljesti-
lésére vonatkozdan egy iterdci6 utdn.

4.6. Lemma. Tegyiik fel, hogy teljesiilnek a (P1)-(P3), (Cy) és (C,) feltételek, és legyen ay = 14/ % ésay =1,
ekkor v(a) > Ce.

Jelolje p(«) a skdlazott Newton-rendszer jobb oldaldn szerepl6 vektort az a = [a; ap] hosszusédgu
lépés megtétele utan. Igazolhato, hogy ||p(a) ™| < B teljesiil, ez a 4.6. lemma eredményével egyiitt
aztjelenti, hogy az Gj pont a W(7, B) kornyezetben marad.

4.7. Lemma. Tegyiik fel, hogy teljesiilnek a (P1)-(P3) és (C1)-(Cs) feltételek. Legyen ay = 14/ % és oy = 1.
Ekkor

lp(2)"] < B.

4.1.2. Komplexitas

4.1. Tétel. Tegyiik fel, hogy a B, T € (0,1) paraméterek és a p(t) fiigguény adottak, és kielégitik a (P1)-(Py)
és (Cq)-(C3) feltételeket a ¢ > 0 és r > 0 konstansokkal. Tegyiik fel tovdbbd, hogy adott egy (Xo,yo,80) €

W(t, B) kezdBpont. Legyen ay = % % és wy = 1. Ekkor az algoritmus e-optimdlis megolddst dllit el0

€

T
XS
O (\/ﬁ log ~° 0)
iterdcio alatt.

A 4.1. tételbdl az is kovetkezik, hogy a 3. algoritmus leirdsdban szereld 1épéshosszak esetén iga-
zolhat6 ugyanez a komplexitdsi eredmény.

4.2. A tulajdonsagok vizsgalata specidlis fiiggvények esetén

Ebben a szakaszban olyan fiiggvényeket adunk meg, amelyek a bevezetett fiiggvényosztalyba tar-
toznak. Az 1. tablazat els6 6t sordban az AET szakirodalmdboél ismert fliggvények lathatok. A tobbi
fiiggvény a [10] kéziratban és a disszertacidban keriilt el6szor bevezetésre az AET modszerrel kap-
csolatban. A 7-9. és a 12. sorok valdjdban fiiggvényosztalyokat adnak meg a k és m paraméterek
értékei alapjan. Az utols6 négy oszlopban a (C;)-(C3) feltételeket kielégits lehetséges paraméterérté-
keket adtunk meg c, 7, B, és T esetén.

Az AET szakirodalméban szerepl6 sszes kordabban alkalmazott fiiggvény esetén a p(t) fiiggvény
folytonos volt. Az altalunk alkalmazott elemzés azonban sehol nem haszndlja fel p(t) folytonossa-
gat, ezdltal tekinthetiink nem folytonos fliggvényeket véges sok elstfaju szakaddssal, feltéve, hogy
a (P2)-(Py4) feltételek teljesiilnek. A tablazat tizedik sordban lathatunk példat ilyen fiiggvényre. A
tizenegyedik és tizenkettedik sorokban pedig olyan p(t) fliggvényeket adtunk meg, amelyek nem
szigortian monoton csokkendek az [1, t*] intervallumon.
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o(t) p(t) Feltételek c |lc|r B T
1. t 1y - 0 [1]1 } !
2. Vi 2(1-1) - 0 |2]1 i i
> aal by : Ps] 4 :
. S (s -~ o gBn] :
5 £t Vi e : UNEEE N :
7 7
6. tarctan t % - 0 1 % % %
7. tFint 2;1235?1 k=1 e F |1 5 % =
5 ’ = k21 |0 14| & &
9. Nincs zart alak m’;ﬂjl(l —t) m>2,k>1|m+ |1 % % (1 — %m) % (1 — ﬁ)
Lo, {t ift <o, {}t ift < o, ] o 1211 . .
VEi+VB—VB ift> L 21-1) ift> L 8 8
11. Nincs zért alak —costln (%t) ft+coslln(%) +1 - 0 2 % % %
12. Nincs zart alak k(cost —cos1) —t+1 ke L2 0 |2 % i %

1. TABLAZAT. A tulajdonsagok és paraméterek vizsgalata specidlis fliggvények esetén

4.3. A ¢ fiiggvényre vonatkozo feltételek megadasa

Ahogy mér emlitésre kertilt, az dltalanos keretalgoritmus elemzése sordn csak a p(t) fiiggvény tulaj-
donsagait hasznaljuk, és nem sziikséges, hogy ez a fliggvény (9) alakban legyen megadva valamely
¢ figgvényre. Ha egy ¢ fliggvényre vonatkozéan szeretnénk eldonteni, hogy az elemzésiink alapjan
a keretalgoritmussal O(y/nL) komplexitdsu IPA-t kapunk-e, elég, ha (9) alapjan meghatarozzuk a
megfeleld p(t) fliggvényt, és erre ellendrizziik, hogy rendelkezik-e a (P1)-(Ps4) tulajdonsagokkal.

Mindemellett, mivel a keretalgoritmus az AET mddszerrel kapcsolatban keriilt bevezetésre, sze-
retnénk megfogalmazni néhany fontos megfigyelést a ¢ transzformdcios fiiggvényre vonatkozéan.

Ha a ¢ fliggvényt megszorozzuk egy nemnulla szdmmal vagy hozzdadunk egy konstans értéket,
akkor a neki megfeleld p(t) fiiggvény nem valtozik. Ez azt is jelenti, hogy egy adott p(t) fliggvény
végtelen sok ¢ transzformaciés fliggvényhez tartozik.

Az iménti megfigyelések alapjan az dltaldnossag elvesztése nélkiil feltehetd, hogy ¢(u) szigortan
monoton novekvs és ¢(1) = 0. Ezen feltevések mellett egyszertibben felirhatjuk a ¢(u)-ra vonatkoz6
sziikséges feltételeket. Ha megtartjuk a ¢(u)-ra vonatkoz6 folytonos differencidlhatdésagi feltevést,
akkor a (P1)-(Ps4) tulajdonsdgok a kovetkez6képpen fogalmazhatok at a ¢(u) transzformdcios fiigg-
vényre:

(P1) ‘P,((l;)) < —/u(1 — u) teljesiil minden u € (&2,1) esetén.

'

(P3) Létezik ¢ > 0 konstans, amelyre ;0,((?) < c(u—1) minden u € [1, (£*)?] esetén.

(P3) Létezik r > 0 pozitiv konstans, amelyre ;P,((l;)) > r(u— 1) minden u € [1, (#*)?].

(P4) Léteznek o és i1 konstansok, amelyekre ¢ € [1,2) ésn € ({,1), és :5’((74)) > —ov/u(1—u) teljesiil

minden u € (52,1) esetén.
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4.4. Médositott AET mdédszer bevezetése szakaszonként folytonosan differencialhaté
transzformaciés fiiggvények esetén

Korédbban mar emlitésre keriilt, hogy amennyiben p(t) kielégiti mind a négy megadott feltételt, ak-
kor lehet véges sok helyen els6faja szakaddsa, vagy megvéltozhat a monotonitdsa, mivel ezeket a
tulajdonsagokat sehol nem hasznaljuk az elemzés soran.

p(t) definicidja alapjan lattuk, hogy az altalanossag elvesztése nélkiil feltehetd, hogy ¢ folytonos,
szigortian monoton novekvd, és ¢(1) = 0. Ebben a szakaszban azzal foglalkozunk, hogy mi torténik,
ha elhagyjuk a ¢-re vonatkoz¢é differencidlhatoséagi feltevést, és feltessziik, hogy a ti, to, ..., t pon-
tokban nem differencidlhaté (k € IN). Ha ¢-t egy olyan p fliggvénybdl kiindulva hatarozzuk meg,
amely teljesiti a (P1)-(P4) fetételeket, és véges sok els6faji szakaddsa vana ty, t, ..., t, pontokban, ak-
kor ¢ folytonosan differencialhaté lesz a (&2,t1) és (t;,t11),i € {1,...,k — 1} nyilt intervallumokon,
és a féloldali derivéltak is léteznek a 1, t, . . ., tx pontokban. Ezaltal feltehetd, hogy ¢ szakaszonként
folytonosan differencidlhaté (PC!) fiiggvény.

Feltessziik tovabb4, hogy a féloldali derivéltak értéke a toréspontokban nem 0.

Definidljuk a kovetkez6 fliggvényt:

d (u _ (p’(u), ha3die {1,...,](— 1}, hOgyM S (ti,ti+1),
? hmt%t?— (p’(u) hau € {tl, tr,.. -/tk}-

dy(u) definicidja szerint azokban a pontokban, ahol ¢(u) nem differencidlhat6, ¢’(u)-t az u pont-
beli jobb oldali derivalt értékével helyettesitjiik, de valéjadban barmelyik féloldali derivaltat hasznal-
hatnank.

A ¢(u)-ra vonatkozo feltételeket a folytonosan differencidlhaté esetben ugy kapjuk, hogy a (P?)-
(P%) feltételekbe ¢’ (u) helyett d,(u)-t irunk.

A Darvay altal bevezetett eredeti AET mddszer esetén van a transzformadcios fliggvényre vonat-
kozoéan folytonos differencidlhatéségi feltétel, igy a Newton-iranyok meghatarozasara alkalmazhat6
a Newton-mdédszer. Ha azonban elhagyjuk ezt a feltevést, dltalanositanunk kell az AET moédszert a
PC! fiiggvények esetére.

A Newton-moédszer helyett ebben az esetben alkalmazhatjuk a Kojima és Shindo [20] &ltal 1986-
ban bevezetett altalanositott Newton-médszert. Ehhez azt kellett igazolnunk, hogy a (6) rendszer-
nek megfeleltethetd nemlinedris leképezés szakaszonként folytonosan differencidlhaté leképezés
R+ 5] R* M+ re, ha ¢ PC! fiiggvény.

Ezéltal a féloldali derivaltak alkalmazdsaval hasznéalhaté az AET moédszer abban az esetben is, ha
a transzformadcios fiiggvény nem differencialhato, de szakaszonként folytonosan differencialhato.

4.5. Konstrukciés szabdlyok

A disszertaci6 4.3.2 alfejezetében kiilonboz6 lemmaékat igazoltunk arra vonatkozéan, hogy hogyan
konstrualhatunk a feltételeket kielégité ¢ fliggvényeket azon fliggvények segitségével, amelyekre
mar igazoltuk, hogy a tulajdonsagok teljestilnek. Ahogy ezekbdl az eredményekbdl lathato, a meg-
felel¢ transzformacids fliggvények halmaza jelentésen nagyobb annal, mint amelyek kordbban az
AET modszer szakirodalméban szerepeltek. A bevezetett konstrukcids szabélyok a fiiggvényosztaly
tovabbi bovitésére adnak lehetdséget.

5. Numerikus eredmények

Ebben a szakaszban ismertetjiik a dolgozat 5. fejezetében szerepl numerikus eredmények legfonto-
sabb tapasztalatait.
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5.1. Linearis programozasi feladatok

Az LP esetben bevezetett kiilonb6z6 algoritmusok hatékonysagat a Netlib konyvtarbol [13] szarmazo
tesztfeladatok esetén vizsgdltuk. Egyszertibb el6feldolgozédsi médszerek alkalmazdsa utdn az 6ndu-
alis beagyazas modszerét alkalmaztuk, ezaltal a IPA-kat szigortian megengedett megoldasbél tudtuk
elinditani.

Implementéltuk a dolgozat 4. fejezetében ismertetett altaldnos keretalgoritmust, és kiillonboz6
numerikus teszteket végeztiink az elméleti elemzésekben hasznélt és egy moho 1épéshossz esetén is
(ez utébbi esetben a lehetd legnagyobb lépést tessziik meg tigy, hogy még a kornyezetben maradjon
az Gj pont). A 4.1. tételben igazolt komplexitasi eredmény a moho véltozat esetén is teljestil.

A @(t) = t — +/t fliggvény esetén hat kiilonboz6 paraméterbeallitast tekintettiink B és T értéke-
ire, és vizsgaltuk, hogy ezek valtoztatdsaval hogyan véltozik a feladatok megolddsdhoz sziikséges
iteraciészam és futasi id6. A legjobb eredményeket akkor értiik el, amikor a B kornyezeti paraméter
értékét nagyra, a T frissitési paraméter értékét pedig egy kisebb, de nem tul kicsi értékre allitottuk
be.

Az altalanos keretalgoritmus miikodését tiz kiillonb6z6 transzformacids fiiggvény esetén hason-
litottuk Ossze. Ezek koziil néhdny mar j6l ismert volt az AET mdédszer szakirodalmébol, a tobbi a
dolgozatban bevezetett 1j fliggvények koziil keriilt kivédlasztasra. Ez utdbbi kategodridba tartozik az
elsé AET fiiggvény, amely végtelen sokszor véalt monotonitdst. Az AET modszer folytonosan diffe-
rencidlhat6 esetre valo kiterjesztésével lehetéségiink nyilt PC! transzformacios fiiggvények alkalma-
zéséra is. A kivalasztott fiiggvények kozott igy egy PC! fiiggvény is szerepel. Az erre vonatkozo
futasi eredmények igéretesek, az ebben az esetben kapott iteraciészamok a legtobb feladat esetén a
legjobbak kozott voltak.

Amikor az elméleti 1épéshossz esetén kapott eredményeket vizsgaltuk, azt tapasztaltuk, hogy a v
vektor koordinétdi egy nagyon sz{ik intervallumban maradtak, amennyiben a kezd6pont kozel volt
a centrdlis ithoz. A moho véltozat esetén a gyakorlatban kapott fels6 korldtok szintén nagyon tavol
maradtak az elméleti elemzésben szerepl6tdl, és tigy tlinik, hogy fiiggetlenek a feladat méretétsl.
Ennek a jelenségnek a jobb megértése és elméleti aldtamasztasa fontos lépés lehet majd a moédszerek
tovabbfejlesztésekor és dltaldnositdsakor.

5.2. Linearis komplementaritasi feladatok

Mivel elégséges LCP-k esetén az elemzést a ¢(t) = t — \/t fliggvény esetén végeztiik el, minden
numerikus tesztnél ezt a rogzitett transzformacios fliggvényt tekintettiik. Az LP esethez hasonléan
implementaltunk egy elméleti és egy moho algoritmusvaridnst is. Ahhoz, hogy a gyakorlatban is
hatékony moédszert kaphassunk, jelentésebb véltoztatasokra volt sziikség az elméleti algoritmushoz
képest, ahogy ez altaldban igaz LCP-k esetén. A x-fliggd kornyezetdefinici6 helyett a moho algorit-
musvaridns esetén egy x-fliggetlen kornyezetet hasznaltunk.

Az LP esethez hasonléan kiilonb6z6 paraméterbeéllitdsokat hasonlitottunk dssze p és T értékei-
re. Itt a legjobb eredmények abban az esetben adédtak, amikor B a lehet6 legnagyobb és T a lehetd
legkisebb volt. Az LP esethez képest tapasztalt eltérés oka lehet az, hogy az 6ndudlis bedgyazas alkal-
mazasdval kapott feladatok specidlis strukttiraval rendelkeznek, de ez a kérdés tovabbi vizsgélatokat
igényel.

Egy maésik érdekes kérdés, amit vizsgaltunk ebben a fejezetben, az a kezd6pont megvalasztasa-
nak szerepe volt. Megnéztiik, hogy milyen hatassal van a kezd6pont (és bizonyos esetekben a jobb
oldali vektor) médositdsa az algoritmus teljesitményére egy olyan tesztfeladat esetén, amelyrdl is-
mert, hogy IPA-k szdmdra numerikusan nehezen kezelhetd (Csizmadia-LCP). Azt tapasztaltuk, hogy
még kis moédositadsok esetén is igen jelentds javulast lehet elérni. Ezek az eredmények azt mutatjak,
hogy elégséges LCP-k esetén a paraméterek megfelel6 megvélasztasa mellett a kezd6pont megva-
lasztésa is kulcsfontossdgu kérdés, és ez bnmagaban meghatarozhatja, hogy numerikusan tudunk-e
kezelni egy feladatot.
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A v vektor koordinatdira vonatkozéan az LP esethez hasonl6 eredményeket kaptunk.

Bevezettiink tovdbbd kiilonb6z6 nemlinedris programozasi modelleket matrixok elégségességé-
nek eldontésére. A moédszer gyakorlati alkalmazhatdsaganak tesztelésére a BARON globélis nem-
linearis megoldét hasznaltuk. A tesztfeladatokat kis méretben (legfeljebb 10 x 10 méretig) tudtuk
ezzel a megkozelitéssel megoldani. A futdsi id6k sokkal jobbak voltak akkor, amikor a vizsgalt mat-
rix nem volt elégséges (tehét olyan vektor meghatdrozdsa volt a cél, amelyre a definiciéban szerepld
implikaci6é nem teljestil).

6. Osszegzés, tovabbi kutatasi iranyok

A disszertaciéban Ai-Zhang tipusd hosszulépéses IPA-kat vezettiink be LP feladatok és LCP-k meg-
oldéséara. Az 1j keresési irdnyok meghatarozasdhoz a Darvay altal definidlt AET médszert alkalmaz-
tuk.

Elészor az AET médszert a () = t — /t fliggvénnyel alkalmazva adtunk meg egy 4j hosszd-
lépéses IPA-t LP feladatok megoldasédra. Igazoltuk, hogy a mddszer konvergens és rendelkezik a
legjobb ismert komplexitédssal.

Ezutadn ezt a mddszert 4ltalanositottuk elégséges LCP-k megoldasara. Erre az IPA-ra szintén bi-
zonyitottuk, hogy rendelkezik a rovidlépéses modszerek esetén ismert legjobb komplexitassal.

A kutatdsunk 6 kérdése az volt, hogy milyen fliggvényekkel alkalmazhatjuk az AET moédszert
Ai-Zhang tipustt médszerek bevezetésekor tgy, hogy a kapott modszerre igazolhat6 legyen a ro-
vidlépéses varidnsokra jellemz6 jobb komplexitdsi eredmény. Bevezettiink egy altalanos Ai-Zhang
tipust keretalgoritmust, ahol a transzformaéciés fliggvény (pontosabban a skaldzott rendszerbdl szar-
maztathat6 p(t) fliggvény) a bemenet része. A p(t) fiiggvényre vonatkozéan megadtunk olyan fel-
tételeket, amelyek fenndlldsa esetén a kivant komplexitasi eredményeket igazolni tudtuk.

Altalanositottuk az AET médszert szakaszonként folytonosan differencialhaté transzformacios
fiiggvények esetére. Ehhez a Kojima és Shindo altal bevezetett altalanositott Newton-moédszert al-
kalmaztuk. Tovabbd megadtunk olyan konstrukciés szabalyokat, amelyek segitségével a feltételeket
kielégits transzformdcios fliggvények felhasznédldsaval Gjakat allithatunk eld.

A munkank fontos része volt nem csupan az 4j algoritmusok elméleti elemzése, de numerikus
tesztelése is. Az &ltaldnos hosszulépéses keretalgoritmust MATLAB-ban implementéltuk mind LP,
mind LCP feladatok esetén. Mivel az elméleti valtozatok gyakorlatban 4ltalaban nem hatékonyak,
mindkét esetben vizsgaltunk moh¢ algoritmusvariansokat is.

Kutatdsunk sordn szamos érdekes 1ij kérdés felmeriilt az IPA-k elméletével és implementécidjaval
kapcsolatban is. A kovetkez6 célunk az LP esetben bevezetett keretalgoritmus és fiiggvényosztaly
elégséges LCP-kre val6 altaldnositdsa.

Szeretnénk tovabba Osszehasonlitani az dltalunk bevezetett fliggvényosztalyt mas, nem az AET
modszeren alapul6 fliggvényosztalyokkal, példdul a kernelfiiggvényes megkozelitéssel.

A v vektor koordinatdira vonatkozé megfigyeléseink azt sejtetik, hogy amennyiben a kezd6pont
kozel van a centrdlis tithoz, az elméleti elemzésben hasznalt kornyezet sokkal szélesebb, mint amely-
ben valdjadban az el6allitott pontsorozat halad. Szeretnénk megvizsgélni, adhaté-e konstans fels6
becslés a v vektor koordinatdira.

Az implementdci6 esetén szeretnénk még numerikus kisérleteket végezni tovabbi, a bevezetett
osztalyban szerepl6 fiiggvényekkel. Lattuk, hogy a kezd6pont megvélasztdsanak szintén kulcsfon-
tossdgu szerepe lehet LCP-k megolddsakor, ezen a tertileten is szeretnénk tovébbi vizsgédlatokat foly-
tatni.
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