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ELŐSZÓ

Jelen jegyzet az 1966 tavaszán a Mérnöki Továbbképző Intézet keretében
tartott "Valószinüségszámitás" előadás sorozat tervezett anyagát tartalmazza.
Az idő rövidsége miatt ugyanis az anyag egy része nem került előadásra, a
jegyzetben azonban szerepel. A valószinüségszámitás ma egyre inkább behatol
a müszaki gyakorlatba. Ennek ellenére a műegyetemi oktatás ezt a jelenséget
nem követte és villamosmérnökeink nagyrésze nem kellően tájékozott ezen a
területen. A tapasztalat azt mutatja, hogy a külföldi cikkek ma már ugyanolyan
természetességgel utalnak valószinüségszámitási fógalmakra és tételekre, mint
pl. operátor számitás, vagy mátrix számitás matematikai apparátusára.

Az igény és a lehetőségek közti ezen hiány részben történő pótlására szol-
gálna ez a jegyzet, amelynek anyaga kb. megfelel annak, amit a szerző véle-
ménye szerint az egyetemi oktatásban elő kellene adni.

Az anyag összeállitásánál szempontként szerepel az a tény, hogy a jegyzet
döntően mérnökök számára készült és igy a szabatos matematikai levezetések
nem szerepelnek kellő sullyal az anyagban, viszont a szemléleti kép tisztaságá-
ra és a fogalom alakitás helyességére irányuló törekvés remélhetően felfedez-
hető az anyagban.

Mint minden tudomány elsajátitásánál, az önálló gondolkodást igénylő pél-
dák megoldása nézetem szerint a legjobb ut az anyag birtokbavételére. . Ezt szoi
gálja az az elég részletes példasorozat, amely az egyes részekhez kapcsolódik.
Minthogy a példák jórésze elvi jelentőségü is egyben, a példák megoldásait is
közöltük. Ennek ellenére ha szabad tanácsot adni, csak azt lehet javasolni az
olvasónak, hogy igyekezzék a példákat önállóan megoldani és csak sikertelenség
esetén forduljon a példa megoldási kulcsához. Ez még akkor is kiváló szolgála-
tokat tesz, ha a példák megoldása nem minden esetben sikerül önállóan, hiszen
a megoldásnál követett gondolatmenet sokkal jobban érthető, hogy annak legalább
egy részén magunk is keresztülrágjuk magunkat.





VALÓSZINÜSÉGSZÁMITÁS

1. Bevezetés és történeti áttekintés

Jóllehet a valószinüségszámitás absztrakt tudomány, a matematika egyik
ága, mégis - mint az nem ritka eset - egyértelmüen megadható az a reális
problémakör, amelynek matematikai modellje a valószinüségszámitás legelső
feladatait felvetette és ezzel ezt a tudományágat életre hivta. Ez a realitás pe-
dig nem volt más, mint a szerencsejátékok problématikája. Mellesleg szólva
ma is sok ember érdeklődése akkor fordul a valószinüségszámitás felé, amikor
a lottó találati esélyeit kivánja megállapitani. A XVII. század Franciaországá-
ban nagy játékőrület tombolt az előkelők szalonjaiban. Egy szenvedélyes játé-
kosnak, bizonyos de Mére lovagnak jutott eszébe az a frappáns gondolat, hogy a
nyerési sanszokat illetően matematikus ismerősétől Fermattól kérjen tanácsot.
Ő az érdekes problémákat kollégájával Pascallal vitatta meg és levelezésüktől
számitható a modern valószinüségszámitás keletkezése.

Természetesen a valószinüségszámitás hamar tulnőtte a szerencsejáté-
kok kereteit. Már az 1700-as évek elején Bernoulli, majd a XVIII-XIX. század-
fordulón kialakuló nagy francia iskola tagjai - legkiválóbb képviselői Poisson és
Laplace, csupa olyan név, amivel még találkozni fogunk - nagyon is tisztában
voltak azzal, hogy az élet ugyszólván majd minden jelensége a valószinüségszá-
mitás problématikájába sorolható.

Az ugynevezett klasszikus valószinüségszámitás lezárása után - ami talán
leginkább Gauss tevékenységével hozható kapcsolatba - kezdődött meg a való-
szinüségszámitás térhóditása a többi tudományágban, elsősorban a fizikában.
Gondoljunk csak a statisztikus gázelméletre, amely az egyes molekulák vélet-
lenszerü mikroállapotának eredőjeképpen szolgáltatta a gázok állapotát leiró

. jólismert törvényeket.
A mult század végén az orosz iskola - amelyet olyan nevek fémjeleznek,

mint Csebisev és Markov - adott uj lendületet ennek a tudománynak. Tanitványuk,
Kolmogorov nevéhez füződik a valószinüségszámitásnak szabatos matematikai
tudománnyá tétele. A legfontosabb, a kiindulást jelentő fogalomnak a valószinü-
ségnek preciz meghatározása, minden próbálkozás ellenére, egészen 1933-ban
megjelent cikkéig, amelyben a halmaz és mértékelmélet segitségével! adott
pontos definiciót, senkinek sem sikerült. Ezzel Kolmogorov furcsa módon a
már felépült és meglehetősen magas épitménynek tuijajdonképpen alapkő letéte-
lét végezte el.

A gyakorlati, elsősorban müszaki tudományokban a valószinüségszámitás
eredményeinek alkalmazása, helyesebben szélesebb körü bevezetése összefügg
a számológépek megjelenésével. A régebben elvben a valószinüségszámitás

Ézs



segitségével tárgyalható, de gyakorlatilag kezelhetetlen problémák megoldásá-
ra adva volt az eszköz és ma már a szakcikkek egyre gyakrabban utalnak ugyan-
olyan természetességgel a valószinüségszámitási alapokra, mint régebben a
differenciálszámitás, vagy egy-két évtizede az operátorszámitás technikájára.

Nyilvánvaló, hogy az egyetemi oktatás követni fogja a követelményeket.
Jelen előadássorozat semmilyen tekintetben nem kiván ujat adni, pusztán az ilyen
rövid idő alatt elsajátitható alapok ismeretével kiván segitségre lenni azoknak,
akik tanulmányaikban még nem, de müszaki munkájukban már találkoztak a va-
lószinüségszámitás problématikájával.

2. A valószinüség fogalma, eseménytér

A valószinüségszámitás bizonytalan kimenetelü jelenségekkel foglalkozik.
A "bizonytalan" szóhasználat itt nem jelenti szükségszerüen azt, hogy a jelen-
ség eredménye nincs szigoruan meghatározva. Gondoljunk például a kockadobás-
ra. A kockának adott impulzus, valamint a kocka és az asztallap mechanikai
állandóinak ismeretében elvben a dobás eredménye meghatározott és számitható.
Amennyiben azonban a jelenséget egyszerüsitve vizsgáljuk és a közben lejátszódó
folyamatokat nem tudjuk, vagy nem akarjuk nyomon követni, akkor az eredményt
bizonytalan kimenetelünek kell tekintenünk.

A jelenség eredményére vezető tevékenységet kisérletnek nevezzük. Ezt
a kifejezést itt módosult, általánosabb értelemben használjuk. Igy az előbbi pél-
dában a kisérlet a kocka eldobásából áll. Amennyiben a Duna vizállását vizsgál-
juk, vagy a junius 21-iki középhőmérsékletet, akkor a kisérlet alatt a vizállás
leolvasását, illetve a hőmérséklet regisztrálását és abból az átlagérték kiszá-
mitását értjük.

A kisérlet eredményét valamilyen esemény bekövetkezésének mondjuk.
A kisérlet lehetséges kimeneteleinek összessége az eseménytér. Az esemény-
térben foglalt események száma lehet véges, mint például a kockadobás eseté-
ben, ahol a dobásnak véges sok kimenetele képzelhető el. Ilyen esemény példá-
ul, hogy páros számot, vagy 2 és 4 közül valamelyiket, vagy pont 5-t dobunk.
Az események száma lehet azonban végtelen, mint a másik két példában, ahol
mind a vizállás, mind a középhőmérséklet - bizonyos tapasztalati értékhatárok
között - folytonosan minden, vagyis végtelen sok értéket felvehet.

Igy a valószinüségi jelenségek elemzésére az eseményteret kell vizsgál-
nunk. Igazolható, hogy az eseménytér és az azt alkotó események egy halmaz-
zal és annak részhalmazaival hozhatók egyértelmű kapcsolatba. Éppen ezért
meg kell ismerkednünk a halmazok néhány tulajdonságával és a rajtuk értelme-
zett müveletekkel, valamint azok müveleti szabályaival.


















































































































































































































