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Jelen jegyzet az 1966 tavaszan a Mérnoki Tovabbképzd Intézet keretében
tartott "Val6sziniiségszamitds' el8adds sorozat tervezett anyagit tartalmazza.
Az id8 rovidsége miatt ugyanis az anyag egy része nem keriilt eldadasra, a
jegyzetben azonban szerepel. A val6sziniiségszdmitis ma egyre inkabb behatol
a miiszaki gyakorlatba. Ennek ellenére a miiegyetemi oktatis ezt a jelenséget
nem kovette €s villamosmérnokeink nagyrésze nem kellSen tdjékozott ezen a
teriileten. A tapasztalat azt mutatja, hogy a kiilfoldi cikkek ma mir ugyanolyan
természetességgel utalnak val6sziniiségszamitdsi fogalmakra és tételekre, mint
pl. operator szamitds, vagy matrix szdmitds matematikai apparatusara.

Az igény és a lehetGségek kozti ezen hidny részben torténd pétlasira szol-
gdlna ez a jegyzet, amelynek anyaga kb. megfelel annak, amit a szerz6 véle-
ménye szerint az egyetemi oktatdsban eld kellene adni.

Az anyag Osszeallitisanil szempontként szerepel az a tény, hogy a jegyzet
dont8en mérnokok szdmara késziilt s igy a szabatos matematikai levezetések
nem szerepelnek kelld sullyal az anyagban, viszont a szemléleti kép tisztasaga -
ra és a fogalom alakitds helyességére iranyul6 torekvés remélhetden felfedez-
het$ az anyagban.

Mint minden tudomany elsajititisinil, az 6n4ll6 gondolkodist igényld pél-
dik megolddisa nézetem szerint a legjobb ut'az anyag birtokbavételére. Ezt szol-
gdlja az az elég részletes példasorozat, amely az egyes részekhez kapcsol6dik.
Minthogy a példdk jorésze elvi jelentGségii is egyben, a példik megoldisait is
kozoltiik. Ennek ellenére ha szabad tanicsot adni, csak azt lehet javasolni az
olvasé6nak, hogy igyekezzék a példikat snilléan megoldani és csak sikertelenség
esetén forduljon a példa megoldisi kulcsdhoz. Ez még akkor is kival6 szolgdla-
tokat tesz, ha a példdik megoldisa nem minden esetben sikeriil 6ndlléan, hiszen
a megolddasnal kovetett gondolatmenet sokkal jobban érthetd, hogy annak legaldabb
egy részén magunk is keresztiilrigjuk magunkat.






VALOSZINUSEGSZAMITAS

1. Bevezetés €és torténeti dttekintés

Jéllehet a val6sziniiségszamitds absztrakt tudomany, a matematika egyik
dga, mégis - mint az nem ritka eset - egyértelmiien megadhat6 az a redlis
problémaksr, amelynek matematikai modellje a val6sziniiségszamitis legelsd
feladatait felvetette és ezzel ezt a tudomanyagat €életre hivta. Ez a realitds pe-
dig nem volt mds, mint a szerencsejatékok problématikdja. Mellesleg sz6lva
ma is sok ember érdeklodése akkor fordul a val6sziniiségszamitds felé, amikor
a lott6 taldlati esélyeit kivanja megdllapitani. A XVII. szdzad Franciaorszaga-
ban nagy jatékdrillet tombolt az el8kelSk szalonjaiban. Egy szenvedélyes jaté-
kosnak, bizonyos de Mére lovagnak jutott eszébe az a frappans gondolat, hogy a
nyeresx sanszokat illetSen matematikus ismerdsétSl Fermatt6l kérjen tanicsot.
O az érdekes problémakat kollégdjival Pascallal vitatta meg és levelezésiiktdl
szamithaté a modern val6sziniiségszamitis keletkezése.

Természetesen a val6sziniiségszamitds hamar tulndtte a szerencsejaté-
kok kereteit. Mar az 1700-as évek elején Bernoulli, majd a XVIII-XIX. szdzad-
fordul6n kialakul6 nagy francia iskola tagjai - legkivalébb képvisel8i Poisson és
Laplace, csupa olyan név, amivel még taldlkozni fogunk - nagyon is tisztiban
voltak azzal, hogy az élet ugysz6lvan majd minden jelensége a val6sziniiségsza -
mitas problématikdjaba sorolhat6.

Az ugynevezett klasszikus val6sziniiségszamitds lezardsa utdn - ami taldn
leginkabb Gauss tevékenységével hozhaté kapcsolatba - kezdddott meg a valo-
szinliségszdmitds térhéditisa a tobbi tudomanydgban, elsGsorban a fizikiban.
Gondoljunk csak a statisztikus gizelméletre, amely az egyes molekulik vélet-
lenszerii mikrodllapotinak ereddjeképpen szolgdltatta a gazok dllapotit leir6
jol ismert torvényeket.

A mult szizad végén az orosz iskola - amelyet olyan nevek fémjeleznek,
mint Csebisev és Markov - adott uj lendiiletet ennek a tudomanynak. Tanitvanyuk
Kolmogorov nevéhez fiizddik a val6sziniiségszamitisnak szabatos matematikai
tudomdnny4 tétele. A legfontosabb, a kiinduldst jelentd fogalomnak a val6szinii-
ségnek preciz meghatirozidsa, minden prébdlkozis ellenére, egészen 1933-ban
megjelent cikkéig, amelyben a halmaz és mértékelmélet segitségével adott
pontos definiciot, senkinek sem sikeriilt. Ezzel Kolmogorov furcsa mdédon a
mar felépiilt és meglehetdsen magas épitménynek tuiajdonképpen alapko letéte-
1ét végezte el.

A gyakorlati, elsGsorban miiszaki tudomanyokban a valésziniiségszamitas
eredményeinek alkalmazisa, helyesebben szélesebb korii bevezetése tsszefligg
a szamol6gépek megjelenésével. A régebben elvben a val6sziniiségszamitas
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segitségével targyalhat6, de gyakorlatilag kezelhetetlen problémak megoldisa-
ra adva volt az eszkoz €s ma mdr a szakcikkek egyre gyakrabban utalnak ugyan-
olyan természetességgel a val6sziniiségszamitdsi alapokra, mint régebben a
differencidlszamitds, vagy egy-két évtizede az operatorszamitds technikdjira.

Nyilvanval6, hogy az egyetemi oktatds kovetni fogja a kovetelményeket.
Jelen eldaddssorozat semmilyen tekintetben nem kivan ujat adni, pusztdn az ilyen
rovid idd alatt elsajatithat6 alapok ismeretével kivan segitségre lenni azoknak,
akik tanulmanyaikban még nem, de miiszaki munkidjukban mar talilkoztak a va-
16sziniiségszdmitas problématikajaval.

2. A val6sziniiség fogalma, eseménytér

A val6sziniiségszamitas bizonytalan kimenetelii jelenségekkel foglalkozik.
A "bizonytalan" sz6haszndlat itt nem jelenti sziikségszeriien azt, hogy a jelen-
ség eredménye nincs szigoruan meghatirozva. Gondoljunk példiul a kockadobis-
ra. A kockanak adott impulzus, valamint a kocka és az asztallap mechanikai
alland6inak ismeretében elvben a dobids eredménye meghatidrozott és szamithat6.
Amennyiben azonban a jelenséget egyszeriisitve vizsgidljuk és a kozben lejatsz6d6
folyamatokat nem tudjuk, vagy nem akarjuk nyomon kovetni, akkor az eredményt
bizonytalan kimeneteliinek kell tekinteniink.

A jelenség eredményére vezetd tevékenységet kisérletnek nevezziik. Ezt
a kifejezést itt mé6dosult, dltaldnosabb értelemben haszniljuk. Igy az el6bbi pél-
ddban a kisérlet a kocka eldobasabdl 41l. Amennyiben a Duna vizdllasat vizsgal-
juk, vagy a junius 21-iki k6zéphdmérsékletet, akkor a kisérlet alatt a vizdllas
leolvasasit, illetve a hdmérséklet regisztrdlisat és abb6l az atlagérték kisza-
mitdsat értjiik.

A xisérlet eredményét valamilyen esemény bekovetkezésének mondjuk.

A kisérlet lehetséges kimeneteleinek osszessége az eseménytér. Az esemény-
térben foglalt események szdama lehet véges, mint példdul a kockadobis eseté-
ben, ahol a dobisnak véges sok kimenetele képzelhetd el. Ilyen esemény példa -
ul, hogy paros szdmot, vagy 2 és 4 koziil valamelyiket, vagy pont 5-t dobunk.
Az események szdma lehet azonban végtelen, mint a masik két példiban, ahol
mind a vizdllds, mind a kozéph8mérséklet - bizonyos tapasztalati értékhatirok
kozott - folytonosan minden, vagyis végtelen sok értéket felvehet.

Igy a val6sziniiségi jelenségek elemzésére az eseményteret kell vizsgal-
nunk. Igazolhat6, hogy az eseménytér €s az azt alkot6 események egy halmaz-
zal és annak részhalmazaival hozhat6k egyértelmd kapcsolatba. éppen ezért
meg kell ismerkedniink a halmazok néhany tulajdonsiagaval és a rajtuk értelme-
zett miiveletekkel, valamint azok miiveleti szabalyaival.



























































































































































































































































































































