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Ez a dokumentum az azonos cimi PhD dolgozat kivonata. A tételek, lemmék stb. szé-
mozasa a dolgozatbeliekkel megegyezik. Az édltalunk kidolgozott 1j eredményeket arab szdmo-
zéssal lattuk el, mig a mar ismert eredmények alfabetikus szdmozassal szerepelnek.

1. Bevezetés

A dolgozat célja annak bemutatisa, hogy mind elméleti, mind gyakorlati szempontbél fontos
a sztochasztikus folyamatok erds - majdnem mindeniitt konvergenciat biztosité - kozelitése
egyszer bolyongasok segitségével. Az els§ ilyen tipusu eredményt Frank Knight publikalta
1962-ben [8]. Ezen kozelités Révész Pal [11] és Szabados Tamés [15] munkai nyoman jutott el a
dolgozatban felhasznalt forméjéhoz. Az ilyen tipust approximécios eredmények &ltalaban ugy
szolnak, hogy talaljunk id6ben és térben megfelelen atskalazott bolyongasoknak egy { By, } -
mel jelolt sorozatat, amely minden kompakt intervallumon egy valészintiséggel egyenletesen

sz z2

sup |Bn(t) — B(t)| — 0.
te[0,7]

Az elméleti értékén tul, folytonos idejii véletlen folyamatok diszkrét kozelitése a folytonos
id6ben felmeriil problémat sokszor atlathatoébba teszi. A diszkrét kozelités igy egy altaldnos
bizonyitasi sémat nyuajt a folytonos ideji folyamatokkal kapcsolatos allitasokra: elGszor vesszitk
a diszkrét verziojat az allitdsnak, majd megfelel hatardtmenettel kapjuk a folytonos idére
vonatkozo allitast.

Ebben a dolgozatban olyan tipusu allitasokkal foglalkozunk, melyek Knight eredményéhez
hasonl6 kozelitést ad folytonos (lokalis) martingalokra. Ezen tul olyan eredményeket is kozliink,
melyek bizonyitasa az el6bb emlitett diszkrét bizonyitasi séméanak alkalmazaséval kaphaté. Ki
fog deriilni, hogy a modszer alkalmazasa meglehetGsen természetes ezekben az esetekben.

Ezeken az eredményeken tul, néhany, a kutatas soran felmeriilt problémara is valaszt adunk,
bar ezek nem kapcsolodnak szorosan 6 téménkhoz.

2. Folytonos martingalok erds kozelitése

2.1. Bolyongasok és Wiener-folyamat

Dolgozatunk egyik {6 eszkoze a Wiener-folyamat egy elemi konstrukcidja, mely egymaésba
agyazott bolyongasok megfelelen atskalazott sorozatdnak egy valdszintséggel egyenletesen a
Wiener-folyamathoz konvergalé sorozatin alapszik.

A tovabbiakban, mint bolyongasos konstrukciora fogunk hivatkozni a kovetkezGkben tar-
gyalt modszerre. A késSbbiekben ezt a kozelitést szeretnénk folytonos martingélokra kiter-
jeszteni.

A konstrukei6 {6 lépéseit az alabbiakban foglaljuk Gssze.

Induljunk ki fiiggetlen, szimmetrikus bolyongasok {Sy,(k)}r }m-val jelolt végtelen soroza-
tabol.

Els6 lépésként egy olyan bolyongas sorozatot készitiink, ahol minden bolyongas fiigg az
el6tte levétol, mégpedig gy, hogy megfelels id6 és tér skalazast alkalmazva minden bolyongés
az el6zonek a finomitasa. Az m-dik bolyongas esetében definidljuk a T;,,(0) = 0, k£ > 0 megallasi
iddket a

Tp(k+1) = min{n : n > T (k), |Sm(n) — ST (k)| =2} (m>1) (1)



egyenldséggel. Ezen id6k segitségével definidljuk rekurzivan S-t, az Gn. csavart bolyongast
k=1,2,...-re. Kezdjiik a 0-dik bolyongassal: Sy(n) = Sp(n) (n > 0). Minden fix m esetén
minden k-ra nevezziik a T, (k) és Tp,(k + 1) kozotti lépéseket k-dik hidnak. Ha a hid elGjele
kiilonbozik a kivanttol, akkor valtoztassuk meg a hid lépéseinek az elGjelét a kovetkezSképpen:

. B Xpn(n)  ha Sy (Tpu(k 4 1)) = S (T (k) = 2X, 1 (k + 1),
Xon(n) = { —X,,(n)  kiilonben.

Igy Sp(n) = S, (n —1) 4+ X,n(n). Ekkor S,,(n) (n > 0) szintén egy szimmetrikus bolyongas a
kovetkezo skalazasi tulajdonsaggal:

SO (Tn() = Sy a(B) (m =1,k >0).

Konnyen lathato, hogy ez a definicio linearis interpolacioval kiterjeszthets folytonos idére is.
Az utolso 1épése a konstrukcionak az id6- és térbeli lépték zsugoritdsa. A Brown-mozgas
m-dik kozelitése legyen a
B (t) =278, (t22™).
egyenldséggel definialva.
Két szomszédos kozelités kiilonbségének nagysagardl a kovetkezét mondhatjuk.

C lemma. Legyen K >0 és C > 1. Ekkor minden m > m4(C)-re a

3

~ ~ 1 m
P sup  |Bpmy1(k272™) — By, (k27%™)| > KX (log, K)im2™ 2
0<k2—2m<K

< 3([{22171)1—07
becslés irhatd, ahol K, = max{1, K'}.
Ezen a lemman alapul a kozelités hib&jarél szolo tétel:

A tétel. A B,,(t) (t > 0,m = 0,1,2,...) folyamat sorozat egy valdsziniséggel egyenletesen
konvergdl a W(t) (t > 0) Wiener-folyamathoz minden [0, K|, K > 0 kompakt intervallumon.
Tetszdleges K > 0 és C > 3/2 esetében minden m > mo(C)-re

~ 1 m
P { sup |W(t) — By (t)| > K. (log, K)imrz} < 6(K2%™)1=¢.
0<t<K

A Borel-Cantelli lemmat hasznalva mondjuk C' = 3 esetén azt kapjuk, hogy

sup |W(t) — By (t)| < O(1)m2~% m.m. (m — 00)
0<t<K
és )
sup |[W(t) — Bm(t) < Ki(logK)?  mm. (K — o)
0<t<K
ha m elegendGen nagy, m > mo(3).

A kovetkezskben a Szkorohod-bedgyazassal kapott véletlen bolyongasok tulajdonsagait fog-
juk tanulmanyozni. Ki fog deriilni, hogy ezen bolyongasok sorozata nem egyenlé ugyan a
fentiekben megkonstrualt bolyongassal, de aszimptotikusan megegyeznek.

Tehat legyen adott egy W Wiener-folyamat. ElGszor olyan megéllasi idéket fogunk definialni,
amelyek segitségével elgallitjuk a B,,(k272™) bolyongast a Wiener-folyamatba agyazva. Min-
den m > 0O-re legyen s,,(0) =0 és

sm(k+1) =1inf{s: s> spu(k), |W(s) = W(sm(k))|=2""} (k> 0). (2)



Ekkor legyen a keresett bolyongéas a
B (k272™) = W (sm(k))  (m >0,k >0)

egyenlGséggel definidlva. Ez a bolyongas is kiterjeszthetd lineéris interpolécioval folytonos idejii
folyamatta.

A kovetkezs lemma a B,, és B,, folyamat parnak néhany érdekes tulajdonsagat irja le.
Altalaban az mondhato, hogy B,, jobban hasznalhaté azokban az esetekben, mikor meg akarunk
konstrualni egy Brown-mozgast, mig B,, hasznalata elényosebb, ha approximéciés eredményhez
szeretnénk jutni valamilyen, mar adott folyamat mellett.

D lemma. Tetszdleges C > 3/2, K > 0 mellett tekintsik a kévetkezd eseményt

Ay = {sup sup 27" Tn(k) — k272" < 6(CK, log, K)ém'ﬁQ—m} ,

n>m 0<k2-2m<K

ahol Ty, (k) = T, 0T, —10---0T, (k) mindenn > m > 0 és k > 0 esetén. Ekkor, ham > ms(C)
teljesiil,
P {A5} < 4(K2*™) €.

Tovdbbd, lim,, oo 272" Ty (k) = t,, (k) létezik az A,, eseményen és a
B (k272 = W(t, (k) (0 < k272" < K),

eqyenldség is fenndll, vo. (2.1.). S6t, az A, eseményen, eqy nullmértékd halmazt kivéve, teljesiil
a Sm(k) = tim(k) egyenldség és kivetkezd becslés:

sup  |sm(k) — k272" < 6(CK,log, K)*m?2™™  (m >ms(C)).
0<k2—2m<K

Ezen lemma segitségével megadhat6 az elkészitett Szkorohod-beagyazott, kozelits bolyongés
approximacios hibaja:

1. lemma. Minden K >0 és C > 3/2 szamra m > m3(C) mellett a

P { sup W (t) = B(t)] > K3 (log, K)imz—’é"} < 10(K22m)1=C
0<t<K

becslést irhato.

2.2. Folytonos martingilok approximaciéja

Ebben a fejezetben hasznélt egyik f6 eszkdz a bolyongasos konstrukcion tul Dambis (1965)
és Dubins—Schwarz (1965) konstrukcidja (ezenttl DDS-konstrukcio). Réviden fogalmazva ezen
tétel azt allitja, hogy minden folytonos lokalis martingal idG-atparaméterezéssel Brown-mozgés-
s& transzformalhato.

Ezen tul feltessziik, hogy adott egy (2, F, P) valoszintiségi mezs, (F;,t > 0) filtracio és egy
hozza adaptalt M(t),t > 0, 0-bol indulé folytonos lokalis martingal.
novekedd folyamat, azaz id6-atparaméterezs folyamat. (M)-en kiviil id6-atparaméterezs folya-
matként hasznaljuk majd az 6 kvazi-inverzét, T-t:

T, = inf{t: (M), > s}.



B tétel. [12, V (1.6), p.181] Ha feltesszik még, hogy (Moo = 00 m.m., akkor a W(s) = M (T)
folyamat (Fr,)-adaptdlt Brown-mozgds, tovabbd M (t) = W ((M),).

Megjegyezziik, hogy hasonlé allitas mondhato, esetleg a valoszintiségi mezd kibgvitésével, abban
esetben, mikor (M), < oo.

Ezentul W-vel fogunk hivatkozni a most megkonstrualt, an. M-hez kapcsolt DDS Wiener-
folyamatra.

Fontos, hogy az M martingalhoz is definidlhatunk Szkorohod-tipusid beagyazott megallasi
idsket, ahogy tettiik (2) esetében. Minden m > 0 esetén legyen 7,,,(0) = 0 és

(k4 1) =inf {t : £ > 7 (k), M (t) = M(7 (k)| =27} (k> 0). (3)

Jol lathato, hogy az (m + 1)-dik megéllasi-idé sorozat finomitasa az m-diknek ((7:,(k))pep
(Tm+1(4));—-nek részsorozata.)

2. lemma. A (3) sorban definidlt megdlldsi iddk segitségével kézvetlenil megkaphatjuk a DDS
Wiener-folyamatot kozelité { By, }m skdldzott Szkorohod-tipusi bolyongdsorozatot, vé. (2.1.):

Bm(k2_2m) = W(Sm(k)) = M(Tm(k))a Sm(k) = <M’ M>‘rm(k)

[de Tim(k) < T, (k) [, ahol tetszdleges régzitett m > 0 esetén a k értékekre (w-tol figgden) az
Sm(k) < (M) teljesiil

A tovabbiakban B,,-mel jeloljiik a 2. lemméban definiélt skalazott bolyongés sorozatot.

2.2.1. A kvadratikus variacio kozelitése

Ennek az alfejezetnek az a célja, hogy a kvadratikus varidcionak egy majdnem mindeniitt
konvergenciét biztosito elsallitasat adjuk meg egy pontfolyamat sorozat segitségével. A sorozat
m-dik tagjat a kovetkezdféleképpen definialjuk:

Np(t) = 2*27"#{7" i > 0,7 ()

r) <t}
= 27 lr i >0, 5,,(7)

<t
<(M,M);}  (t=0).

Lathato, hogy trajektoridi tiszta ugré fiiggvények konstans, 272" ugrasokkal. Az ugrasok
pontosan a 7,,(k) helyeken vannak és ezeken a helyeken N, (1,,(k)) = k272™. A D lemma

3. lemma. Tetszdleges, adott K > 0 esetén definidlhatunk egy a,, = O(m=27<22™)K sorozatot
tetszdlegesen kicsi € > 0-ra, ahol a,, > K V 1 minden m > 1l-re (x Vy = max(x,y), c Ay =
min(z,y)).

Ekkor tetszéleges C' > 3/2 és m > my(C) esetén a kovetkezd becsléshez jutunk:

P { sup [(M)e A am — Ny (t A Ty,))| > 12(Cayy, log, am)i‘mé2m}
0<t<K
S 3(am22m)1—0.

A kovetkezd tétel szellemében hasonld Karandikar [5] megfeleld allitasahoz, de a bizonyités
modszere kiilonb6z6, tovabba mi megadjuk a konvergencia gyorsaségat is.

1. tétel. A 3. lemma jeldléseit haszndlva a kévetkezdket kapjuk a kvadratikus varidcid approz-
tmdcios hibdjdra:

sup |(M)y — Npp(t)] < O(D)m22™™ a5, (m— oo)
0<t<K



€s
sup (M) — Ny ()] <K%(logK)% a.s. (K — o0)
0<t<K

minden elegendden nagy m-re, ha m > my(3).

2.2.2. Folytonos martingalok erds koézelitése

Ezen eszkozok hasznédlataval mar folytonos lokalis martingalokra is tudunk megfelelé approxi-
mécios eredményt mondani. A D DS-konstrukciot és a 3. lemmat hasznalva jutunk a kovetke-
z6h0z:

5. lemma. Fiz K > 0 mellett vegyiink egqy a, = O(m~""22™)K sorozatot tetszdleges € > 0
esetén, ahol a,, > KV 1 minden m > 1-re.
Ekkor, ha C > 3/2 és m > m5(C), a

S

P { sup |M(t ATy, ) — Bu(Nm(t ATa, )| > 2k (log, ap)im2~ }
0<t<K
é 14(am22m)l—c
becsléshez jutunk.

3. tétel. A 5. lemma jeloléseit haszndlva a

sup |M(t) — Bi(Np (1)) < O(1)m2~% a.s. (m — o0)
0<t<K

sup |M(t) — By (N (t))| < K%(logK)% a.s. (K — o)

0<t<K

becslések; teljesiilnek, ha az utdbbi esetben m elegendden nagy.

Kiefer [7] bizonyitotta, hogy a Brown-mozgas esetében, tehat ha M = W, a Szkorohod-
bedgyazast hasznalva nem tudunk O(1)n = (log n) 2 (log log n) -nél jobb konvergenciat biztosito
konstrukeciot mondani (itt n az approximéacidhoz hasznalt pontok szama). A 3. tétel azt allitja,
hogy esetiinkben ez a rata O(1)n~7 logn (a konstrukcio n = K22™ pontot hasznél), ami jol

kozeliti a legjobb Szkorohod-beagyazassal elérhetét.

2.3. Szimmetrikusan fejl6dé martingalok

Mind elméleti, mind gyakorlati szempontbdl fontos kérdés, hogy az M martingalhoz elkészitett
B,, bolyongas, amely a DDS Brown-mozgast kozeliti, illetve az N,, pontfolyamat milyen
feltételek mellett fliggetlenek. E kérdés magéaban foglalja ugyanezt a kérdést a B DDS Brown-
mozgasra illetve a kvadratikus variaciéra vonatkoztatva, ugyanis a Brown-mozgast a B, fo-
lyamatok segitségével allitjuk el6, mig a kvadratikus variaciét az N, folyamatok segitségével.
Forditva is igaz, hiszen ha B és (M) fliggetlenek, akkor a megfelels kozelits folyamatok is azok
definici6juk folytan.

Kovetkezs tétellinkbdl ki fog deriilni, hogy ekvivalens feltételt tudunk adni a fiiggetlenség-
re. Azt kivanjuk meg, hogy a miltra nézve a folyamat szimmetrikus novekményi legyen a

kovetkezs értelemben: minden pozitiv egész n-re, 0 < s < t; < --- < t, valdés szdmokra és
Ui, ...U, valés Borel-halmazokra a
P{T| A} =P{T" |7}, (4)



feltételnek kell teljestilnie, ahol I' = {M(t;) — M(s) € Uy,...,M(t,) — M(s) € U,} és '~ ha-
sonloan definialt, csak U; helyett —Uj-t vesziink I'~ felirasban, tovabba F? = (M (u),0 < u <
s) az M é&ltal generéalt filtracio.

A 4. tétel alapvetéen Dubins, Emery és Yor [2] tételének atfogalmazasa. Ezen tétel lényegé-
ben Ocone egy eredményén alapul [10], amely azt allitja, hogy azok a martingalok, amelyeknek
eloszlasa a kvadratikus variaciot feltéve Gauss, azok J-, illetve H-invaridnsak. A J-invariancia
azt jelenti, hogy minden josolhato, {—1,1} értékd « folyamat esetében M-nek és fg adM-
nek ugyanaz az eloszldsa. A H invariancia egy ugyanilyen tipusi, ergsebb allitas, ugyanis itt
elegend6 csak determinisztikus, o) (t) = I, (t) = I(;,00)(t) alakban irhato folyamatokat tekin-
teni. Ocone bizonyitotta, hogy a feltételes Gauss eloszlasusag, J-invariancia és H-invariancia
ekvivalencidja nem csak folytonos, hanem cadlag martingalokra is igaz.

Dubins, Emery és Yor bizonyitottak [2], hogy ezek a feltételek ekvivalensek azzal, hogy a
és egy masik, Vostrikova és Yor [20] altal publikiltban a szerzdk tovabbi ekvivalens feltételeket
sorolnak fel az elébbi tulajdonsagra. A tovabbiakban ezekre a martingalokra az irodalomban el-
terjedt, Ocone martingal névvel fogunk hivatkozni. A [2] dolgozatukban mutatjik be a témakor
egyik megoldatlan problémajat. Az a sejtésiik, hogy egy martingal pontosan akkor Ocone, ha
M-nek és Lévy-transzformaltjanak, M= [ sgn(M)dM-nak az eloszlasa megegyezik.

2.3.1. Ocone martingalok karakterizacioja az eloszlas segitségével

4. tétel. (a) Ha W(t) (t > 0) egy Wiener-folyamat és C(t) (t > 0) egy tdle fiiggetlen, 0-ban
eltind, monoton ndévekedd és folytonos véletlen folyamat, akkor az M(t) = W(C(t)) lokdlis
martingdl folytonos lokdlis Ocone-martingdl.

(b) Megforditva, ha M szimmetrikusan fejlédd, folytonos lokdlis martingdl, akkor az 6 DDS
Brown-mozgdsa és kvadratikus varidcidja fiiggetlenek.

Ennek bizonyitisa gy torténik, hogy a diszkrét kozelités megfelels folyamat parjainak a
fiiggetlenségét latjuk be a (4) feltételbsl. Pontosabban azt bizonyitjuk, hogy a (4) feltétel
mellett minden m esetén a {7,,,(k)}x sorozat fiiggetlen a { M (7, (i+1)) — M (7., (%)) }; sorozattol.

2.3.2. Ocone martingalok tulajdonsagai

Ennek a fejezetnek az elején felsorolunk néhany, az Ocone tulajdonséiggal ekvivalens feltételt.
A D tételben a (ii-iv) részek ekvivalenciajat Ocone bizonyitotta. A (i-iii-v-vi) részek ekvivalen-
cidjanak a bizonyitasit Emery-Dubins-Yor végezte el.

D tétel. Legyen M folytonos martingal. A kovetkezd ot dllitdas ekvivalens:
(i) a BM DDS Brown-mozgds és a (M) kvadratikus varidcio figgetlenek;
(ii) feltéve (M)-et M Gauss eloszldsi martingdl;

(iii) minden {—1,1} értéket felvevd, F-josolhaté H folyamat esetén
([ mran, o £ o)

(iv) minden determinisztikus, Ijo o) — L(a,00) alaki h fiiggvényre az JhdM és az M mar-
tingdloknak ugyanaz az eloszlasuk;



(v) tetszdleges F-josolhatd, B(Ry) ® o({M)) mérhetd olyan H folyamatra, mely egyben m.m.
négyzetesen integralhato (fooo H2d(M), < m.m.) a

S

E {exp (2 /Ooo H, dM, '(Mﬁ — exp (; /Ooo H3d<M>s)

egyenldség teljesiil;

(vi) minden 2;21 ¢iljo,q,) formaban irhato h fiiggvényre
o0 1 o0
E {exp (z/ h(s) dMS>} =E [exp (—2 / h2(s) d(M, M>S>] .
0 0

A fejezet elején emlitettiik, hogy a téméaban fennall egy tiz éves sejtés, miszerint egy mar-
tingal pontosan akkor Ocone, ha M-nek és Lévy-transzformaltjanak, M = fsgn(M) dM-nak
az eloszldsa megegyezik.

Dubins, Emery és Yor bizonyitottak, hogy ez a sejtés ekvivalens a 70-es évek masodik fele
ota fennallo masik sejtéssel. Ez azt allitja, hogy a 7 : B — [ sign(B) dB Lévy-transzformacio
ergodikus a Wiener-téren.

Ennek a sejtésnek az igazsagat tobbek kozott egy Dubins és Smorodinsky [3, 1992] altal
bizonyitott tény erdsiti, miszerint a Lévy-transzformécié diszkrét verzidja ergodikus.

Ennek a fejezetnek a végén bizonyitjuk még azt az egyszertd allitast, hogy a7"B n > 0
folyamatok paronként gyengén ortogonalisak a kévetkezs értelemben [12]:

Két lokalis martingal, M és N gyengén ortogonalis, ha EM N, = 0 minden s, t > 0 esetében.
Ez a feltétel ekvivalens azzal, hogy s > 0 esetén E(M, N) = 0. Jelen helyzetben ez azt jelenti,
hogy a 7" M, és a T*M, martingalok egyiittesen nem Gauss eloszlastak.

1. allitas. A 7"W, n > 0, martingdlok pdronként gyengén ortogondlisak, azaz minden s,t > 0
idépontban, minden n # k pozitiv hatvinyokra az

ET"W,T"W, =0

egyenldség teljesiil.

2.3.3. Néhany példa Ocone és nem Ocone martingalokra

A dolgozat ezen fejezetében néhany érdekes, ismert tulajdonsigét elevenitjiik fel az Ocone
martingaloknak, tovabba itt irjuk le néhany 1j eredményiinket. A dolgozatban ezen kiviil
tovabbi példakat is adunk Ocone, illetve nem Ocone martingalokra. Ebben az Osszefoglaloban
nem kozoljiik az Gsszes ismert példat és tulajdonsagot.

2. allitas. Tegyiik fel, hogy (M) = o0 és M a

t
M =2 +/0 o (M,) dB

alakban irhatd, ahol o eqy sehol sem eltind fiigguény és B eqy Brown-mozgds. Ekkor, M Gauss
eloszldsi martingdl.



B példa. ([20]). Legyen (B, Cy), t > 0 egy sikbeli Brown-mozgas, akkor a

1 oo
Ay = 7/ (CsdBs — Bs dCy)
2 Jo
folyamat Ocone martingdl. Ez az allitds a kdvetkezd, altalanosabb tétel felhasznédlasaval is
bizonyithaté. Ehhez a tételhez az inspiraciot Marc Yor adta.

5. tétel. Legyen ® : RY — R? egy reguldris fiigguény. A derivdltjanak az adjungdltjat jelélje
U(x) = (®")7(x). Tovdbbd tegyiik fel, hogy a kévetkezd egyenldségek teljesiilnek:

U(x)P(x) =x €sx-P(x) =0 minden x € R esetén

ahol - jeloli a skaldrszorzdist R%-ben. Ekkor, ha B egy d-dimenzids Brown-mozgds, akkor

t
M, :/ ®(B,) - dB,
0

Ocone martingdl.

1. k6vetkezmény. Ha ® a ®(x) = Ax alakban irhatd, ahol A egy reguldris mdtriz, akkor az
eldbbi feltételekbdl kovetkezik, hogy A ortogondlis és anti-szimmetrikus.

Ezt felhasznélva a B példa martingaljanak Ocone tulajdonsiga azonnal lathato.

2.4. A lokalis id6 kozelitése

Az altalunk hasznéalt bolyongasos konstrukci6 kiilénosen jol hasznalhato a Brown-mozgéas lokalis
szinten volt, akkor a kés6bbi lépésekben is ugyanazon a szinten maradnak, igy lényegében
azt kell meghatarozni, hogy egy adott szinten és adott finomitasbol kiindulva a kovetkezs
finomitasban hany Gj pont jon be az adott szintre.

Mivel az, hogy mikor ér vissza elGszor a 0-ba a bolyongas az egyes finomitasi 1épésekben
véletlen mennyiség, ezért a targyalt kozelitési modszeriinkkel nem tudunk természetes kozelitést
adni a Brownian excursion-re, bridge-re és meander-re. A dolgozatban ezen mennyiségek
kozelitésére Phillipe Marchal konstrukciéjat mutatjuk be, ami viszont nem annyira természetes
a lokalis id6 kozelitésére.

2.4.1. A lokalis id6 kozelitése

Jelolje £ a B Brown-mozgas 0-beli lokalis idejét. Legyen {B,,} a szokésos skalazott bolyon-
gas sorozat, amely a B-t kozeliti. Legyen £, (k) := #{0 < | < k|Spn(l) = 0} és Lon(t) :=
Q%Em LtQQmJ) a B, folyamat lokilis ideje a O-ban a t ideig. Azt bizonyitjuk, hogy ez a mennyi-
ség egy valoszintséggel egyenletesen konvergal a Brown mozgés lokalis idejéhez. A bizonyitas f6
Otlete az, hogy kiszamoljuk, hogy egy adott szinten az eggyel kés6bbi kozelités hany 1j pontot
hoz be. Kideriil, hogy az m-dik kozelités minden 0-elérése utan az (m + 1)-dik szinten bejon
még a tobbitsl fliggetlen geometriai(1/2) eloszlast szamu 0-elérés. Tehat a tételiink:

6. tétel. Amint n — oo

2—-C
P ( sup |La(t) — L(1)] > C KV4(log, K)*n%27"/2 | < A(C) (K1/22") ,
[0,K]

elegendden nagy C és C-tdl fiiggd \(C) kostansokkal egy megfelelden nagy n utdn.



A C konstans helyes megvalasztasaval a Borel-Cantelli lemmét hasznélva kapjuk a kovetkezd
eredményt.

2. kovetkezmény.

sup | L, (t) — L(t)] < O(1)n?2™ % m.m. (n — o0)
[0,K]

sup |Ln(t) — L(t)] < Ki(log K)>  mm. (K — )
[0,K]

minden elegendden nagy m-re.

Az alabbi kévetkezmény sziikséges eszkoze lesz a 9. tételnek a 2.5. fejezetben.

niink néhany jelolést. Jelolje £(¢t) és L% (t) a Brown-mozgas, illetve annak n-dik kézelitésének
a lokalis idejét. Mivel ennél a diszkrét mennyiségnél nem egyértelmi a definicio, legyen £ (t) =
L3 (t)-ként definialva, ahol [a], = 5L, Meg részletesebben, L1717 (£) = 011122 |) =
g0 <1< [122] | S, (1) = [a2"}.

3. kévetkezmény.

sup sup |Ln(t) — L(t)| < 0(1)27(%75)” m.m. (n — o0)
a€R [0,K]

minden tetszdlegesen kicsi € > 0 szdmra.

2.4.2. Brownian excursion, bridge és meander — Marchal konstrukciéja

Ebben a részben felidézziik Phillipe Marchal algoritmusét a Brown excursion, bridge és meander

2.5. Sztochasztikus integrilas trajektéridk mentén

Ebben a fejezetben az a {6 célunk, hogy stlyozott véletlen Gsszegek sorozatanak a segitségével
tetszdleges kompakt intervallumon egy valoszintséggel egyenletesen megkozelitsiink fg Y, dM (s)
tipusi integralokat, ahol M folytonos martingal és Y a martingalra nézve integralhaté folyamat.
Ki fog deriilni, hogy mddszeriink integrandusok két osztalydban meglehetGsen természetesen
keresztiilvihets. Az elsG osztaly olyan Y folyamatokbol all, amelyeknek egy valdszintiséggel
jobbrol folytonos és bal limesszel rendelkezd trajektoriai vannak. A méasodik osztély folyamatai
Y = f/ (M) alakuak, ahol f’ két konvex fliggvény kiilonbségének baloldali derivaltja.

A {6 vonasa ezen konstrukcidnak, hogy diadikusan felosztjuk a teret, amely vagy az inte-
granduson, vagy az integrator folyamaton Szkorohod-tipusi megéllési idSket definidl. Ezen
megallasi id6ket hasznaljuk a diszkrét kozelités ugraspontjainak. Ezen a médon olyan megko-
zelitését kapjuk a sztochasztikus integralasnak, mely meglehetésen eltér a szokasostol.

Hasonl6é megkdzelitést taldlhatunk Karandikar dolgozataiban, igy Osszevetés és a dolgozat
teljesebbé tételének céljabol néhany alapvets eredményét kozoljiik az értekezés ezen fejezetének
2.5.1. alfejezetében. Ezen Gsszefoglaloban ezt a részt elhagyjuk.

A 16 kiilonbség a két megkozelités kozott az, hogy melyik folyamatra alkalmazzuk a fent
vazolt diszkrétizaciot. Karandikarnal ez az integranduson torténik, mig a mi esetiinkben a
meghajto folyamatra hajtjuk végre.



2.5.2. Diszkrétizaco a hattér folyamatra alkalmazva

7. tétel. Legyen (W, (F)) egy Brown-mozgds a standard filtricidval. Legyen f jobbrdl folytonos
baloldali hatdrértékkel rendelkezd folyamat és mindenn > 1 esetén legyen {s,(i): i >0} a (2)
sorban definidlt Szkorohod-féle megdlldsi iddk.

A (I') kézelitd integrdl legyen a kivetkezdféleképpen definidlva. s, (k) <t < s,(k+1),k >0
esetén legyen

k—1
I' =" fory W ir1) = W) + Lol (Wi = W (1)
=0

ekkor tetszdleges T < oo esetén fenndll a

sup

¢
It”f/ de‘HO m.m. (n — o)
0<t<T 0

konvergencia.

A bizonyitas azon alapul, hogy m névekedésével az {s,, (k) }r sorozat értékkészlete stri lesz
minden kompakt intervallumon.

Innen, a DDS-konstrukciét hasznalva egyszeri kévetkezményként adédik a kovetkezs, al-
talanosabb tétel.

------

hogy az (M) = 0o esemény egy valdsziniségi. LegyenY cadlag, (F;)-adaptdlt folyamat és a
{mn(?) : i >0}, n > 1 megdlldsi idék a (3) alapjin definidltak.
Ekkor az (Y{")-t és (I)-t T(k) <t <7p(k+ 1),k >0 esetén az

V' =Y. 0
t k—1
I'= /0 Y AM, =Y Ve ) (My, (1) — Mo, ) + Yo, (0 (My = My r)).
=0

kifejezések definialjak. Ekkor tetszdleges T < oo mellett a

sup

¢
It"/YdM‘HO m.m. (n — o0)
0<t<T 0

kézelités kaphato.
A kovetkezd fontos allitas egyszertd kovetkezménye ennek a tételnek.

4. kovetkezmény. A 8. tétel feltételei mellett fenndll a

t
sup Z YTn(i)(MTn(i-‘rl) - Mrn(i)) - / YdM| —0 m.m. (n - OO)
OSISE | (i) <t 0

konvergencia.

Ezen kovetkezmény alapjan mondhatjuk azt, hogy I;' utolsé taggal csonkitott valtozatat fel-
foghatjuk mint sztochasztikusan silyozott véletlen, iQ% értéki lépésekkel rendelkezs szim-
metrikus bolyongas részletosszege.
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2.5.3. A nem jobbrdél folytonos integrandus esete

Karandikar moédszere, ahol az integrandust diszkrétizaljuk, erGsen kihasznalja, hogy jobbroél
folytonos folyamatokra alkalmazza a diszkretizaciot. Igy az 6 modszere nem miikodik asign(B;)
folyamat esetén, mely folyamat gyakran szolgal példak és ellenpédak alapjaul a sztochasztikus
analizisben. Ezt kikiiszobolhetjiik, ha a diszkrétizaciét, mint el6bb, a meghajté folyamatra
hajtjuk végre. Ennek eredményeként moédszeriink kiterjeszthetd olyan folyamatokra, melyek
fL(B) alakban irhatoak, ahol f7 két konvex fiiggvény kiilonbségének derivaltja.

Ez a modszer altalanositasa Szabados Taméas [15] altal bemutatott approximéacios ered-
ménynek, ahol [ f(B)dB integralokat kdzelitett f € C? tipust fiiggvények esetében.

A 3. tételt és az Ito-Tanaka formulat hasznalva [12] juthatunk el a kovetkezd tételhez:

9. tétel. Legyen f két konvex fliggvény kiilonbségének derivdltja és legyen olyan M folytonos
lokdlis martingdl, mely rendelkezik a (M) = 0o m.m. tulajdonsiggal. Ekkor T > 0 mellett

sup
te[0,T]

/ £ (Mo (5)) dMin(5) — / FLM()dM(s) =0 mm. (m — o)
0 0

3. A Brown mozgas egy exponencialis funkcionaljanak erds
kozelitése

Ez a rész a bolyongasokkal vald kozelités egy specidlis alkalmazasat mutatja be.
A Brown-mozgasnak az

7, = /0 exp (B(t) — vt) dt

egyenlGséggel definialt exponencialis funkcionéljat és f6leg annak diszkrét verzidjat fogjuk tanul-
ményozni. Ez az Y = 14+ & + £& + -+ tipusa valészintségl valtozdk vizsgalatahoz vezet,
amelyek a kévetkezd differencia egyenlet alakban is felirhatok:

v 214y (5)
3.1. Bevezetés
A B Brown-mozgas segitségével felirhato
S(t) = Soexp (cB(t) + (n—0?/2)t), t>0

geometriai Brown-mozgds fontos szerepet jatszik a Black—Scholes elméletben.
Az azsiai opcié bedrazasanak a feladatanal meriil fel az atlagos ar folyamatnak,

vizsgalata. Ezzel kapcsolatos a végtelen idéskalara definidlt sokak édltal tanulményozott
I= / exp(B(t) — vt)dt (v >0)
0

exponencidlis funkcional eloszlasanak meghatarozasa. Az az érdekes eredmény mondhaté, hogy
1/7, gamma eloszlasa 1 paraméterrel és 2v indexszel:

o

I= /OOO exp(B(t) — vt) dt (v >0).

- Z2V
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Ennek az éllitasnak a bizonyitasat Dufresne [4] adta meg diszkrét gamma-approximaciot hasz-
nalva, majd Yor [19] mutatott egy rovid és elegéns sztochasztikus analizisbeli eszkdzoket alkal-
mazd bizonyitast.

Ennek az eloszlasban vett egyenl6ségnek a kovetkezménye, hogy 7 p-dik egész momentumai
pontosan akkor végesek, ha p < 2v. Ekkor

o pI‘(2u -p)
E(ZP) =2 T2 (6)
Ez érvényes a negativ egész momentumokra, melyek karakterizaljak Z eloszlasat.

Erdekesebb 6sszefiiggést kapunk, ha a drifttel ellatott Brown mozgast egy (c,t > 0) sub-
ordinator (0-bol induld, névekeds Lévy-folyamat) folyamattal helyettesitjiik. Ekkor [1] alapjan
azt mondhatjuk, hogy a J = fooo exp(—ay) dt kifejezés minden pozitiv egész momentuma véges
és a kovetkez6 tulajdonsag teljesiil:

P _ ! _
Hasonlé eredmény a Brown-mozgassal elGallitott exponencialis funkcional esetében csak
kozelité értelemben mondhato. A kozelitésnél a Brown-mozgés bolyongésos konstrukeciojat
hasznélva kapjuk a diszkrét exponenciélis funkcionalt, mely mennyiségnek a tulajdonsagait a
tovabbiakban vizsgalni fogjuk.
Legyen tehat (X;)2, fiiggetlen, azonos eloszlast valoszintiségi valtozok sorozata tgy, hogy

P(X;=+1)=36s5,=0, S = Zle X, (k> 1). Ekkor Z-nek kozelit6 mennyisége a

Y:Zexp(Sk*kV)ilJr& +&&+ o, & = exp(X; —v), (8)
k=0

kifejezés. A késtbbiekben Y-hoz hasonlo elGallitassal rendelkezd valoszintiségi valtozokat fogunk
vizsgélni. Ebben az egyszerii esetben Y-t diszkrét exponencialis funkciondlnak fogjuk nevezni.

A kovetkezd, 3.2. fejezetben azt bizonyitjuk, hogy az el6bb definialt Y eloszlasa szingularis
Lebesgue mértékre nézve. Tovabba egy altalanosabb eredményt is kozliink, melyben &; eloszlasa
szabadabban megvéalaszthatoé.

A 3.3. fejezetben meghatarozzuk az exp. funkcional diszkrét kozelitésének momentumait és
megmutatjuk, hogy a (6) és a (7) esetekhez hasonl6 viselkedést tapasztalhatunk. Ezen tdlmend-
en a momentumokkal kapcsolatban egy érdekes rekurziot fedeztiink fel, a kozelitések részletes,
koréabbi momentumok segitségével felirt kifejtésében, 1d. a 3.3.1. alfejezetet.

Végiil a 3.4. fejezetben megmutatjuk, hogy a bolyongasos kozelités segitségével egyszert,
analitikus modszerekkel meghatarozhaté 7, eloszlasa. Igy egy 4j bizonyitast kapunk Dufresne
és Yor altal bizonyitott tételre.

3.2. A diszkrét exponencialis funkcional eloszlasa

A dolgozat ezen fejezetében atismételink néhany fraktalanalizisbeli eszkozt (3.2.1. fejezet),
majd azzal az esettel foglalkozunk, mikor az (5)-beli Y eloszlasa nem ,atfeds” (3.2.2. fejezet).
Ezt a specilis esetet magaban foglalja a kovetkezs, 3.2.3. alfejezetben bizonyitott tétel. Ennek
kimondasa el6tt megemlitjiik YV kovetkezg fraktalis tulajdonsigat.

A (5) sorban &;-nek legyenek az értékei v; < --- < vy < 1 p; = P(€ = ;) valoszintiségekkel.

(Az alap esetben, az exp. funkcionél esetében ez a kovetkezdket jelenti: N = 2, ;3 = e~ 177,
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Yo =€V, pr =po = %) A Ti(z) =vax+1 (1 <i<N) fuggvények iteralt fliggvény rendszert

alkotnak. Ha
N

E(log¢) =) pi logv; <0

i=1
teljesiil, akkor egyszerti meggondolassal kapjuk, hogy fennall a kévetkezs egyenl@ség Y eloszla-
sara:

N
Fly) =Y pi F(T () ©)

3.2.3. Az eloszlas altalanos esetben

Ebben a részben belatjuk, hogy a (8)-beli Y eloszldsa v > 1 mellett szingularis a Lebesgue-
mértékre nézve. Ehhez a kovetkezd, ennél altalanosabb érvényti tételt bizonyitjuk. A bizonyitas
Simon Karollyal val6 megbeszélés eredménye [13].

10. tétel. Az £ valdsziniségi vdltozo értékei legyenek~; (i=1,...,N), 0 <y < - <gn <
d

1, tovdbbd legyen p; = P(§ = ~;). Tekintsik a (@)‘j’;l, & = & figgetlen, azonos eloszldsi
valdszindségi vdaltozok sorozatdt. EkkorY = 14& +&1 &+ eloszldsa szinguldris a Lebesgue-
mértékre a kivetkezd feltétel teljesiilése esetén

N N
—xp =E(log¢) = pilogyi < Y _pilogp; = —Hp.
=1 1=1

xp jeloli a (11, ..., TyN) iterdlt fiiggvény rendszer Lyapunov exponensét a P Bernoulli mértékre
nézve.

A diszkrét exp. funkcionédlhoz visszatérve az kapjuk, hogy ez a feltétel pont akkor teljesiil, ha
v > log2 =~ 0.693. Azt a vo < 1 tulajdonsaggal Gsszevetve kapjuk, hogy Y eloszlasa szingularis
a Lebesgue mértékre nézve, ha v > 1.
3.3. A diszkrét exponencialis funkcional momentumai

A binomialis-tételt hasznélva a kovetkezd rekurzi6 kaphato Y p-dik, pozitiv egész e, = E(Y?)-

nal jelolt momentumara:
ep = [tk €k, (10)
Pl =, kz::o k

feltéve, hogy p, < 1. Itt a pup = E(£F), ep = E(YF), k > 0 jeloléseket hasznaltuk.

3.3.1. Permutaciék adott csokkenési halmazzal

A (10) Osszefiiggésbol indukcioval lathato, hogy minden p > 1 pozitiv egész esetén E(YP)
racionalis fliggvénye a p1, ..., p, momentumoknak:

1 i i1
B0 = o —a =) > 0l gl (11)
i Fo) Gr-Dyeto,10-1

ahol a szamlaloban szerepld egyiitthatok £; eloszlasatol fiiggetlenek.
(p)
jlw‘jpfl

elébbi egyiitthat6 helyét a p-dik sorban a j,—12P72 + - - + j; 2° kifejezés adja meg.

Ezen a egyitthatok egy Pascal-hdromszog tipust tablazatba rendezhetdk, ahol az
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Ezen a ponton felmeriil az a valészintségelmélettdl fliggetlen kérdés, hogy tudunk-e valami-

lyen jelentést tulajdonitani a a'? egylitthatoknak. A valasz meglehet&sen meglepGen az,

Ji---Jp—1
hogy a(p ) ot egyenl§ azon 7 permutécidk szaméval az S;, csoportbél, amelyeknek éppen ott

van csokkenési helye, ahol j; = 1,1 <i <p—1. (Egy m € S, permutécionak csokkenése van
az i helyen, ha 7(i) > m(i + 1).) Ezen a felismerésen tul, 4j rekurziot adunk adott csokkenési
halmazzal rendelkezé permutaciok szaméanak a kiszamoléasara.

Emlékeztetiink arra, hogy egy m € S, permutéaci6 cs6kkenési halmaza a D(m) = {i : w(i) >
m(i+1),1 <1i<p— 1} kifejezéssel definialt. Ekkor a kovetkezg allitas mondhato:

11. tétel. A a p) ot eqyiitthatok megegyeznek azon permutdcick szimdval, b®) (S)-nel, ahol

az S csokkenesz halmaz a kovetkezd definicidval adott:

S={s1,....smt={k:jr=11<k<p-1}, m=> j. (12)

Ennek az allitdsnak a bizonyitasat mind algebrai, mind kombinatorikai médszerrel is elvégez-
ziik. Végiil, bemutatunk egy 1j rekurziét adott csokkenési halmazzal rendelkezs permutécidk
szamanak a meghatarozasara.

8. lemma. Tetszdleges p > 2 egész szam és (ju,. .., jp—1) € {0,1}P~! multiindex esetén fenndll
a kévetkezd rekurzio:

1 —1
2:5(1(17 )‘ _ 2: o= 7
j1 Jp 1 _jpz ) 21...0p—2

(31, ip—2)EL(J1,e-sJp—1)

ahol a™) =1, 6; = |ji—ji_1| fori > 2,6, =1, j( R = jr minden 1 < k <i—1 esetén, j](;) = Jrt1
tetszdleges i < k < p — 2 szdmra. Tovdbba L(]l, ooy Jp—1)-vel jeléljik azon kilonbézd, p — 2
hosszi bindris sorozatok halmazdt, amelyekben pontosan egy helyet térdltink a (j1, ..., Jp—1)

sorozatbol. Példdul a(()51)10 =11= a(ﬁ)o + agi)o + aé‘i)l

3.4. A Brown mozgas exp. funkcionaljanak kozelitése

Ebben a fejezetben az exponencialis funkcionélra diszkrét kozelitést alkalmazva karakterizaljuk
az eloszlasat. A kozelités, ahogy a bevezetésben is emlitettiik a szokésos bolyongasos approx-
imaciot jelenti. Belatjuk, hogy a diszkrét verzié egy valészintiséggel, minden momentumaban és
L, térben is konvergal. A momentum moédszert fogjuk hasznalni az eloszlas meghatérozasara.
Ehhez sziikség van a C lemmanak egy altalanosabb alakjara: majdnem minden w-ra létezik egy
mo(w) szam gy, hogy minden m > mg(w) egész mellett és minden fix K > e esetén fennéll a

sup Sup |Bpyi(t) — Bu(t)] < Ki(log K)im2~ %
§>10<t<K
konvergencia. Ezt hasznalva bizonyithatjuk a kdvetkezs lemmat:

9. lemma. Legyen B, (t), t > 0, m > 0 a szokdsos véletlen bolyongds sorozat, amely a
(B(t),t > 0) Brown-mozgdshoz konvergdl egy valdsziniiséggel egyenletesen minden kompakt in-
tervallumon. Ekkor amint m — oo, minden v > 0 mellett fenndll az

Y,, = 272" iexp (2_m§m(k) - Vk2_2m)

k=0

- I= / exp (B(t) —vt) dt < oo a.s.
0
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konvergencia.

Az el6z6, momentumokkal foglalkozoé fejezet eredményeit alkalmazvaY,,-re, majd hatéarértéket
véve meghatarozhatjuk a lim,, . E(Y,?) mennyiségeket minden értelmes p egészre.
3.4.1. Az exponenciilis funkcionil momentumai

10. lemma. Ha p olyan pozitiv egész, melyre § < v teljesiil, akkor

1
lim E(Y?)= —
meee =1 (V - %)

< 00.

Az alabbi negativ momentumokrol szold eredmény egyszert kombinatorikai és analizisbeli
eszkozokkel bizonyithato.

11. lemma. p > 1 esetén a kivetkezd eredményhez juthatunk:

m—00 m—00

p—1
k
lim E(Y,,?) = lim E(Y,' (u+>,
(Y?) 0 I (v 5

ahol lim,, . E(Y,; 1) < cc.

Végiil bebizonyitjuk, hogy Y, az LP térben konvergal Z~'-hez. Ez lehet6vé teszi, hogy a
bizonyitsuk Yor Dufresne ([4] és [19]) eredményét.

12. tétel. A kovetkezd dllitasok teljesiilnek:

(a) Y71 T7 hez konvergdl LP-ben minden p > 1 wvalds szimra és lim,, . E(Y,;?) =
E(Z77) < oo;

(b) T 4 2/Z,, ahol Zy, gamma eloszldsi valdszindségi valtozo 2v indexszel és 1 paraméter-
rel;

(c) Y., konvergdl Z-hez LP-ben minden p, 1 < p < 2v tulajdonsdggal rendelkezd (tegyik fel,
hogy v > % ). Ekkor limy, ... E(YZ) = E(IP) < co. Ez az dllitds érvényes q, 1 < q < p valds
szdm esetén is.

3.4.2. Az exponencialis-funkcional folyamat tulajdonsagai

A 12. tétel azt allitja, hogy az X(v) = ﬁ, 0 < v folyamat marginélis eloszlasai gamma
valészintiiségi valtozok ugyanigy, mint a gamma folyamatnal. Ennek ellenére X nem gamma
folyamat, ugyanis trajektoriai folytonosak:

4. allitas. A .

fooo eBs—vs dg

folyamat trajektoridi egy valdsziniséggel folytonos fiigguények.

X(v) =

Erdekes kovetkezménye a 11. lemma bizonyitasaban hasznalt médszernek az alabbi lemma.
Azt allitja, hogy a (Z7!(v)),>0 folyamat multiindexes momentumai kiszdmolhatoak az egyes
koordindtanként nagyobb multiindexes momentumokbol. Megjegyezziik, hogy ez az allitas
jelen tudasunk szerint nem hasznélhat6 arra, hogy kiszamoljuk X (v) tetszoleges multiindexes
momentumat.

Az egyszertiség kedvéért bevezetiink néhany jeldlést.

Rogzitsiink egy d, pozitiv egész szdmot és a k € Z+d, v E Ri vektorokat. Legyen

M((v,k)) =E (Z(rn) " ... I(vg) ")
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és (

v, k)i = (v, (ks kimt ki + 1 ki, - ka)).
Az M((v,k)) momentumra a kovetkezd rekurziot adhatjuk:

12. lemma.
-1 d
ki+-- 4 kq k1V1+"'+ded> ' ki
M ) k: — + 7]\4 )E /L -
(k) ( . ) TR M)
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