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�����	 ���
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������	� ��$��	 �� 
� ��	 ���!����$�	 �
�������

 �����	�����	�� ��� {Bm}m�
��� ���&�
 �� ���
�
� ����� ��	��	 ���"��
 �	
� �������	 ��� ���#��
	������� ����	��
���	
��	�� ��� ��� 5 �6	 ������ 
 ����
# �������� ���	
 m 
� 
 ���
���	���7

sup
t∈[0,T ]

|Bm(t) − B(t)| → 0.
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	������� ����	��
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:��	� �!������
��� ��	�� ���# �� ���
�	 ���"�����
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����������	� ��	
 �����	����� ��	�
 ����# � !���	� ����
���	� � �&��
���$���	 
� �
����
 �#����  �� � ���$�������	 ��
 � �&���
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	�	� !���
�	�� �� 
�	����� � ��
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����
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� ��	�
 ����# !$ ��"����
 �� ����������	 !�������� &�����
;	�����	� �� !%���
��	� ������
 ���� �����	����� {Sm(k)}k}m���� ���&�
 ���
���	 �� ����
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$�� ���"���� ���� ���� ���!����$ ��$ �� 
� ��������
 ���������� ��	��	 �����	���
�� ��$�$	�� � <	��

���� �� m���� �����	��� ���
���	 ��<	������ � Tm(0) = 0� k ≥ 0 ���������
��$��
 �

Tm(k + 1) = min{n : n > Tm(k), |Sm(n) − Sm(Tm(k))| = 2} (m ≥ 1) 8)9
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�������������� 	
�� ���
 ������������ ���������
 ��
��
���� S̃m��� �
 ��� ������� ����������
k = 1, 2, . . . ���� ��
���
 � ����
 ������������ S̃0(n) = S0(n) (n ≥ 0)� !����� �" m ������
#����� k��� ����

�
 � Tm(k) �� Tm(k + 1) 
$
$��� ��%���
�� k���
 &����
� '� � &�� �������

��$��$
�
 � 
������(�� �

�� �����
�����
 #�� � &�� ��%������
 �
 �������� � 
$���
�
�
�%%�� 

X̃m(n) =
{

Xm(n) &� Sm(Tm(k + 1)) − Sm(Tm(k)) = 2X̃m−1(k + 1),
−Xm(n) 
��$�����

)�� S̃m(n) = S̃m(n − 1) + X̃m(n)� 	

�� S̃m(n) (n ≥ 0) �
����� ��� �
�##����
�� ��������� �

$���
�
� �
���
��� �������������� 

1
2
S̃m(Tm(k)) = S̃m−1(k) (m ≥ 1, k ≥ 0).

�$����� ���&��(� &��� �
 � �������( �������� �����%�����(��� 
�������
�&��� *�������� ����� ���
+
 �����( ��%��� � 
������
��(��
 �
 ���� �� ������� ��%��
 
����������� + ,��-��#�
���

m���
 
$
������� ������ �
B̃m(t) = 2−mS̃m(t22m).

������������� ����������
��� �
�#�
���� 
$
������ 
��$��������
 ���������(� � 
$���
�
�� #���&����
�

� ������ ������ K > 0 �� C > 1� �		
� �
���� m ≥ m1(C)��� �

P

{
sup

0≤k2−2m≤K

|B̃m+1(k2−2m) − B̃m(k2−2m)| ≥ K
1
4∗ (log∗ K)

3
4 m2−

m
2

}
≤ 3(K22m)1−C ,

������� ������� ��
� K∗ = max{1, K}�
	
�� � ��##�� ���%�� � 
$
������ &������(� �
(�( ����� 

� ������ � B̃m(t) (t ≥ 0, m = 0, 1, 2, . . . ) �
������ �
�
��� ��� ��������������� ������������

	
������� � W (t) (t ≥ 0) �
������
�������
� �
���� [0, K]� K > 0 	
� �	� 
��������!�
��

"����#����� K > 0 �� C ≥ 3/2 �������� �
���� m ≥ m2(C)���

P
{

sup
0≤t≤K

|W (t) − B̃m(t)| ≥ K
1
4∗ (log∗ K)

3
4 m2−

m
2

}
≤ 6(K22m)1−C .

+ ,����./������� ��##�� &��
����� #�����
 C = 3 ������ �
� 
�%��
� &���

sup
0≤t≤K

|W (t) − B̃m(t)| < O(1)m2−
m
2 #�#� (m → ∞)

��
sup

0≤t≤K
|W (t) − B̃m(t)| < K

1
4 (log K)

3
4 #�#� (K → ∞)

&� m ���������� ����� m ≥ m2(3)�
+ 
$���
�
�
��� � 0

���&���������
����� 
�%��� �������� ����������
 �������������� *���

��
 �����#����
��� �� *�� �������� &��� �
�� ����������
 ����
��� ��# ������� ����� �
*�����
��� #��
��������� ������������� �� ��
�#%����
���� #������
��
�

1�&�� ������ ����� ��� W 2������*����#��� 	���
$� ����� #�������� ���
�� *����
 ����������
�#����
 ������������ ����������
 � Bm(k2−2m) ���������� � 2������*����#���� ����
��� !���
��� m ≥ 0��� ������ sm(0) = 0 ��

sm(k + 1) = inf {s : s > sm(k), |W (s) − W (sm(k))| = 2−m} (k ≥ 0). 345
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��� �������

 	

Bm(k2−2m) = W (sm(k)) (m ≥ 0, k ≥ 0)

�������
����� �����
��	� �� 	 �������

 �
 �������
������ ����
��
 ��������
����	� ��������
 �����
����	�	��
�

� ��������� ����	 	 B̃m �
 Bm ����	�	� �
��	� ���
�� ������
 � �	����

�
� !��	 ���
"��	�
�	� 	� �����	��# ���� B̃m ����	� �	
��
��	�� 	����	� 	� �
�������# ����� ��� 	�	� ��
���
�� 
��� ��� $��%�&����

�# �!�Bm �	
��
�	�	 ������
���# �	 	����'��
���
 �����������

��������� � ��� �	�	������# �
� 	���� ����	�	� ��������

� ������ ����������� C ≥ 3/2� K > 0 	������ ��
����

 � 
����
��� ���	����

Am =

{
sup
n>m

sup
0≤k2−2m≤K

|2−2nTm,n(k) − k2−2m| < 6(CK∗ log∗ K)
1
2 m

1
2 2−m

}
,

���� Tm,n(k) = Tn◦Tn−1◦· · ·◦Tm(k) 	����� n > m ≥ 0 �� k ≥ 0 ������� �

��� �� m ≥ m3(C)
������
��

P {Ac
m} ≤ 4(K22m)1−C .

�������� limn→∞ 2−2nTm,n(k) = tm(k) ������
 �� Am ���	����� �� �

B̃m(k2−2m) = W (tm(k)) (0 ≤ k2−2m ≤ K),

���������� �� �������� ��� ����� � !��� �� Am ���	������ ��� �"��	����
# ���	��� 
������ ������
�
� sm(k) = tm(k) ���������� �� 
����
��� ��$����%

sup
0≤k2−2m≤K

|sm(k) − k2−2m| ≤ 6(CK∗ log∗ K)
1
2 m

1
2 2−m (m ≥ m3(C)).

���� ����	 
��!�
������ ���	��	�� 	� ����
�!���� (��������&��
��	����# �����!�� �������


	����'��
���
 ���
�	)

�� ������ &����� K > 0 �� C ≥ 3/2 ���	�� m ≥ m3(C) 	������ �

P
{

sup
0≤t≤K

|W (t) − Bm(t)| ≥ K
1
4∗ (log∗ K)

3
4 m2−

m
2

}
≤ 10(K22m)1−C

��$����� '����(�

���� ��������� 	
����
���� 
������	�����


����� 	 ���������� �	
��
�� ����� �� �
���� 	 �������

�
 ���
�� ����� �*� +	���
 ,-./01
�
 + ���
2(��%	�� ,-./01 ���
�� �����	 ,�����*� ))! &���
�� ����1� 3������ ���	��	��	 ����
����� 	�� 
��!��	# ���� ������ ��������
 ���
��
 �	�����
� ���&
��	�	��������

�� $��%�&����

&


 ��	�
�����
��	���

���� �*� �����

�4�# ���� 	���� ��� (Ω,F ,P) �	��
�!��
��� ����# (Ft, t ≥ 0) ����
��� �
 ���
����
 	�	��
�� M(t), t ≥ 0# 5&��� ��� �� ��������
 ���
��
 �	�����
��

���� ���������� ������� 〈M〉# M ��	��	��� 
 �	��
����	 5&��� ��� ��# ��������
# �������
�������� ����	�	�# 	�	� ���&
��	�	�������� ����	�	�� 〈M〉&�� �!�4� ���&
��	�	�������� ����	&
�	����� �	
��
�� � �	�� 	� � ��
��&��������# T &�)

Ts = inf{t : 〈M〉t > s}.
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� ������ ���� � ������ 	��
�� �
 ���������� ���� ���� 〈M〉∞ = ∞ ����� 
���� 
W (s) = M(Ts)
����
�
� (FTs)�
�
	����  ��!"�������� ��#�$$� M(t) = W (〈M〉t)�
������������� 	
�� 	��

�� ������� �

�	���� ������� � �������
����� ���� �������������� ����

������
� ���
� 〈M〉∞ < ∞�

���
��� W ����  
�!
� 	�����
�
� � �
�� ����

���!���� �
� M �	�� ��"#�
�� %%& '(�"���
����
�
��
�

$

�
�� 	
�� �� M �����
���	
� �� ��%
���	��!
� &��
�
	
����"!�� �������
�� ���������
������� �	
�� ������ '() �������
� ��
��
 m ≥ 0 �����
 �����
 τm(0) = 0 ��

τm(k + 1) = inf
{
t : t > τm(k), |M(t) − M(τm(k))| = 2−m

}
(k ≥ 0). '*)

+�� ���	���� 	
�� �� (m + 1)���� ������������� �
�
��� %

������ �� m����
�� '(τm(k))∞k=0

(τm+1(j))
∞
j=0�
�� �����
�
�����)

�� ������ ) �*� ���$
" ��+"(��� ��������( (�,� ���-�����#�� �.�#����"�� ����
	�
�/0� 
DDS
'(�"�������
�
��� �.���-�, {Bm}m ��������� &����������(	0�1 $����"�������
���� #.� ������2

Bm(k2−2m) = W (sm(k)) = M(τm(k)), sm(k) = 〈M, M〉τm(k)

��� τm(k) ≤ Tsm(k) �� 
��� �����,����� �.��-���� m ≥ 0 �����" 
 k ��������� �ω��3� ����,�"� 
�
sm(k) ≤ 〈M〉∞ ���/����

, �
���������
 Bm���� ���-���� � (� �������
 ��%
���� ������
�� �
��

��� �
�
���
��

����	� 
 ���
������� �������� ����������

�

�� �� �� ������
�� �� � #����� 	
�� � ���������!� �����#��
�� ��� ����
�� ��
��
���
�

�����
#��� ����
���� ������������ ���!� ��� ��� "

� 
������ �
�
��� ������������� , �
�
���
m���� ������ � �-������� �����""�
 ��%
����!�.

Nm(t) = 2−2m#{r : r > 0, τm(r) ≤ t}
= 2−2m#{r : r > 0, sm(r) ≤ 〈M, M〉t} (t ≥ 0).

/��	���� 	
�� ������������ ������ !���  �����
��� �

���
�� 2−2m !����
����� ,� !����
�
"

�
��
 � τm(k) 	������
 ��

�� �� �����
 � 	������
 Nm (τm(k)) = k2−2m� , 0 �����
��� ����� �������������� ��"	���!� �� �""�
1���#�� ���"��!� ��
����� ��������.

�� ������ 4����,������ 
���� K > 0 �����" ��+"(���
�0"� ��� am = O(m−2−ε22m)K �����
���
�����,������" �(5�( ε > 0��
� 
��� am ≥ K ∨ 1 �("��" m ≥ 1��� �x ∨ y = max(x, y)� x ∧ y =
min(x, y)��

6���� �����,����� C ≥ 3/2 �� m ≥ m4(C) �����" 
 �.#�����, $�5������� /0�0"�2

P
{

sup
0≤t≤K

|〈M〉t ∧ am − Nm(t ∧ Tam)| ≥ 12(Cam log∗ am)
1
2 m

1
2 2−m

}
≤ 3(am22m)1−C .

, �-������� ����� ����������
 	��

�� 2���
����� 345 ��� ����� ��������	
�� �� � ���

�����
�������� ���-
�-��� �
����� �� ������!� � �

�����
#�� ��
�������� ���

	� ������ ) *� ����
 /��.����(� �
��"��#
 
 �.#�����,��� �
	/0� 
 �#
��
�(�0� #
�(�5(3 
		��7�
(��5(3� �($�/��
2

sup
0≤t≤K

|〈M〉t − Nm(t)| < O(1)m
1
2 2−m 
��� (m → ∞)
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��

sup
0≤t≤K

|〈M〉t − Nm(t)| < K
1
2 (log K)

1
2 ���� (K → ∞)

������ �	�
������ ��
� m
��� �� m ≥ m4(3)�

������ ��������� 	
����
���� ���� ����������

���� �������� �����	
��	��
 
	� ��
������ 
��	
�� 
������	
���� �� ������ 
����
�
� ��������

	���� ����
���� 
������� � DDS������������� �� � �� 
�

	� �����	
��  ����� � ��������
�����!

�� ��		
� ��� K > 0 ��		��� ��
���� �
� am = O(m−7−ε22m)K ��������� ������	�
�� ε > 0
������� ���	 am ≥ K ∨ 1 ������ m ≥ 1
���

������ �� C ≥ 3/2 �� m ≥ m5(C)� �

P
{

sup
0≤t≤K

|M(t ∧ Tam) − Bm(Nm(t ∧ Tam)| ≥ 2a
1
4
m(log∗ am)

3
4 m2−

m
2

}
≤ 14(am22m)1−C

����	����� �������

�� ������ � �� 	���� ��	 	����� �����!	�� �

sup
0≤t≤K

|M(t) − Bm(Nm(t))| < O(1)m2−
m
2 ���� (m → ∞)

�� �

sup
0≤t≤K

|M(t) − Bm(Nm(t))| < K
1
4 (log K)

3
4 ���� (K → ∞)

����	���� ��	����	���� �� �� ��"��� ������� m �	�
������ ��
��

"����� #$% &�����'�����( ���� � )��*��
���	� �����&��( ���	� �� M = W ( � +���������

&�	����	�� �����	
�� ��
 ������ O(1)n− 1
4 (log n)

1
2 (log log n)

1
4 ���
  �&& �����������	� &�����'��

������������ 
������ ,��� n �� �������
	������ �����	
� ������ ��	
�-� � �� ����
 ��� 	

'� �(

���� ����.��&�� �� � �	�� O(1)n− 1
4 log n ,� ����������� n = K22m ������ �����	
-( �
�  �


����
'�� � 
�� �&& +���������&�	����	���
 �
��������

���� �������	�
��
� ������� �
	�������


/��� �

�
���( 
��� ������
��� ���
����&�
 ������ ������( ���� �� M 
������	
��� �
����'����
Bm &�
����	�( �
�
� � DDS )��*��
���	�� ����
'��( �

���� �� Nm ������
��
�� 
�
���
��
����
�� 
�

��� �.����
����� � ������ 
��	&�� ���
�
 � �������� � ������� � B DDS )��*��

���	��� �

���� � ����������� ����	����� �������������( ������� � )��*��
���	�� � Bm ���

��
���� ���'�������
 	

'� �� �
�( 
'� � ����������� ����	���� �� Nm ��
��
���� ���'�������
�
0���'��� �� ����( ������ �� B �� 〈M〉 �.����
����( ����� � 
����
�
� ����
'�� ��
��
���� �� ����
��1�'��� �� ��
��	��

"�������� ����
.��&�
 �� ��� ���.
��( ���� ������
��� ��
����
� ������ ���� � �.����
������
��� ��� �'�	� �� 
��( ���� � 
2
��� ����� � ��
��
�� ���

������� �����
���3 
����� �
��������� ����
�
&��! 
����� �����'� ����� n���( 0 ≤ s < t1 < · · · < tn ��
�� ��	
���� ��
U1, . . . Un ��
�� )���
���

������ �

P
{
Γ | F0

s

}
= P

{
Γ− | F0

s

}
, ,4-
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����������� ���� ������	��
�� �
�� Γ = {M(t1) − M(s) ∈ U1, . . . , M(tn) − M(s) ∈ Un} �� Γ− 
��
������� ����
���� ���� Uj 
������ −Uj�� ����	�� Γ− ����������� ������� F0

s = σ(M(u), 0 ≤ u ≤
s) �� M ����� �������� ������
��

� �� ����� ������� �� !"�
��� #$��� �� %�� &'( ��������� �������$������ )��� ����� ��������
��� *���� ��� ����$����� ����"� &+,(� �$��� ��� �������� 
��� ���� � $���
������� �$��������
��������� � �������
�"� ���
��
�� ������� -�"��� ���� J�� 
������ H�
����
������ � J�
����
���
�
��� ������
� 
��� $
���� �����
���� {−1, 1} �����. α �����$�� �������� M ���� ��

∫ t

0
α dM �

��� "������ �� ���������� � H 
����
���
� ��� "����
���� ���"�/� �� ���� �������� "����
� 
��
������� ���� �����$
�
���
�"�� α(r)(t) = I[0,r](t)−I(r,∞)(t) ������� ��
��� �����$������ ���
��
���
� *���� �
����������� 
��� � ���������� -�"�� ��������/���� J�
����
���
� �� H�
����
���
�
���
������
��� ��$ ���� ���������� 
���$ ������ $���
�������� 
� 
����

!"�
��� #$��� �� %�� �
����������� &'(� 
��� ���� � ���������� ���
�������� ������ 
��� �
$���
���� DDS 0��1��$������ �� � �������
�"� ���
��
��� �	�������� )���� � ����������� &'(
�� ��� $��
�� 2����
���� �� %�� &',( ����� �"��
������� � ����� � ������
 ���
������ ������������
�������� ��� �� �� ��
 �"������������ � ������
����� ������ � $���
�������� �� 
������$��� ���
�������� *���� $���
���� ������ ���"�� 

�������
� � &'( ��������"���� $"������ �� � ��$��3�
���
� $���������� ������$����� �� � ������	�� 
��� ��� $���
���� �������� ����� *����� 
�
M ���� �� 4�������������$��������� M̂ =

∫
���(M) dM ���� �� ��������� $�������
��

������ ����� 	
��
������ �
�
����
���
��
 
� �������� ������������

�� ������ ��� �� W (t) (t ≥ 0) ��� ���	�
��
������ �� C(t) (t ≥ 0) ��� ���� ��������	� ����	
����	�� �
	
�
	 	������� �� �
���
	
� �������	 �
������� ���

 �� M(t) = W (C(t)) �
�����
��
��	��� �
���
	
� �
����� � 
	����
��	���!

��� "���

�#���� $� M �������
��%��	 ��&����� �
���
	
� �
����� ��
��	���� ���

 �� � DDS
'

(	��
����� �� ����
����%� ��
�� �)&� ��������	��!

)���� �
��������� /�� �3����
�� 
��� � �
������ �3������� $������� �����$�� �����
��� �
�	������������ ����"� �� � 5�6 ��������� �� 7���������� ��� �
�������"�� 
��� � 5�6 ��������
$������ $
���� m ������ � {τm(k)}k ������� �	������� � {M(τm(i+1))−M(τm(i))}i �����������

������ ����� 	
��
������ ���
�������



)���� � ���������� �� ������ ��������"�� ��
���� �� *���� �"������������ ���
������ ����������
� ! �������� � 5

�
�6 ������ ���
������
���� *���� �
����������� � 5
�


����
6 ������ ���
������
�
������ � �
���������� #$����!"�
���%�� ������� ���

� ������ *����	 M �
���
	
� ��
��	���! + ��������� �� ���#��� ��������	�,

��� � βM DDS '

(	��
���� �� � 〈M〉 ����
����%� ��
�� �) ��������	��-

���� ������� 〈M〉��� M .�%�� ��
�����/ ��
��	���-

����� ��	��	 {−1, 1} �
����� �������� F�&)�
�$��) H �
������ �����	(∫
H dM, 〈M〉) d= (M, 〈M〉

)
;

���� ��	��	 ����
��	������%�� I[0,a] − I(a,∞) ����/ h ������	�
� ��
∫

h dM �� �� M ��
�
��	���
�	�� %���	�� �� ��
�����%�-
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��� ��������	�� F
���
������ B(R+)⊗ σ(〈M〉) ������� 
���� H �
��������� ���� �	���� ����
��	�������� ����	�������

(∫∞
0

H2
s d〈M〉s < ∞ ����

)
�

E
[
exp

(
i

∫ ∞

0

Hs dMs

) ∣∣∣〈M〉
]

= exp
(
−1

2

∫ ∞

0

H2
s d〈M〉s

)
�	�������	 ���������

���� ������
∑n

j=1 cjI[0,aj ] �
������ ������ h ��		������

E
[
exp

(
i

∫ ∞

0

h(s) dMs

)]
= E

[
exp

(
−1

2

∫ ∞

0

h2(s) d〈M, M〉s
)]

.

� ������� ������ �	�
������
 ���� � ��	���� ������� ��� �
� ���� ������
 	�������� ��� 	���
������ �������� ����� �����
 �� M ���� �� ��������������	��������
 M̂ =

∫
���(M) dM ����

�� ��������� 	����������
� ����
 !	��� �� "�� ������
������
 ���� �� � ������ ���������� � #$��� ���� 	���%�� ����

&�� �������& 	���� ���������� '� ��� ���
���
 ���� � T : B →
∫

sign(B) dB ��������������	���&
����%�� � � (������������

'���� � ��������� �� ��������� �)���� �)�)�� ��� � ���� �� *	���%����� +,
 -../0 �����
������
���� ���� ��1�
��
 	�������� � ��������������	���& %������� �����&�� ����%�� ��

'���� � ���������� � ����� ������
�� � 	�� ��� �� �������2 ���
����
 ���� � T nB n ≥ 0
�����	���� ��������� ������� ������������� � �)������1 ������	��� +-/03

4�� ������� 	��������
M �� N ������� �����������
 ��EMsNt = 0 	��%�� s, t ≥ 0 ���������
'� � �������� ���������� �����
 ���� s ≥ 0 ������ E〈M, N〉 = 0� 5���� ���������� �� ��� �������

���� � T nMt �� � T kMt 	���������� ���������� ��	 6� �� ��������7���

�� �������� � T nW, n ≥ 0, ������	��
 !��
� ��� 	���	�� 
��
	
������ � ���� ������ s, t ≥ 0
���!
������ ������ n �= k !
����� �������
 �� ��

ET nWsT kWt = 0

�	�������	 ���������

������ 	
���
 �
��� ����� 
� ��� ����� �������������

� %������� ���� ����������� ������ ��%����
 ��	��� � ���%������� ������
���� ��� �� �����
	�������������
 ������� ��� 
�� � �� ������ 7� ���%	��������� � %���������� ���� �
���
������� ���%���� �� �% �� �����
 ������� ��	 ����� 	������������� '���� �� )����������&���
��	 �)�)���� �� )����� ��	��� ���%�� �� � ���%��������

�� �������� "�	�� ���� �
	� 〈M〉∞ = ∞ �� M �

Mt = x +
∫ t

0

σ(Ms) dβs

��� ��� ������� ��
� σ �	� ���
� ��� ���#�� ��		���� �� β �	� $�
%�
�
�	��� &  
�� M '�(��
��
�����) ������	���

#



� ������ ������� ��	
�� (Bt, Ct), t ≥ 0 �	
 �
����� ���������	��� ����� �

At =
1
2

∫ ∞

0

(Cs dBs − Bs dCs)

���
���� ����� ������	���  � �� ���
��� � �!"�����#� ������������ �$��� ���%���������"�� ��
�����

�%��&�  %%�� � �$���%�� �� ���'�����&� (��� )�� �*���

�� ���	�� ������ Φ : R
d → R

d ��� �������	
 ����
���� � ���	
�������� �� ������������ �������

Ψ(x) = (Φ′)T (x)� ��
���� ������ ���� ���� � ��
������ �������
���� �����
������

Ψ(x)Φ(x) = x �
 x · Φ(x) = 0 �	���� x ∈ R �
����

���� · �����	 � 
�����
�����
� R
d ���� !����� �� B ��� d �	����	"
 #��$� �����
� �����

Mt =
∫ t

0

Φ(Bs) · dBs

%&��� ����	�����


� ��
	��	������ '� Φ � Φ(x) = Ax ������� (����"� ���� A ��� �������	
 ����	)� ����� ��

�����	 ������������� ��
�����	�� ���� A ���������	
 �
 ���	 
�	�����	��
�

 �� ���%������"� � � '$�*� ������	��+���� ����� �,��+*����	� ������� ���%��&�

���� � ������	 �
� ��
�����	�

-� �����,�� %������� ���
��	���� ������,���& �.�!�!��� +&� %������%��& � ���������	�� �������
�*�+$��� �''��/�����&+���� ,	
���� � ������,���& ����� %� �$� �����#��	�� '��� ,	
������ �
������� "���� ����� � �$�#��� �$'$������ �� ,	
������ � ������� ����*���� 
	
 �$�
�	$���
��� ���� ��	%��������� %�	
 �	
 �*��� ������� $� �*��� 0���
����&� ����*,�"� � �!"�����#
0���
������ %��
 1+ '��� +!� �� �� �*��� ��������

(�"�� ��� %�	
 ����� $� "����� ��#��!� � ���� � ���
��	�� �� �	
�� 0���
���� �$'$������
"$������ ����
��$	� ��$�� � ���	
��� �!���
�$�� �&*����.����� ��� �,*,�� ����$������ �!���
�$��
�*�� � �������� �/�,��������� ���*	���� $� ����*������ - *��	������� ���� ����
��$	��
�!���
�$�$�� 2%����'� (���%�� ������,���&+�� �,���+,� ��� ��� "������ ��� ���
��� ����$������
� ������� �*# �!���
�$�$���

����
� � ������� ��� ���	�����	

3��!�+� L � B ���������	�� ������ ������� �*�+$�� ��	
�� {Bm} � �������� ��������� ���
���
	�� �������� ����
 � B�� �!���
��� ��	
�� �m(k) := #{0 ≤ l < k | S̃m(l) = 0} $� Lm(t) :=
1

2m �m

⌊
t22m


)
� Bm ���
���� ������� �*�+� � ����� � t �*��	� -�� �����

�+,�� %�	
 �� � ����
��

�$	 �	
 "��&��
�4�$		�� �	
��������� ���"��	�� � ����� ���	�� ������� �*�+$%��� - �����

��� �#
!����� ��� %�	
 ��������+,�� %�	
 �	
 �*��� ������� �� �		
�� �$�#��� �!���
�$� %��
 1+ '�����
%�� ��� 5�*��.�� %�	
 �� m�*�� �!���
�$� ���*�� 0���$�$�� ,��� �� (m + 1)�*�� ������� ��+!�
�$	 � �!����#� �.		����� geometriai(1/2) ��������1 ����1 0���$�$�� 6�%�� � �$���.��7

�� ���	�� ��	�� n → ∞

P

(
sup
[0,K]

|Ln(t) − L(t)| ≥ C K1/4(log∗ K)2n22−n/2

)
≤ λ(C)

(
K1/22n

)2−C

,

���������� ���� C �
 C ��� ����� λ(C) ��
���
����� ��� ����������� ���� n �����
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� C �������� ��	
�� ���
�	�������
�	 � ����	������		� 	����� ������	
� ������ � ��
������

�������
��

�� ���������	
��

sup
[0,K]

|Ln(t) − L(t)| < O(1)n22−
n
2 ���� (n → ∞)

sup
[0,K]

|Ln(t) − L(t)| < K
1
4 (log K)2 ���� (K → ∞)

������ ���������� �	�
 m����

�� �	���� ��
��������
 ��������� ������� 	��� � �� ����	��� �  �!� "����������

#��	��� ����������� ��� � 	���	�� ��� �	���	�� ���
�����$�����%	 ��%	% ����	�& �� ��		 
�����

���� �����
 ��	�	���� '�	�	�� La(t) �� La
n(t) � ���(��������& �		��
� ����� n���� ����	)�������

� 	���	�� ������� #�
�	 ����	 � �������� ����
������	 ��� ��
����	�* � ��+�)$�%& 	��
��La
n(t) =

L�a�n
n (t)����� ��+���	
�& ���	 �a�n = �a2n�

2n � #�� ����	���������& L�a�n
n (t) = 1

2m �
�a2n�
m (�t22m
) =

1
2m #{0 ≤ l < �t22m
 | S̃m(l) = �a2n�}�

�� ���������	
��

sup
a∈R

sup
[0,K]

|La
n(t) − La(t)| < O(1)2−( 1

2−ε)n ���� (n → ∞)

������ 
�
���������� ����� ε > 0 �����	�

��
��� ����
��
 ��������
� ������ 	� ���
��� � ������� ��
������� !�

,���� � ������� "�	������� -��		��� #��$��	 �	���������� � ���(� �.$������& ������ �� �������

�����.���$�%�����

���� ������	
����

 ���������
 ��	��������� ������

,���� � "��������� �� � "� $�	���& ���
 �/	
����� 
�	��	�� �������� ����������� � ���)�����
�	

������	���� ������� �����
�		���� ��
 
�	%��)�*�����	 ��
��	������ �������	)�����
∫ t

0
Ys dM(s)

�)���/ �������	����& ���	M "�	
����� ��������	 �� Y � ��������	�� ���
� �������	���% "�	
�����

0� "�� ����	��& ���
 �%�������� ������������� ��� �����	
���� ���	�������� �������������

��������	
������ �� �	�� �����	
 �	
�� Y "�	
�������%	 �		& ���	
����� ��
 
�	%��)�*�����	

�����%	 "�	
����� �� ��	 	�������	 �����	���� �������%���� 
������ � ������� �����	
 "�	
������

Y = f ′
−(M) �	��/��& ���	 f ′

− ��� ���
�. "���
��
 ��	���������� ��	�	��	� ����
�	����

� "� 
����� ���� ��������$�%���& ���
 ���������� "�	������� � �����& ���	
 
��
 �� �����

���������& 
��
 �� ���������� "�	
������ 1����������)���/ ����		��� ������ ��+���	� ,���

����		��� ������ ������	��� � �������� ����	)��� ���������������� ,��� � �%��� �	
�� ������

��	)����� ������ � ����$��������� �������	�����& ��	
 ���	�������� �	��� � ���������%	�

2����	% �������	)���� ��	�	������ 0��������� ��	����������& )�
 �����
���� �� � ��	�����

��	������� ����	���� $�	���%	 �����
 �	��
��� �������
�� ����	��� �� ��������� ���� "����������

 �!�3� �	"����������� ,��� �����"��	�	%��� ��� � ����� �	���
����

� "� ��	������ � ��� �������	)��� ������ ��& ���
 ��	
�� "�	
������ �	��	������ � "���


���	� �����������$�%�� 0�����������	 �� �� ������������� ��������& �)� � �� ���������� �

�������% "�	
������ ������� 
�����

�



������ ������	
����
 � ��

	� �������
�� ����������

�� 
	
��� ������ (Wt, (Ft)) ��� �����	
����
 � 
������� ������������ ������ f ������� ��������

��������� ������������� ���������� �����
�� �
 
����� n ≥ 1 �
���� ������ {sn(i) : i ≥ 0} � � !

����� �������� "��������	���� 
������
� �����

# (In
t ) �$���%�� �������� ������ � �$�������������&&�� ���������� sn(k) ≤ t < sn(k+1), k ≥ 0

�
���� ������

In
t =

k−1∑
i=0

fsn(i)(Wsn(i+1) − Wsn(i)) + fsn(k)(Wt − Wsn(k)).

����� ���
������
 T < ∞ �
���� ������� �

sup
0≤t≤T

∣∣∣∣In
t −

∫ t

0

f dW

∣∣∣∣→ 0 
�
� (n → ∞)

�������������

� ��������	
 ���� ���
��� ���� m ��������
���� �� {sm(k)}k 
������ �������
����� 
��� ��
�

������ ���
��� ��������������

������ � DDS����
�������� ��
��	��� ���
���� ���������������� ������ � �������� � 	��

���	��
��� ������

�� 
	
��� ������ M ����� ��������
 (Ft)	
��������' 
������ ���������(
 ������������ �����
)�'
���� �� 〈M〉∞ = ∞ �
�
��� ��� ����
�%�*
��*� ������ Y ������' (Ft)	���&���� �����
�� �
 �
{τn(i) : i ≥ 0}' n ≥ 1 
������
� ���� � �+! ���&��� �����������

,���� �� (Y n
t )	� �
 (In

t )	� τn(k) ≤ t < τn(k + 1), k ≥ 0 �
���� ��

Y n
t = Yτn(i)

In
t =

∫ t

0

Y n
s dMs =

k−1∑
i=0

Yτn(i)(Mτn(i+1) − Mτn(i)) + Yτn(k)(Mt − Mτn(k)).

��������
�� ����������� ,���� ���
������
 T < ∞ 
������ �

sup
0≤t≤T

∣∣∣∣In
t −

∫ t

0

Y dM

∣∣∣∣→ 0 
�
� (n → ∞)

�$���%��
 ��&�����

� �������� !����
 	����	
 ���
���� ������������� ����� � ���������

�� ����
����	��� # -� ����� ���������� 
������ ������� �

sup
0≤t≤K

∣∣∣∣∣∣
∑

τn(i+1)≤t

Yτn(i)(Mτn(i+1) − Mτn(i)) −
∫ t

0

Y dM

∣∣∣∣∣∣→ 0 
�
� (n → ∞)

�������������

"��� ������������ ���
#	� �������#�� ���� ���� In
t ����
� ������ �
�������� �	������	� !���

!�����#�� ���� 
������
�����
�� 
$������� ��������� ± 1
2m ������ ��
�
����� ��������� 
����

�������
 �������	
 ��
�����

�����

%&



������ � ��� �	

��
 �	
��	�	� ����������� �����

���������� ���	
���� �
�� �
 ����������	� ��	
�����
������ ���	�� ��
�	
������ 
��� �������
��������	 ������������ �������

� � ��	
�����
������ ��� �
 � ���	
��� ��� ������� �sign(Bt)
�������� �	����� ���� �������� ������� 	
����� ������ �	 ���������� �������� � 	
���
�	
����	
���� 
�	���� !
� ���"	
����
���"�� 
� � ��	
�����
������ ���� ������ � ���
���� ����������

������ #����� !���� ������������� ���	
��"�� �������	
�
��� ����� ������������� ������
f ′
−(B) �������  �
������ �
�� f ′

− ��� ���#�$ �"��#��� �"����	������ ����#������
!
 � ���	
�� ��������	 ��	� %
�����	 &���	 '()* ����� ���������� �����$������	 ����+

�������� �
��
∫

f(B) dB ������������ ��
�� ���� f ∈ C2 � ��	, �"��#����� �	�������
- .� ������ �	 �
 /�0+&����� �������� 
�	
���#� '(1* ���
����� �� � ��#����
� �����
�
2

�� ����
� ������ f ��� ���	�
 ����	��� ��
���������� ����	�
��� �� 
����� �
��� M ��
������


���
�� ��������
� ��
� �����
����� � 〈M〉∞ = ∞ ���� ��
����������
� ����� T > 0 ��

���

sup
t∈[0,T ]

∣∣∣∣∫ t

0

f ′
−(Mm(s)) dMm(s) −

∫ t

0

f ′
−(M(s)) dM(s)

∣∣∣∣→ 0 ���� (m → ∞)

�� � ����� ��	
�� 

� 
����
������� ��������������� 
���

��	
�����


!
 � ��	
 � ��������	����� #��� ��
�� ��	 ��� 	�������	 �������
�	�� ������� ���
- 3��4�+��
��	��� �


Iν =
∫ ∞

0

exp (B(t) − νt) dt

�������	����� ��5����� �$����������	 ������������� �	 ����� ����� ��	
���� #��
����� ������ �����+
�����
��� !
 �
 Y = 1 + ξ1 + ξ1ξ2 + · · · ����	, #���	
 ��	��� #����
�� #�
	������
�
 #�
���
������� � ��#����
� ��6������� �������� ������� �	 ��� �
����2

Y
d= 1 + ξY. 7)8

���� ��������	

- B 3��4�+��
��	 	�� �	���#�� ��� �
���

S(t) = S0 exp
(
σB(t) +

(
µ − σ2/2

)
t
)
, t ≥ 0

���������� ������������ �����	 	
������ ���	
�� � 3����9%�
���	 �����������
-
 �
	��� ����� �����
�	���� � ����������� ���"� ��� �
 ������	 �� ������������

A(t) =
1
t

∫ t

0

S(u) du, t ≥ 0

#�
	������� !

�� ����	�����	 � #������� ���	������ ��5����� 	���� ����� ����������
���

I =
∫ ∞

0

exp(B(t) − νt) dt (ν > 0)

�$����������	 ���������� ���	
��	���� ���
�����
�	�� -
 �
 ������	 �������� ����
���� 
���
1/Iν ����� ���	
��	, 1 ������������ �	 2ν ����$	
��2

I =
∫ ∞

0

exp(B(t) − νt) dt
d=

2
Z2ν

(ν > 0).

((



����� �� ����	�
��� � ���
���	�
�	 �����
�� ��� ��	� ��� ��
����	 ����������
�������	 ��
��
��� �! ��"� #
� �$%� ��	�	
		 ��� �& �� �
 ������
 
�	
���
�	���
 �������
���� �
��&�&��	 ������
���� ���
���	�
	'

����� �� ��

���
���  �		 ������(
����� � �& �	��������! �
�� I p���� ���
� �
���	����
�
�	

�� ���
�  ���
��! �� p < 2ν' ���
�

E(Ip) = 2p Γ(2ν − p)
Γ(2ν)

. )*+

�� �� ����
 � ����	� ���
� �
���	��
���! ������ �����	������"�� I ��

���
�	'
,�����
��� &

���-���
	 ������! �� � ����		�� ����	
		 .�
/� �
���
	 ��� (αt, t ≥ 0) 
���


�����	
� )0���� ������! �& ����( 1� ���
�����	+ �
�����		�� �����		�
�	"-�' ���
� �$� ����"��
��	 �
����	"��! �
�� � J =

∫∞
0

exp(−αt) dt ����"���
 ������ �
��	� ���
� �
���	���  ���

�
 � �& �	���( 	���"�
�
�� 	��"�
-�2

E(J p) =
p!

Φ(1) · · ·Φ(p)
, Φ(λ) = −1

t
log E(exp(−λαt)). )3+

4�

��� �������� � .�
/���
���

�� ��(����	
		 ���
��������
 ������
��� �
�	���� �
��
�&����	( ��	������� �
����	�' 5 �&����	�
��� � .�
/���
���
 �
��
���


 �
�
	������"�	
��
���� � ���"�� � ��
����	 ���
��������
 ������
���	! ���� ������
����� � 	���"�
�
����	 �
	
 ���������  ��
����� �
�"��'

1����� 	���	 (Xj)∞j=1 �-���	���! ��
�

 ��

���
6  ���
���7
���  ��	
��� 

�
��	� 6��! �
��

P(X1 = ±1) = 1
2 �
 S0 = 0! Sk =

∑k
j=1 Xj (k ≥ 1)' ���
� I���� �&����	( ������
��� �

Y =
∞∑

k=0

exp(Sk − kν) = 1 + ξ1 + ξ1ξ2 + · · · , ξj = exp(Xj − ν), )8+

����"���
' 5 ��
(�������� Y ��
� ��

��� ��(����	�

�� ���������(  ���
���7
���  ��	
����	 �
����
 ��
�����' ����� �� ���
���7 �
�	��� Y �	 ��
����	 ���
��������
 ������
������ �
�"�� �� ����'

5 �& �	���(! 9':' ��"���	��� ��	 ���
���	"��! �
�� �� ��(�� ��;����	 Y ��

���
� 
���������

1���
��� ���	���� ��� �' <
 ���� ��� ��	����

��� ��������	 �
 �&��-��! �������ξj ��

���
�

���������� ��� ���
�	��	�'

5 9'9' ��"���	��� �����	��
���� �� ���' ������
��� ��
����	 �&����	�
���� �
���	����	 �

�����	�	"��! �
�� � )*+ �
 � )3+ �
�	����� ��

���  �
������
	 	���
�	����	���' ���� 	6����(�
�� � �
���	��
���� ����

��	��� ��� ������
 ��������	 �����	-�� ���! � �&����	�
�� ��
���	�
!
�
����� �
���	��
� 
���	
��� �� �����	 ����"	�
����! ��' � 9'9'$' ����"���	�	'

=��-� � 9'�' ��"���	��� �����	�	"��! �
�� � �
��
���


 �&����	�
 
���	
��� �� ���
���7!
�����	���
 ���
�������� �����	��
���	� Iν ��

���
�' >�� ��� 6" ���
���	�
	 ������ �����
��
�
 #
� ��	�� ���
���	
		 	�	����'

���� � �����	
� �
����������� ���������� ���������

5 �
��
��	 ���� ��"���	���� �	�
��	��-�� ������ ����	���������
���� �
��&�	 )9':'$' ��"���	+!
��"� ����� �� �
�		�� �
�����
����! ���
� �� )?+����� Y ��

���
� ��� @�	���(A )9':':' ��"���	+'
��	 � 
�������
 �
�	�	 ������� �
����"� � �& �	���(! 9':'9' ����"���	��� ���
���	
		 	�	��' �����
���
���
� ��(		 �������	"-� Y �& �	���( ����	���
 	���"�
�
���	'

5 )?+ 

���� ξj���� �������� �� ��	���� γ1 < · · · < γN < 1 pi = P(ξ = γi)  ���
���7
�������'
)5� ���� �
�	���! �� ���' ������
��� �
�	���� �� � �& �	���(��	 "����	�2 N = 2! γ1 = e−1−ν !

$:



γ2 = e1−ν � p1 = p2 = 1
2 �� � Ti(x) = γix + 1 (1 ≤ i ≤ N) ������	
�� 
������ ������	
 ��	������

�����	��� ��

E(log ξ) =
N∑

i=1

pi log γi < 0

��������� ����� ��
����� �����	�������� ������� ���
 ��		��� � ��������� ��
�	����� Y ������� 
����!

F (y) =
N∑

i=1

pi F (T−1
i (y)). "#�

������ �� ������	� 	�
��	��� ���

��

$%%�	 � ����%�	 %�������� ���
 � "&� %��
 Y ��������� ν > 1 ������� ��
	�����
� � '�%����� 
�������� 	����� $���� � ���������� �		�� ������	���%% ����	
� ������ %
��	
(����� � %
��	
(���
)
��	 *�����
�� ���+ ���%������� ������	
� ,-./�

��� 
�
��� �� ξ ��������	�
�� �
����� 
��
��� �������� γi (i = 1, . . . , N)� 0 < γ1 < · · · < γN <

1� ���
��
 ������ pi = P(ξ = γi)� ��������� � (ξj)∞j=1� ξj
d= ξ ���������� ������ ������
��

��������	�
�� �
������ �������
�� ����� Y = 1+ ξ1 + ξ1ξ2 + · · · ������
�� �������
��� � ���������

�
��
��� � � ������! ����
��� ���"����
�� ����
�

−χP = E(log ξ) =
N∑

i=1

pi log γi <

N∑
i=1

pi log pi = −HP.

χP "�� �� � (T1, . . . , TN ) ����
�� �����
�� ���#���� ���$���� �%$�����
� � P &�������� �
��
���

�
����

� �
������ �0�� ��	�1
�	����� �
��������� �� ������� ���
 �� � �������� ��	� ����� ��������� ��
ν > log 2 ≈ 0.693� ��� � γ2 < 1 �������	������ ���������� ������� ���
 Y ��������� ��
	�����
�
� '�%����� �������� 	����� �� ν > 1�

���� � ������	
 ��
���������� ���������� �����
����

� %
	��
��
� ������ ����	���� � ��������� ������
+ ������+ Y p �
�� ���
�(� ����� ep = E(Y p) 
	�� ������ ����	������!

ep =
1

1 − µp

p−1∑
k=0

(
p

k

)
µk ek, "-2�

�������� ���
 µp < 1� 3�� � µk = E(ξk)� ek = E(Y k)� k ≥ 0 ����������� ����	������

������ �����
	���� ���

 ���������� ���������

� "-2� �����������%�� 
	���1
+��� ������+� ���
 �
	��	 p ≥ 1 ���
�(� ����� �����	 E(Y p)
��1
�	��
� ������	
� � µ1, . . . , µp ����	�����	��!

E(Y p) =
1

(1 − µ1) · · · (1 − µp)

∑
(j1,...,jp−1)∈{0,1}p−1

a
(p)
j1,...,jp−1

µj1
1 · · ·µjp−1

p−1 , "--�

���� � �������+%�	 �������� ��
������+� ξj ����������+� ��������	���

$��	 a
(p)
j1...jp−1

��
������+� ��
 4��1�� ��������� �(���5 ��%�����%� ��	��������� ���� ��

���%%
 ��
������+ ���
�� � p �
� ���%�	 � jp−12p−2 + · · · + j120 �
������� ���� ����

-.



���� � ������ ��	
���	 �� � 
�	����������	
�	����	 ������	�� ������� ���� �������� 
�	�
��

	��� ��	������ ��	���������� � a
(p)
j1...jp−1

��������������� � 
 	��� 
��	�������� 
��	����� ���

���� a
(p)
j1...jp−1

�����	� ���� π ���
�� !��� �� 
 
�	 �� Sp !������"�	� �
�	������ ����� ���


�� !�#������� ��	��� ���	 ji = 1� 1 ≤ i ≤ p − 1� $��� π ∈ Sp ���
�� !����� !�#������� 
��
�� i ��	���� �� π(i) > π(i + 1)�% ���� � ��	��
������ �&	� &� ��������� ����� ����� !�#�������
��	
����	 �����	���� ���
�� !��� �� 
 ��� � ���� 
�	 � ���

�
	���������� ����� ���� ��� π ∈ Sp ���
�� !�� !�#������� ��	
��� � D(π) = {i : π(i) >
π(i + 1), 1 ≤ i ≤ p − 1} �����������	 ��'�� 	�� ����� � �#
������  		�� � 
�������(

��� ������ � a
(p)
j1...jp−1

����������	 
���������	 ��
� ���
������	 ���
����� b(p)(S)����� ��
�
�� S ���		����� ���
�� � 	����	��� ����������� ��
���

S = {s1, . . . , sm} = {k : jk = 1, 1 ≤ k ≤ p − 1}, m =
p−1∑
k=1

jk. $)*%

����� ��  		�� ���� � "������� � � 
��� �	��"���� 
��� ��
"���������� 
��������	 �� �	
�����
���� +���	� "�
������� ��� &� ��������� ����� !�#������� ��	
����	 �����	���� ���
�� !���
�� 
 ��� � 
����� ��� � ���

�� ������  ���������� p ≥ 2 ����� ���
 �� (j1, . . . , jp−1) ∈ {0, 1}p−1 
��������! ������ "������

� 	����	��� ��	������

a
(p)
j1...jp−1

=
p−1∑
i=1

δia
(p−1)

j
(i)
1 ...j

(i)
p−2

=
∑

(i1,...,ip−2)∈L(j1,...,jp−1)

a
(p−1)
i1...ip−2

,

��
� a(1) = 1� δi = |ji−ji−1| "
� i ≥ 2� δ1 = 1� j
(i)
k = jk 
����� 1 ≤ k ≤ i−1 ������� j(i)

k = jk+1

����������� i ≤ k ≤ p − 2 ���
��#  
��$$� L(j1, . . . , jp−1)���� %����%�	 ��
� 	����$���� p − 2
�
���& $������ �
�
���
	 ���
����� �
����	$�� �
��
��� ��� ������ ��������	 � (j1, . . . , jp−1)
�
�
���$��# '������ a

(5)
0110 = 11 = a

(4)
110 + a

(4)
010 + a

(4)
011#
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 ��� ���  	��	 ����"" �	��� ��( 
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�����ω��� 	������ ���
m0(ω) �� 
 &��� ���� 
����� m ≥ m0(ω) ����� 
�		��� �� 
����� ', K ≥ e ������ ���� 		 �

sup
j≥1

sup
0≤t≤K

|Bm+j(t) − Bm(t)| ≤ K
1
4 (log K)

3
4 m2−

m
2

���
�����!��� ��� ����� 	
� "������������� � �#
������ 	�

 �(

	� ������ (����� Bm(t)� t ≥ 0� m ≥ 0 � ��
	��
� �������� $
��
���� �
�
���� �
��� �

(B(t), t ≥ 0) )�
*��

�����
� 	
������� ��� ��������+������ ������������ 
����� 	

��	� ���
��������

�# ,		
� �
��� m → ∞� 
����� ν > 0 
������ "������ ��

Ym = 2−2m
∞∑

k=0

exp
(
2−mS̃m(k) − νk2−2m

)
→ I =

∫ ∞

0

exp (B(t) − νt) dt < ∞ �#�#

)/
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�� ������ �����	
������ 
��������� 
�����	 ����������	 ����������Ym���� ���� ��	����	���	
���� �����	������	�
� � limm→∞ E(Y p

m) ������������	 ������ ��	����� p ��������

������ �� ���	
�
��
��� ��
���	

� �	��
�����

��� ������ �	 p ��
	� ������� ������ ���
�� p
2 < ν ��������� 	����

lim
m→∞E(Y p

m) =
1∏p

k=1

(
ν − k

2

) < ∞.

�� ������ ����	�� �����	
������ ����� �������� �������� �������	������ �� ������������
����������� �������	��	��

��� ������ p ≥ 1 ������ 	 ��������� �������
��� ����	�����

lim
m→∞E(Y −p

m ) = lim
m→∞E(Y −1

m )
p−1∏
k=1

(
ν +

k

2

)
,

	��� limm→∞ E(Y −1
m ) < ∞


 ��!� ���������	�
�� ���� Y −1
m �� Lp 	����� ��������� I−1����� "� ����	��� 	����� ���� �

�������	�
� #�� $

����� %&'( �� &)*(+ ���������	�

��� ������ � ��������� ��������� ������������
 	! Y −1

m I−1��� ��������� Lp"#�� ������ p ≥ 1 �	�$� �����	 �� limm→∞ E(Y −p
m ) =

E(I−p) < ∞%

 #! I d= 2/Z2ν � 	��� Z2ν �	��	 ��������& �	�$����'���� ������$ 2ν ����(���� �� 1 �	�	�����"
���%

 �! Ym ��������� I"��� Lp"#�� ������ p� 1 ≤ p < 2ν ���	��������	� ����������  ���
�� )���
���
 ν > 1

2!
 *���� limm→∞ E(Y p
m) = E(Ip) < ∞
 *� 	� ������� �����
�� q� 1 ≤ q < p �	�$�

���� ������ ��


������ �� ���	
�
��
������
���	

� �	������ ������	
�
���

� ),� 	�	�� ��	 ����	��� ���� �� X(ν) = 1
I(ν) , 0 ≤ ν 
������	 ���������� ���������� �����

������������� ���	���� 
����-��� ���	 � ����� 
������	���� "���� �������� X ��� �����

������	� 
������ 	�����	����� 
���	������.

�� 
����
�� �

X(ν) :=
1∫∞

0
eBs−νs ds

)��
	�	� ��	����$���� ��
 �	�$����'������ )��
����� )������
��


/������ ����	�������� � ))� ����� �������	������ �������	 ���������� �� ������ ������
��	 ����	��� ���� � (I−1(ν))ν>0 
������	 �
�	�����0�� �����	
��� ����������	��� �� �����
��������	�����	 ������� �
�	�����0�� �����	
������� 1���������!�� ���� �� �� ����	��
����� 	
���
�� ������	 ��� ���������	� ����� ���� ���������
� X(ν) 	�	�������� �
�	�����0��
�����	
��	�

�� ����������� �������	 ������	!�� ������ �������	�
2����	�!�� ��� d� 3���	�� ����� �����	 �� � k ∈ Z+

d� ν ∈ R
d
+ ���	�����	� 4�����

M((ν, k)) = E
(
I(ν1)−k1 . . . I(νd)−kd

)
)5



�� (ν, k)i := (ν, (k1, . . . , ki−1, ki + 1, ki+1, . . . kd))�
�� M((ν, k)) �����	
��� � 
���	
��� ��

����	 ����	�

�

��� ������

M((ν, k)) =
(

k1 + · · · + kd

2
+

k1ν1 + · · · + kdνd

k1 + · · · + kd

)−1 d∑
i=1

ki

k1 + · · · + kd
M((ν, k)i).
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