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Bevezetés

A rugalmas anyagu vékony héjak nagy elmozduldsainak
vizsgalata fontos szerepet jatszik a mechanikdban ¢€s mas
tudomanyteriileteken, példaul kolloidrészecskékkel (Tsapis et al,
2005), gomb alaktl nanoszerkezetekkel (Falco et al, 2011) és
egysejtiekkel (Hutchinson et al, 2016) kapcsolatos kutatasok
esetén. A héjak teher-elmozdulas 6sszefliggésének meghatarozasa
nem egyszeri feladat, még jelenleg is jelentds eltérés
tapasztalhat6 az elméleti és a kisérleti eredmények kozott. Ez az
eltérés nem csak a geometriai imperfekciok, anyagi nemlinearités
¢és egyéb, figyelembe nem vett hatasok kovetkezménye. Az eltérés
nagyrészt az elméleti modellek tokéletlenségébdl szarmazik.

1. abra: Pingponglabda horpadasi alakja: kisebb benyomodasnal
kor alaku, nagyobb benyomoddasnal sokszég alaku él lathato (a
szerzo fenyképe)

A kutatok a kozelmultig altaldban korszimmetrikus
horpadési alakot feltételeztek (Evkin, 2005, Kollar-Dulacska,
1984, Pogorelov, 1988, Thang, 1989, Wolmir, 1962, Zhu et al,
2002), annak ellenére, hogy a horpadasi alak a valésagban sokszor
nem korszimmetrikus, hanem sokszog alaprajzu, ahogy szamos
ujabb publikacidban (Antman, 2005, Audoly-Pomeau, 2010,
Galpin et al, 2008, Grolleau et al, 2008, Knoche-Kierfeld, 2014,
Pauchard-Rica, 1998, Vaziri-Mahadevan, 2008, Vaziri, 2009)
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lathato. A mindennapi életben is szamos esetben ez utobbit latjuk
igazolddni, példaul pingponglabdak horpadasa esetén, 1. abra. A
publikacidk tantisdga szerint a kutatok véleménye az, hogy a
gombhéjak horpadasanak vizsgalata még nincs lezarva, a teriilet
tovabbi kutatast igényel (Audoly-Pomeau, 2010, Vaziri, 2009).
Szamos kutatdsi eredményt taldlhatunk koncentralt erével terhelt
gombhéjakra vonatkozéan az irodalomban, melyek nem-
korszimmetrikus, dltaldban szabalyos sokszdg alaprajzi horpadasi
alak feltételezésével sziilettek. Bar lényegében ugyanazt a
jelenséget targyaljdk, az eredmények néha nagy mértékben
eltérnek. A gombhéjak horpadasanak vizsgdlata még mindig
aktualis, hiszen sok alapvetd kérdésre nincs valasz, illetve
jelentdsen eltérd megallapitasok lelhetdk fel az irodalomban.

A kutatdsom célja, hogy a koncentralt erdvel terhelt
gombhéjak horpadasi alakjat meghatarozzam. Tovabbi cél a
koncentralt teherhez tartozé teher-elmozdulds  fliggvény
meghatarozasa. Ezeknek az eredményeknek az eléréséhez
analitikus modellt fejlesztettem ki, mely megmutatja a lehetséges
horpadasi alakokat €¢s megadja a teher €s az elmozdulds kozotti
Osszefliggést. Kutatdsom sordn a nem-korszimmetrikus horpadési
alakok koziil csak a szabalyos sokszdg alaprajztiakat vizsgaltam,
melyeket diszkrét forgdsszimmetrikusnak nevezek. Egy kozelitd
modell is bemutatasra keriil a disszertacioban, mely — mérnoki
intuiciora alapozva — kizarolag azt az allapotot vizsgalja, amelynél
a horpadasi alak forgasszimmetrikusbol diszkrét
forgasszimmetrikussa valtozik. EbbOl a modellbdl az valik
lathatova, hogy a héj mely sokszdget valasztja ebben az esetben.
Kisérleti és végeselemes vizsgalati eredmények igazoljak a
modellek helyességét.



Korszimmetrikus horpadasi alakok vizsgalata

A nyulasmentes  (izometrikus)  alakvaltozasokkal
kapcsolatosan az irodalomban sok érdekes ¢és Iényeges
megallapitds olvashatd (Audoly, 2000, Croll, 1975, Hegediis,
1998, Ivanova-Pastrone, 2002, Pogorelov, 1988). A gombhéjak
horpadési alakja kozelitdleg az eredeti héjfeliilet izometrikus
transzformaltjaként feltételezhetd. A valosdgban a héjak véges
vastagsaggal rendelkeznek. Vékony feliiletszerkezetek esetén
tipikusan lokalisan nyulasmentes (lokalisan izometrikus) vagy
kvézi-nytlasmentes (kvazi-izometrikus) alakvaltozasokat
lathatunk. Egyszertien belathatd, hogy a korszimmetrikus és a
diszkrét forgasszimmetrikus horpadéasi alakok kozotti atmenet
nem johet Iétre folytonos nyuldsmentes alakvaltozasokon
keresztiil (Veto-Sajtos, 2016D).

A gombhéjak horpadasaval kapcsolatos publikaciok nagy
része korszimmetrikus horpadasi alakot feltételez. A héj horpadt
alakjat az eredeti gombfeliillet egy részének inverzeként
feltételezhetjiik (Pogorelov, 1988, Knoche, 2014), ezaltal a teher-
elmozduléds Gsszefliggés meghatarozhatd. Koncentralt erd esetén
Pogorelov eredményei hasznalhatok (Pogorelov, 1988), azonban
parhuzamosan megoszld teher esetére 1j eredmény vezethetd le
(Veto-Sajtos, 2009). Az altalam adott 6sszefliggés szerint a teher-
elmozdulds diagramnak minimumpontja van, mely a héj alsé
kritikus terhéhez tartozik. Ez az also kritikus teherérték jo
egyezést mutat az irodalomban (Kolldr-Duldcska, 1984,
Dulacska, 1987) talalhato  kritikus teherértékekkel. Az
eredményeket az 1. és a 2. tézis tartalmazza.



A horpadasi él modellezése sikbeli nyomott
gyuriként

A gombhéjak kor alakl horpadasi éle altaldban valamilyen
sokszoggel jellemezhetd alakzatta alakul at a teher ndvekedésének
hatdsara. A gombhéjak horpaddsa sordn megjelend kor alakt
horpadasi ¢l és a sikbeli, kdzéppontja irdnyaban haté megoszlo
teherrel terhelt, rugalmasan &gyazott gytrti koézott mérndki
szempontbol jol indokolhaté analdgia all fenn. fgy egy sikbeli
nyomott gylirii stabilitdsvesztését, kihajlasat vizsgalhatjuk. A
horpadaési élben a héj terhelése gyliriiranyli nyomoéerét okoz, 2.
abra. A gyliriként modellezett kor alakti horpadési élrdl az
feltételezhetd, hogy a kornyezd héjrészek rugalmasan agyazzak,
illetve rendelkezik hajlitdmerevséggel is, melyet a horpadasi €l
nem zérus szélessége biztosit.

2. abra: A koncentralt teherrel terhelt gombhéj kor alaku
horpadasi élére hato erck a membranelmélet szerint

A kozelité modell megmutatja, hogy adott sugar-vastagsag
arannyal rendelkezd héj esetén a koOrszimmetrikus horpadasi
alakhoz tartoz6 kor alaka horpadasi ¢l milyen diszkrét
forgasszimmetrikus  horpadasi alakhoz tartoz6 sokszoggé
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alakulhat at a horpadas folyamata soran. A modell csak a kor és a
sokszog kozotti atmenetr6l ad informdcidt, a sokszogek
oldalszdmanak a horpadas sordn torténd megvaltozasaval
kapcsolatosan nem szolgaltat eredményt. A horpadasi sokszog
oldalainak szamaval kapcsolatosan a modell altal szolgaltatott
eredmények Osszhangban vannak a kisérleti eredményekkel (Vero-
Sajtos, 2014, Veto-Sajtos, 2016a). Az eredményeket a 3. tézis
tartalmazza.

Diszkrét forgasszimmetrikus horpadasi alakok
vizsgalata

Analitikus modellt dolgoztam ki gémbhéjak horpadasanak
vizsgalatdhoz (Veto-Sajtos, 2014, Veto-Sajtos, 2016a, Veto-Sajtos,
2016b) a horpadasi alakot az eredeti héjfeliilet kvazi-izometrikus
transzformalt alakjaként feltételezve. A modell az irodalomban
(Audoly-Pomeau, 2010, Ben Amar-Pomeau, 1997, Lobkovsky,
1996, Pauchard-Rica, 1998, Pogorelov, 1957, Pogorelov, 1988,
Zhu et al, 2002) taldlhato kutatasi eredmények felhasznaldsaval
késziilt. A kvalitativ modellben, melyet MATLAB kornyezetben
implementaltam, nem csak korszimmetrikus, hanem diszkrét
forgasszimmetrikus  horpadasi alakok figyelembevétele is
lehetséges. A korszimmetrikus és a diszkrét forgasszimmetrikus
horpadési alakok kozotti folytonos atmenet a csucsossagi €s
lekerekitettségi paraméterek, azaz b1 és by altal valosul meg, 3.
abra (Veto-Sajtos, 2014, Veto-Sajtos, 2016a, Veto-Sajtos, 2016D).
A rendelkezésre allo modelleket tanulmanyozva lathato, hogy ez a
tulajdonsag egyediilallo, a kutatok az emlitett alakok kozotti
atmenetet hirtelen, ugrasszert valtozasként veszik figyelembe.

A korszimmetrikus €és a diszkrét forgdsszimmetrikus
horpadasi alakokhoz tartozo teher-elmozdulas 0Osszefiiggések
egymastol kiillonboznek. Az ezekhez az Osszefliggésekhez tartozo
diagramok kozotti eltérés a héj benyomoddasanak ndvelésével
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novekszik. Az eredmények azt mutatjdk, hogy gombhéjak
horpaddsdnak vizsgéalata soran sziikség van a diszkrét
forgasszimmetrikus horpadasi alak figyelembevételére. A modell
pontosabb (a kisérletekhez kozelebb 4allo) teher-elmozdulas
Osszefiiggést ad gdmbhéjak esetén, mint a jelenleg rendelkezésre
allo modellek (Vets-Sajtos, 2014, Veto-Sajtos, 2016a, Veto-Sajtos,
2016b).

A Dbemutatott modell segitségével igazolhatd, hogy a
kiilonbozé sugarral ¢és vastagsaggal rendelkezd gombhéjak
poligonalis horpadasi alakja kiilonboz6. A kisebb sugér-vastagsag
arannyal rendelkezé gombhéjak esetén alacsonyabb oldalszamu
sokszogeket, mig a nagyobb sugar-vastagsadg arannyal rendelkezd
gdmbhéjak esetén magasabb oldalszdmu sokszogeket lathatunk, 4.
dbra. Osszegzésként megéllapithatjuk, hogy a gdmbhéjak
horpadasakor 1étrejovo sokszdgek oldalainak szamat a héj
geometriai paraméterei hatarozzak meg (Veto-Sajtos, 2016a). Az
eredményeket a 4. (kivéve 4.3 altézis) €s az 5. tézis tartalmazza.

3. abra: Diszkrét forgasszimmetrikus horpadasi alak feliilnézete
és metszete a modell szerint (a horpadt héjfeliilet geometriajat
leiro valtozok jelolésével)
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4. abra: Létrejovo horpadasi sokszég-oldalszamok a héj A relativ
vastagsagi paraméterének fiiggvényében

Kisérletek és végeselemes vizsgalatok

Az analitikus ton kapott eredmények kisérleti
verifikacidja minden kutatds esetén nagyon fontos. Az altalam
elvégzett kisérletekben pingponglabdakat és tigynevezett Lénart-
gdmboket vizsgaltam (Veto-Sajtos, 2014, Veto-Sajtos, 2016a), 5.
abra. A pingponglabddk esetén tokéletes egyezés volt
tapasztalhat6 a kisérleti és az analitikus uton kapott eredmények
kozott. A Lénart-gombok esetén az egyezés nem volt tokéletes,
ennek oka szdmomra nem ismert. Szamos hatds, melyet az
analitikus modell nem vesz figyelembe (anyagi nemlinearitas,
megtamasztas hatdsa, terhelési sebesség, stb.), befolyasolhatja a
horpadasi sokszogeket. Tovabbi eltérést okozhat a horpadasi
sokszogek nem szabalyos volta, illetve a horpadasi ¢l
szélességének valtozdsa, mely hatasokat a modell nem
tartalmazza.



5. abra: A Lénart-gombbel folytatott kisérlet (3. szamil prbatest)

Végeselemes vizsgalatokat is végeztem koncentralt
teherrel terhelt gombhéjakra vonatkozéan. Az ANSYS szoftver
segitségével a pingponglabda geometridjaval és mechanikai
jellemzodivel rendelkez6 héjak esetén kapott eredmények
megegyeznek az analitikus Gton altalam kapott eredményekkel
(Veto-Sajtos, 2016a). Az eredményeket a 4.3. tézis tartalmazza.

Tézisek

1. tézis
(kapcsolodé publikacio: (Veto-Sajtos, 2009))

Parhuzamosan (vizszintes vetiilet mentén egyenletesen)
megoszlo teherrel terhelt gdmbhéjak esetére, a horpadasi alakot a
héjfeliilet korszimmetrikus kvazi-izometrikus transzformaltjaként
feltételezve, analitikus Giton meghataroztam a horpadt allapothoz
tartozo teher-elmozdulas fliggvényt és az also kritikus terhet. A
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kritikus teher értéke Osszhangban van az irodalomban talalhato,
kiilonboz6 maddszerekkel kapott analitikus eredményekkel.

2. tézis
(kapcsolodo publikacio: (Veto-Sajtos, 2016b))

Bebizonyitottam, hogy egy sikkal kettévagott gdombheéj
onmagaban nyuldsmentesen deformalhatd részeit a nyitott perem
mentén Osszeillesztve (gy, hogy a gdmbsiivegrészek az illesztési
sik azonos oldaldra esnek) nem lehetséges nyuldsmentesen
deformalni, kivéve, ha két félgombot illesztiink Gssze ilyen
modon. Ebbdl kdvetkezik, hogy a gdmbhéj poligonalis horpadasi
alakja nem allithaté eld nyuldsmentesen a forgasszimmetrikus
horpadasi alakbodl, ha a horpadt rész a gomb felénél kisebb.

3. tézis
(kapcsolodo publikaciok: (Vets-Sajtos, 2014, Veto-Sajtos, 2016a))

A koncentralt erdvel terhelt gombhéj horpadési éle és a
sikbeli, kozéppontja irdnyadban hatd megoszld teherrel terhelt,
rugalmasan agyazott, nyomott gytri kozotti analogiara alapozva
kvalitativ modellt dolgoztam ki. Az analdgiat a gdbmbhéjak fizikai
viselkedése szolgaltatja. Megmutattam, hogy a sokszog alaprajzi
horpadasi ¢lhez tartozd oldalszdm a modell segitségével
meghatarozhat6. A modell csak a korszimmetrikus és a diszkrét
forgasszimmetrikus horpadési alak kozotti atmenetre vonatkozik.
Az eredményeket az irodalomban taldlhatdo  kisérletek
alatamasztjak.

4. tézis
(kapcsolodo publikaciok: (Veto-Sajtos, 2014, Veto-Sajtos, 2016a,
Veto-Sajtos, 2016b))

A horpadasi alakot a hé¢jfeliilet kvazi-izometrikus
transzformaltjaként feltételezve energiafliggvényt hataroztam meg
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analitikus uton, melyet numerikusan kezelve a héj horpadt
allapota vizsgalhato, korszimmetrikus €s diszkrét
forgasszimmetrikus horpadasi alak esetén.

41 A bemutatott modell segitségével a
korszimmetrikus és a diszkrét forgasszimmetrikus horpadési alak
kozotti atmenet vizsgalhatd. Az 4atmenet a horpadasi alakhoz
tartozo lekerekitettségi és csucsossagi paraméterek folytonos
valtozasanak lehetdségével valosul meg.

42 A modell segitségével megmutattam, hogy a
diszkrét forgasszimmetrikus horpadasi alakokhoz tartozd teher-
elmozduléds fliggvények a korszimmetrikus horpadasi alakhoz
tartoz6  egyensulyi  uatr6l  4gaznak el. A diszkrét
forgasszimmetrikus horpadasi alakok alacsonyabb energiaszinthez
tartoznak, mint a kdrszimmetrikus horpadasi alak.

43 A modell segitségével kapott eredmények
Osszhangban vannak az elvégzett kisérletek ¢és végeselemes
vizsgalatok eredményével a gdmbhéj horpadasi alakjahoz tartozo
sokszogek oldalszdmanak tekintetében. Az elvégzett kisérletekhez
tartozo teher-elmozdulas diagramok jol illeszkednek a modell
segitségével kapott analitikus eredményekre, amennyiben a héj
benyomddasa nem éri el a gdmb sugaranak egyharmadat.

5. tézis
(kapcsolodo publikacio: (Veto-Sajtos, 2016a))

Numerikus vizsgélatok segitségével megmutattam, hogy

gombhéjak horpadasa esetén a horpadési sokszogek lehetséges
oldalszama a sugar-vastagsag arany monoton ndvekvo fiiggvénye.
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