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Bevezetés

A dolgozat hat fejezetre tagolédik. A bevezetoben réviden Gsszefoglalom a poliéde-
rekben torténé gombelhelyezésekkel kapcsolatos korabbi eredményeket.

Az elsé fejezetben az oktaéderben torténd gombelhelyezésekkel kapcsolatos
— részben korabbrdl ismert, részben sajat rovidebb bizonyitasokat tartalmazé —
eredményeket tekintem at.

A miasodik fejezetben a d-dimenziés keresztpolitéppal kapcsolatos hasonld
eredményeinket ismertetem.

A harmadik fejezetben az oktaéderen beliili elhelyezések lokélis stabilitasasrol
sz0l6 eredmények vannak.

A negyedik fejezet a d-dimenzids keresztpolitép fedésével foglalkozik.

Az 6t6dik fejezetben a d-dimenziés gombfeliilet fedésére adunk optimadlis elren-
dezést d + 3 gombbel.

A hatodik fejezetben a d-dimenziés gombfeliilet fedésének stirliségére latunk be
korlatot.

Az aldbbiakban Osszefoglalom a dolgozatban 1évé eredményeket.
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1. fejezet

Az oktaéder

Legyen vi,...,v3 a 3-dimenzidés tér egy ortonormadlt bazisa, és jelolje O a 3-
dimenziés oktaédert, melynek csicsai vy, ..., +vs, és igy O éleinek hossza /2.

1. Tétel: n = 3 pont esetén az optimdlis pontrendszer olyan szabdlyos hdromszoget
hatdroz meg, melynek eqyik csiucsa az oktaéder eqyik csiucsa, mdsik két csucsa pedig
az okatédernek azon a két élén van, melyek nem illeszkednek az elsé csiucsra, de

azzal és az origoval eqy stkba esnek.

2. Tétel: n =4,5,6 pont esetén a pontok az oktaéder csicsaiban helyezkednek el,
illetve n = 4 esetén lehetséges, hogy hdrom pont az oktaéder egy lapjanak hdrom
csucsdban, a negyedik pedig a szemkoztes lap kozéppontjaban helyezkedik el. r4 =
rs = 16 = V3 — V2, ps = 4m(9V/3 — 11V/2) = 0,4035, ps = 57(9V3 — 11V2) ~
0,5044, ps = 6m(9v/3 — 11/2) = 0, 6053.

3. Tétel: n = 7 pont esetén az optimilis elrendezés az oktaéder 6 cstucsa és O
kozéppontja, r7 = 0, 1895.

2. fejezet
A d-dimenzids keresztpolitop

Legyen w1,...,vq a d-dimenziés tér egy ortonormdlt bazisa, és jeldlije O? a
d-dimenziés szabdlyos keresztpolitépot, melynek csicsai +wvq, ..., +tvg, és igy O¢
éleinek hossza v/2.

Ebben a fejezetben meghatarozzuk n darab d-dimenziés gomb maximalis sugarat,
r(n, d)-t az O% tartoményon beliil, ha n < 2d + 1.

Ezen feladat természetesen ekvivalens O%beli n pont kozdtti minimélis
tavolsadgok maximumanak meghatarozasival.

A tovébbiakban csak az O%beli pontelhelyezésekkel foglalkozunk, mert a
tételek és bizonyitasok egyszeriibben és érthetébben megfogalmazhaték, mint a
gombelhelyezések kapcsan.
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Els6 hallasra taldn meglepé lehet, de a 3-dimenzids esettel egyez6 eredmények
adédnak a d-dimenziés (d > 3) esetben is, azaz

2(v3-1) han=3
p(n,d) =< /2 had<n<2d
1 ha n=2d+ 1.

1. Tétel: Legyen d > 3, és legyen a hdrom pont kozotti minimdlis tdvolsdg
mazimdlis O%-ben. Ekkor a hdrom pont eqyike O% egyik csicsa, mondjuk v;, és
a hdrom pont olyan szabdlyos hdromszoget hatdroz meg, mely a Lv;, £v;, vj # v;
pontok dltal adott négyzetben van.

Ha az O%ben elhelyezett pontok n szdma 4 és 2d kozott van, akkkor O? csticsai
adjak a legjobb elhelyezést.

2. Tétel: Legyen d > 3, és legyen az n pont kozotti minimdlis tdvolsdg maximadlis
O%-ben, ahol 4 < n < 2d. Ekkor vagy minden pont O% csicsa, vagy n = 4 esetében
harom pont eqy kétdimenzios lap hdrom csicsa, a negyedik pedig a szemkoztes lap

kozéppontja.

Ebbdl a tételbdl egy érdekes Allitas kovetkezik, nevezetesen:
Ha o d-dimenzids szabdlyos keresztpolitop négy kongruens gombot tartalmaz, akkor
dsszesen akdr 2d velik kongruens gomb is belepakolhato O%-be.

Végezetil pontosan egy optimadlis konfiguracié 1étezik, ha n = 2d + 1:

3. Tétel: Legyen d > 3, és legyen az n pont kozotti minimdlis tdvolsdg maximadlis
O%-ben, ahol n = 2d + 1. Ekkor az egyik pont O% kézéppontja, a tobbi pedig O°

csicsa.

3. fejezet
Lokalis stabilitas

Ha d = 3,4, akkor a Dg = {(x1,...,24) € Z% : 1 + ...+ 24 = 0 mod 2}
racs a sejtett legslriibb elhelyezést adja egyenlé sugari gombokre. Mivel a
Dy réics struktirija nagyon jol illeszkedik O%hez, j6 esély van arra, hogy Dy
osszehtizottjanak O%be esé része legyen a kdzéppontok optimélis halmaza.
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Definicié: Egy pontelhelyezést rdcsszerinek hivunk O%-ben, ha a pontok halmaza

1
(—k_lDd-i-Ul)nOda k>2, keZ

Az itt fellépd minimdlis tdvolsdg V2 s ha ext a véges pontrendszert

k—1’
vz

kE—1 _ 1
22 Vd+2  Vd+V2(k-1)
gombelhelyezés kozéppontjait kapjuk.

-szeresre kicsinyitjuk, akkor éppen a megfelelé rdcsszeri

A kovetkezdkben belatjuk, hogy a 3-, illetve a 4-dimenzids keresztpolitépban
racsszeriien elhelyezett pontrendszer lokdlisan stabil.

Definicié: Azr sugari gombok eqy P elhelyezése O%-ben lokdlisan stabil, ha e > 0,
hogyha bdrmely gombot legfeljebb e-nal elmozgatva a kapott gombok is elhelyezést
alkotnak O%-ben, akkor P minden eleme a helyén maradt.

Tétel: A 3-dimenzids oktaéderben rdcsszeriien elhelyezett pontrendszer lokdlisan
stabil.

Tétel: A 4-dimenzios keresztpolitopban rdcsszerien elhelyezett ponirendszer
lokdlisan stabil.

4. fejezet
A d-dimenzids keresztpolitop fedése

Ebben a fejezetben az oktaéder illetve a keresztpolitép fedésével foglalkozunk.
Meghatarozzuk azon kongruens gombok minimadlis sugarit, melyek lefedik az
oktaédert. Jeloléseink a kordbban bevezetettek, azaz O jeldli az oktaédert, O¢
pedig a d-dimenzids keresztpolitéopot, melynek csticsai +wq,...+ v4. Ezen kivil
jeloljiikk R3-vel a d-dimenziés keresztpolitép fedéséhez sziikséges n darab kongruens
gomb sugaranak minimumat.

1. Két gomb esete
Tétel:
3 11 Y- . .
Ry = 1=, a két gomb kizéppontja pedig példdul +(1/4,1/4,1/4).
1
RY = {/1-— 7 d > 4 estén, a két gomb kézéppontja pedig O% két szemkiztes
hiperlapjanak silypontja.
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2. d darab gomb esete

Tétel:

ﬁ had=3

Rd 3’

=
11

— > 4.

\/20, had>4

e . . . . _ 5
1. Allftas: A (1/3,-1/3,0); (0,1/3,-1/3); (—=1/3,0,1/3) kozépponti, R = 5°

sugari 3 gomb lefedi O3-t, tehdt RS < \/?g

2. Allitas: 3 darab @-ndl kisebb sugari gomb nem fedheti O-t.

Az 1. és a 2. Allitds bizonyitja a kimondott Tételt d = 3 esetben.
11

. 11
3. Allitas: d > 4 darab 4/ 20 sugard gomb lefedi O%-t, azaz Rg < 20

4. Allitas: Ha az R sugari Bu,..., Bg gombok lefedik O% éleit, akkor R > %.
A 3. és 4. Allit4s bizonyitja a kimondott Tételt d > 4 esetben.

3. 2d darab gomb esete

Tétel: R2? =1/2.

5. fejezet
A d-dimenzios gomb fedése d+3 gombbel

5% fedését vizsgaljuk n darab egyenld sugart szférikus gémbbel, ha d > 3. (A d = 2
esetet 14sd Fejes T6th G. [7].) Nagyon kevés esetben ismert az S9-t fedd egybevagd
szférikus gombok minim4lis sugara.

Sejtés: Legyen d > 2, n az S%-t fedd egybevdgd minimdlis sugari szférikus gombok
szdma és d+2 < n < 2d + 2. FEkkor a gombok kozéppontjainak konvexr burka
E%+1_ben elddll egységgombbe irhatd, pdronként ortogondlis %1 és %

dimenzids szabdlyos szimplexek konvex burkaként, ahol a szimplexek szaman—d—1.

Megjegyezziik, hogy a sejtés teljestil d = 2 esetén, (ldsd Fejes Téth G. [7]). Ebben
a fejezetben az n = d + 3 esetet igazoljuk.
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Tétel: Ha d + 3 minimdlis sugard kongruens szférikus gomb lefedi S®-t, akkor

w - . - , . L aard s d
kézéppontjaik konvex burka E%t-ben megegyezik az eqységgomb kéré irhato L%lj
és [41]-dimenzids szimplexek konvexr burkdval.

A tétel bizonyitdsa az aldbbi lemman alapszik.

Lemma: A ¢ < T sugari szférikus gombok pontosan akkor fedik le Se-t, ha a

gombok kozéppontjainak konvex burka tartalmazza az origo kozépponti cos ¢ sugari
gombét B4+ _ben.
6. fejezet
A d-dimenziés gomb fedésének strisége

C.A. Rogers [12] 1atta be egy nagyon bonyolult bizonyitds segitségével, hogy az

2

S9-t lefedd ¢ sugar szférikus gombék stirtisége legfeljebb

1
.Inlnd) . .
(14¢-mnd).qd <1nd+1nsin<p>’

ahol c egy abszolut konstans.

2

Ebben a fejezetben egyszeriibb bizonyitast adunk egy javitott silirliségbecslésre.

Tétel: Ha ¢ < 5, akkor létezik Se-nek ¢ sugari gombokkel torténd fedése, mely-
nek strisége legfeljebb
(1+c¢-13lnd).dInd,

In

ahol ¢ eqy abszolit konstans.

Megjegyzés: ifj. Boroczky K. és Wintsche G. [4], beldtja, hogy S%-nek 1étezik
olyan fedése tetszéleges sugart egyforma gombi gombokkel, ahol barmely pont
legfeljebb 400 - dIn d-szer van lefedve.

Ha ¢ kicsi, akkor a ¢ sugaru szférikus gombokkel valé optimdlis fedés siirtisége
kozel van az Euklideszi tér egyenlé sugard gombokkel valé fedésének minimélis
slirliségéhez. Ez utdébbi siirliségre Coxeter-Few-Rogers [5] adott ¢ - d alaki alsé
becslést, ahol ¢ > 0 abszolut konstans. Tehat ha ¢ kicsi, akkor a ¢ sugaru szférikus
gombokkel val fedés stirlisége legaldbb 7 - d, azaz a Tétel jelent6sen nem javithato.
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