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Koszonetnyilvanitas

A dolgozat elején szeretnék koszonetet mondani Horvath Miklosnak, aki beve-
zetett a témaba és mindvégig értékes gondolatokkal és megjegyzésekkel segitet-
te munkamat. Szintén koszonet illeti a Budapesti Miiszaki Egyetem Analizis
Tanszékét és Petz Dénest, a tanszék vezet§jét, amiért a dolgozat megirasdhoz
sziikséges koriilményeket biztositotta szamomra.



Nyilatkozat

Kijelentem, hogy ezt a doktori disszertaciét magam készitettem, és abban csak
a megadott forrasokat hasznaltam fel. Minden olyan részt, amelyet sz6 szerint,
vagy azonos tartalommal, de dtfogalmazva méas forrasbol atvettem, egyértel-
mien, a forrds megadisaval megjeloltem.

A dolgozat biralatai és a védésrdl késziilt jegyzokonyv a késébbiekben a Bu-
dapesti Miiszaki és Gazdasidgtudomanyi Egyetem Természettudoméanyi Karanak
Dékani Hivatalaban elérhetdk.



Bevezetés

Schrodinger operatorok

A Schrodinger operator szokasos alakja:

Hf(x):==Af(z)+V(x)f(z),
ahol a valos értéki V' (z) fiiggvényt potencidlnak nevezziik. A Schrédinger operéa-
torok vizsgalatanak sziikségessége a kvantummechanikabol ered. Az f € L*(R"),
|| f]|2=1 fiiggvény neve hullamcsomag vagy allapot, és tobbnyire egy elektronok-
bol, atomokbo6l és molekuldkbol all6 rendszer pillanatnyi egyiittes allapotat irja
le. A H operatort torténeti okobol hivjak Hamilton operatornak is. A rendszer
idéfejlodését a Schrodinger-egyenlet irja le:

of
E__ZHfa

amelynek a megoldasa (id6fiiggetlen H operétor esetén)

f([L’, t) = eithf(an)'

A rendszer kinetikus energidja < —Af, f >, potencidlis energidja < V f, f >,
Osszegiik a teljes energia, <H f, f >. H legkisebb sajatértéke adja meg, amennyi-
ben létezik, a legalacsonyabb energiaszintet, mig ahozza tartozo sajatfiiggvény
allapotoknak felel meg. Ebben az egyszertsitett modellben minden részecskérél
feltételeztiik, hogy 0 spint, % tomegi, am ez is jelzi a differencidloperatorok
spektralelméletének fontossagat a kvantummechanikdban, a XX. sz. egyik leg-
fontosabb tudoméanyos elméletében. A fizikai hattér részletesebb elemzése és
példak (hidrogén- és héliumatom, sokrészecske-rendszerek, stb.) tekintetében
utalunk az irodalomra [16, 27, 57].

Schrodinger operatorok egy dimenziéban

Egy dimenzi6ban:

Ly(z) == —y"(x) +q(x)y(z), =z € (a,b), (1)
ahol —oco<a<b<oo. A tovabbiakban f6leg az a=0,b=m és az a=0, b=o00 esetet
vizsgaljuk, ¢ € L' mellett. Az ismert alaptételek ennél altalanosabb felépitése
talalhato [66]-ban.
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Az egydimenzids eset alkalmazasai

Szamos egyéb alkalmazas mellett részletesebben is vizsgaljuk a kovetkezét :
Tekintsiink egy két végén rogzitett, [ hossziisagi, inhomogén tomegeloszlasi
rezgd hart! Az u = u(z,t) kitérés és a o(x) > 0 tomegstriség kielégiti a

o) s = Ugy
hullAmegyenletet és az
u(0,t) =0, u(l,t)=0
peremfeltételeket. Egy w frekvenciéju,
u(z,t) = y(x)(acoswt+bsinwt)
alaku periodikus rezgés akkor elégiti ki a hullamegyenletet, ha

y'+wo(z)y =0 (2)
és
y(0)=0,  y(0)=0.
Megkérdezhetjiik, hogy héanyféle (és milyen) tomegeloszlas mellett kapjuk u-
gyanazokat a sajatfrekvencidkat. Liouville vette elGszor észre, hogy ha p kétszer
folytonosan differencialhato, akkor (2) az (1) alakra transzformélhato, mig a

Dirichlet peremfeltétel valtozatlan marad. Igy az inverz Dirichlet probléma egy
természetes kérdés a rezgd hurok vizsgalatakor.

A dolgozat felépitése

A Schrédinger operator, s6t dltalaban a differencidloperatorok fizikai eredettiek.

Sokszor azonban kiilonb6z§ alkalmazésokhoz tartoz6 operatorokat hasonlé ma-

tematikai modszerekkel lehet vizsgélni, mig més esetekben ugyanaz a gyakorlati

probléma tébbféle matematikai megkozelitést tehet sziikségessé. Dolgozatomban

az alkalmazott matematikai modszerek szerinti csoportositast valasztottam.
Az els§ fejezetben korszerd bevezetést adok a legegyszertibb,

-y +qy=\y

alaka Sturm-Liouville tipusu differencidlegyenletek elméletébe. Igyekeztem min-
den allitashoz egy lehet6leg egyszerd bizonyitas vazlatat megadni. Részletes bi-
zonyitasokat csak ott kozoltem, ahol a jol ismert eredmények finomitasara vagy
tovabbfejlesztésére volt sziikség. A masodik fejezetben a sajatértékek hanyado-
sairol szolo becslések bizonyitasa a cél. Az els6 szakasz a kérdést felvet korabbi
eredményeket, a masodik a témavezetémmel kozos eredményeinket tartalmazza
(2.2.2.-2.2.4. tételek). A harmadik részben hasonlé tételeket fogalmazok meg a
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végtelen intervallum esetére (3.3.1., 3.3.8., 3.3.10. tételek), ezek szintén kozos
eredmények. A negyedik fejezet Osszefoglalja a rezgé hur sajatértékeirsl szolo
eddigi allitasokat. A 4.2.1. tételt elészor én mondtam ki, noha a bizonyitas tech-
nikaja ismert volt kordbban is; a 4.3.2. tétel teljesen a sajat eredményem.

A dolgozat masodik felében ratériink az inverz feladatok megoldasara. Az
otodik fejezetben Ambarzumian tipusu tételeket bizonyitunk. Az ilyen tételek
kozos vonasa, hogy egy specidlis peremfeltétellel adott spektrumbol szidrmazo
Osszes sajatérték ismeretében meghatarozhaté a ¢ potencial — rendszerint vala-
milyen szélsGérték-tulajdonsag segitségével. Itt sajat eredményem az 5.2.2. és a
Dirac operatorra vonatkozo 5.3.1. tétel. A fiiggelékben roviden Gsszefoglaltam
a Dirac operatorokra vonatkozo alapvetd tudnivalokat. A hatodik fejezetben
altalaban vizsgilom, hogy (nem feltétleniil azonos peremfeltételbdl szarmazd)
sajatértékek egy halmaza mikor hatarozza meg a potencialt. A sziikséges és
elégséges feltétel egy, a sajatértékekbdl adodod exponencidlis rendszer teljessége.
A fejezet Osszes eredménye Horvath Miklostol szarmazik. A hetedik fejezetben
az inverz sajatértékprobléma stabilitasat vizsgadlom. A stabilitas vizsgalatahoz
sziikségesek a hatodik fejezet eredményei; mivel ezek csak 2005-ben és 2006-ban
jelentek meg, eddig csak nagyon specialis, stabilitasrol szold tételek léteztek.
A 7.3.1. tétel a véges intervallum, mig a 7.7.1. tétel a félegyenes esetében nem-
csak potolja ezt a hidnyt, hanem lényegében tisztazza, hogy milyen tipusi ered-
mények varhatoak a teriileten. Ezek a tételek témavezet6mmel kdzos munkank
eredményei, eddig nem jelentek meg nyomtatasban.
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1. fejezet

Sturm-Liouville operatorok

1.1. Kezdetiérték-feladat egydimenziés Schrodin-
ger egyenletekre

Tekintsiik az alabbi differencidlegyenletet :

—y"(@)+q(x)y(z) = My(=), (1.1.1)

ahol 0<x<m, NeC, qe L'[0, 7]. Késbb altalaban azt is feltessziik, hogy ¢ valos
értéktd, de erre egyeldre nincs sziikségiink. Tekintsiik az egyenlet két linearisan
fiiggetlen megoldasat az

y1(0,\,¢) =1, 1 (0,\,q) =0, (1.1.2)

y2(0,X,¢) =0, y5(0,\,¢) =1 (1.1.3)

kezdeti feltételek mellett. A linearis differencidlegyenletekrél szolo altalanos té-
telek szerint (lasd pl. [14], Chapter 3.), (1.1.1) barmely megoldasa kifejezhetd
Y1 €s Yo segitségével, mégpedig az

y(x) = y(0)y1(z) +4'(0)y2() (1.1.4)
alakban.
A ¢ =0 esetben kapott megoldasokra vezessiik be a
__sin Vz

ex(z) = cos VA, sx(z) (1.1.5)

VA

roviditéseket. Ezek minden z-re az egész komplex szamsikon A\ regularis fiigg-
vényei.

1.1.1. Tétel. [7, 16, 42, 56, 66/

e}

yi(z, X, q) =ca(@)+ > Cula, A, q), (1.1.6)

n=1
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ya(x, N\, q) = sx(x +ZS z, A\, q), (1.1.7)

ahol

o= [ [ [N ﬁ[[swj ) alty)] dio- by,

Sl A, q) = /0 o /0 " /0 ’ sA(to)ﬁ[sx(tj—tj_l)(q(tj_l)] dty. . dty 1.

Az (1.1.6)-(1.1.7) sorok [0, 7] x Cx L*(0, 7) korldtos részhalmazain eqyenletesen
konvergdlnak.

<

1.1.2. Kovetkezmény. [7, 16, 42, 48, 56, 66] A megolddsok kielégitik az aldbbi
integrilegyenleteket :

y1(z, A, q) = cx(x) +/O<’3 sx(x—t)q(t)yi(t, A, q) dt, (1.1.8)

yo(z, A\, q) = s,\(x)—i-/ow sx(x—1t)q(t)y=(t, A, q) dt. (1.1.9)

Ha pedig eqy folytonos fiigguény kielégiti valamelyik integrdlegyenletet, akkor eqy-
ben megolddsa a megfeleld kezdetiértékproblémdnak is.

1.1.3. Allitas. [7, 16, 42, 48, 56, 66]

1z, A, @)| < exp (ISVA |z +[gl]), (1.1.10)
lya(, A, q)| < zexp (|SV Az +2||q|[1)- (1.1.11)
Bizonyitds.
1, . .
lex(z)] = §yelm+eﬂmy < exp (|SVA|z), (1.1.12)
valamint
sx(z)| = c,\(t)dt'g/exp(\S\/X]t)dtgxexp(\S\/X]x), (1.1.13)
0 0
ezért

$/\q|</ / ‘C)\tO‘H‘S)\ J(q(tj—1)| dtg ... dt,—
gx"exp(\sﬁ\x)/ / H\(q(tj,l)\ dty ... dt,_;
0 -

(1.1.14)
< " exp (|3VA|2)— {/ gt |dt] ,
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és hasonloképpen

Sutehl <o exp (VAL [ [ lor ]

Ezeket a becsléseket Osszeadva az allitast kapjuk.

(1.1.15)

O

Megjegyzés. Az elgbbi allitas bizonyitdsa soran kapott becslések elegendék

lennének az Osszes, ebben a szakaszban talalhato tétel bizonyitésara.

1.1.4. Tulajdonsagok. [7, 16, 42, 48, 56, 66/

1
y1 (2, A, q) —ea(a)] < \/mexp(ﬁ\/xlxﬁrllqm),

1
[y2(, A, ¢) = sa(2)] < P (ISV Az +lgl[1),

1952, A @)+ As(@)] < [lall1 exp (ISV Az +l[dl1),

q
e ) )] < b eso (vl il

1.1.5. Tétel. /56, 66] Ha q,, — q gyengén L'-ben, akkor
Yi(e, A am) = yi(2, A q)  J=1.2.
A konvergencia [0, 7] x Cx L' korldtos részhalmazain egyenletes.
1.1.6. Kévetkezmény. Ha q,, — q gyengén L'-ben, akkor
Yi(, A ) = i, N q) j=1.2.

A konvergencia [0, 7] x Cx L' korldtos részhalmazain egyenletes.

Bizonyitds. Alkalmazzuk az el6z§ tételt és az alabbi egyenlGségeket :

yi(xv Aq) = _/\3)\(95)4_/; ex(z—1t)q(t)ya(t, A, q) dt.

yé(xv )‘7 Q) - C)\(ZE) +/Ox CA($_t)Q(t)y2(t, )\, Q) dt.

(1.1.16)

(1.1.17)

(1.1.18)

(1.1.19)

(1.1.20)

(1.1.21)

(1.1.22)

(1.1.23)
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1.2. Schrodinger egyenlet a félegyenesen

Tekintsiik az (1.1.1) differencidlegyenletet ezuttal a félegyenesen, azaz legyen
0<z<oo, N€C, qge L'0,00). Késsbb altalaban azt is feltessziik, hogy ¢
valos értékd, de erre egyel6re nincs sziikségiink. Akkor mondjuk, hogy y(z, \)
megoldasa a Schrodinger-egyenletnek, ha L?(0, co)-beli és megoldésa az (1.1.1)
differencidlegyenletnek.

1.2.1. Tétel. [7, 66] Az (1.1.1) differencidlegyenlet L*(0, 00)-beli megolddsa a
A€ C\{\ >0} halmazon egyértelmi, és

y(x, A q) =Y+ B, (x, ), q), (1.2.1)

n=1

ahol SV >0 és

En(l', /\, q) = / .. / eiﬁto H[S)\(tj—l _tj)Q(tj—l)] dto c. dtn—l‘ (122)
1.2.2. Kovetkezmény. [7, 66/ A megoldds kielégiti az

y(z, A, q) = eV 4 / h sx(t—2)q(t)y(t, A\, q) dt (1.2.3)

integrdlegyenletet; ha pedig eqy folytonos fligguényre teljesiil az integrdlegyenlet,
akkor az egyben az (1.1.1) egyenlet L*-beli megolddsa.

1.2.3. Allitas.

Ji ldl
y(z, A q gexp(—|%\/Xa:+ - ) 1.24
| )| | e (1.2.4)
és a Q(x) = [ q jelléssel
) < exp (—13VA+ [ (@) (1.25)
Bizonyitds. Az
1
sx(z)] < exp (|SV\|z) (1.2.6)

VA

becslést felhasznalva egyrészt

E,(x,\ q)| <exp —%\/Xx—[": , 1.2.7
Ente A 0)| < oxp (<19V ) | (127
mésrészt n-szer parcialisan integralva

n

Balo Al <o (-13vA) | [Tl 129

A véges esethez hasonléan ezekbdl a szakasz minden allitasa kovetkezik. O
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1.2.4. Tulajdonsagok.

. 0. 0) — ] < exp (<9 Aa) (exp 1AL 1)

VA
ly(z, A, q) — V| < exp (=SVAz) (exp || Q| — 1),

[y (@, A, q) =iV AeA |S||q||1exp(—I%\/X|x+H ||1)

VA

(A ) —ivaev ™) < ML oo Cisvae+ @)

VIl

1.2.5. Tétel. Ha ¢, — q gyengén L'-ben, akkor

y(z, A, gm) — y(x, X\, q).

Ha ||, ﬁ, llgmll1 €s |lqlli korldtos, akkor a konvergencia egyenletes.

1.2.6. Kovetkezmény. Ha q,, — q gyengén L'-ben, akkor

Y(z, N gm) = ¥ (2, X, q).

Ha ||, o, llgmll1 és ||q||l1 korldtos, akkor a konvergencia egyenletes.

1
[A]7
1.2.7. Tétel. Ha Q,, — Q gyengén L'-ben, akkor
y(x, A gm) = y(z, A, q).
Ha | M|, [|Qmll1 és |Q|l1 korldtos, akkor a konvergencia egyenletes.
1.2.8. Kévetkezmény. Ha Q,, — Q gyengén L'-ben, akkor
y'(z, A m) = ¥ (2, A, q).

Ha |M|, [|Qmll1 és ||Q||1 korldtos, akkor a konvergencia egyenletes.

(1.2.9)

(1.2.10)

(1.2.11)

(1.2.12)

(1.2.13)

(1.2.14)

(1.2.15)

(1.2.16)

Megjegyzés. y(x, \) el6allitasa és a szakasz Q-val felirt becslései akkor is ér-
vényben maradnak, ha ¢ nem feltétleniil L'-beli, de létezik a Q(z) = [ ¢ im-

proprius integral és Q € L'(0, 00). S6t, ha (1.1.1) helyett az

—y" dr+y dQ = \y dz

(1.2.17)

egyenletet vizsgalnank, ()-r6l még az abszolit folytonossagot sem kellene folten-

1.
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1.3. Transzformaciés operatorok

Az inverz feladatok megoldasahoz legjobban hasznalhaté eszkoz a kiilonbozé
potencidlokhoz tartozé megoldasokat egymasba vivé Gelfand-Levitan-Marchen-
ko integraloperator [20|. Kiilonos hatékonysaganak a kulcsa, hogy az operator
magja nem fiigg A-tol.

1.3.1. Tétel. [42, 52, 53] Tekintsiik az aldbbi kezdetiérték-problémat :
—y"+a(@)y =2y, y(0,\) =1, y(0,)) =iz, (1.3.1)

ahol \=2*, z€ C, q € L}, (—00,00) valds értéki. Akkor
y(x, \ q) = eim—i—/ K(z,t)e™ dt (1.3.2)

valamilyen K(x,t) |t| <z folytonos kétvdltozds magfigguénnyel.
Megjegyzés. q = 0 esetén a megoldas éppen e'**

1.3.2. Lemma. [7, 42, 48] Az y(z) folytonos fiigguény pontosan akkor megoldd-
sa az (1.8.1) kezdetiértékproblémdnak, ha

y(z) = e + /0 ' wqu)y(ﬁ) dt. (1.3.3)

1.3.3. Lemma. [52, 53] Ha K(x,t) kielégiti a

T'H min(—u+(z—t),u)
/ q+/ / q(u)K (u, ) d7 du (1.3.4)

ax(u—(z—t),—u)

integrdlegyenletet, akkor

y(z,\) ="+ [ K(x,t)e™ dt (1.3.5)

kielégiti az (1.3.8) integrdlegyenletet.

Bizonyitds.

/j wq(t)y(t) dt = /Ogg wq(t)[eitz—i-/_t[((t, T)e'™ dr] dt.

z z

Felhasznalva, hogy

S' _ t ) 1 T+(117—t) )
mn Z(ZE )em'z i / etuz du,
z 2 (z—t)
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egyrészt
—¢ , I A
/ Sin Z(x )q(t)eztz dt == / / ™ du q(t) dt =
; > 2 Jo Jot—a
1 (7 [
__/ e“‘z/ q(t) dt du,
. 0
masrészt

/ a(t) / K(t,ﬂismz(: i dr dt =
0 —t

x t 1 T+(z—t)
:/ q(t) K(t T)= / e du dr dt =
0 T—(z—t)

z T min( u+ (z+t),
:/ e“‘z[/ K(t,7) dr dt] du.
—x 0 max(u—(z—t),—u)

Felhasznélva a K-ra adott integralegyenletet, a ketts Osszege

1 [ . )
3 / e"* K (x,u) du = y(z) — "7, (1.3.6)
azaz y(z) kielégiti az (1.3.3) integralegyenletet. O

Megjegyzés. Mivel z-rél csak azt hasznaltuk ki, hogy 22 = )\, ugyanezzel a
K (z,t) magfiiggvénnyel

ei”—l—/ K(z,t)e " dt (1.3.7)

az
kezdetiértékprobléma megoldéasa.

1.3.4. Allitas. [52, 53] K(z,t) mindkét vdltozdjdban differencidlhatd, és

1

K(z,x)= 5 /090 ¢, K(z,—x)=0. (1.3.9)

Bizonyitds. Az u= a4+ [, T = a— [ helyettesitésekkel

a:+t 337

/ q+/ / q(a+pP)K(a+0,a—p) dB da,  (1.3.10)

amibdl az allitas kovetkezik. O
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Tudjuk, hogy ha van olyan K, ami kielégiti ezt az integralegyenletet, akkor
y is kielégiti a ra megkovetelt (1.3.3) integralegyenletet, azaz az (1.3.1) kezde-
tiérték-problémat is. A H(v,w) = K (v+w, v —w) jeloléssel

H(v,w)= % /qu+/0v /Ow q(a+pP)H(a, B) dF da. (1.3.11)

A kovetkez6 lemmaéaban bizonyitjuk, hogy ennek az integralegyenletnek létezik
folytonos megoldasa; ezzel tételiink bizonyitasa teljes lesz.

1.3.5. Lemma. [52, 53] Az (1.3.11) integrdlegyenletnek a pozitiv siknegyed bdr-
mely korldtos halmazdn létezik folytonos megolddsa.

Bizonyitds. Legyen

Ho(v,w):%/o q, Hn+1(v,w):/0 /0 q(a+pP)H, (o, ) dF dor, (1.3.12)

és vezessiik be az aldbbi segédfiiggvényeket :

o0(2) :/ g, o) :/ 6. (13.13)
0 0
Mindkét fiiggvény monoton nové, s6t, o, konvex is. Legyen
M(v,w)=o01(v+w)—01(v) — o1 (w), (1.3.14)

mindkét valtozojaban monoton névekedé fiiggvény.

1.3.6. Allitas. [52, 53]

M™(v,w)

1
[Ha(v,0)| < 500(0)

, han>0. (1.3.15)
Bizonyitds. Teljes indukcioval bizonyitunk. Az allitas n = O-ra nyilvanvald. Te-
gyiik fel, hogy n = k-ra igaz, akkor

M (o, B)

Hentewl < [ [ latat Blzm(@) == 45 da<

v k Q. W w
< goulo) [ 25 [ ek 5) a5 da -
= %UO(U) /OU W(Uo(a%—w)—ao(a)) da =
1 M (o, w) ]
5"0(“){ (k+1)! LO’

ez pedig éppen az, amit allitottunk. O
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Legyen ezutan
H(v,w) :ZHn(v,w). (1.3.16)
n=0

Az el6bbi allitasban adott becslés o, konvexitasa miatt mindkét valtozdjaban
monoton novekeds, igy az osszeg egyenletesen konvergens a v>0, w>0 siknegyed
korlatos részhalmazain. Emiatt H folytonos, és konnyen ellenérizhets az is, hogy
teljesiti a lemmaban megkdvetelt integralegyenletet. O

A transzforméciés operdtor magfiiggvénye segitségével pontosabb becslése-
ket irhatunk fel a kezdetiérték-probléma megoldaséra, illetve két kiilonb6z6 po-
tencial esetén a megoldasok kiilonbozoségére. Ennek nagy jelent&sége lesz a
stabilitassal kapcsolatos fejezetben.

Tekintsiink két potencialt, ¢g-t és ¢*-ot, és legyen H* az a fiiggvény, ami
kielégiti az (1.3.11) integralegyenletet ¢ helyett ¢*-gal. Azt szeretnénk meg-
becsiilni, hogy ha g és ¢* kozel vannak egyméshoz, akkor mit mondhatunk H és

c sz

a kovetkez6képpen: legyen

oota) =max( [, [l (1.3.17)

Vezessiik be a

50(9:):/0$|q—q*\, 51(x):/0$6o (1.3.18)

fiiggvényeket, valamint legyen
A(v,w) = (v+w) =61 (v) — 51 (w). (1.3.19)

Az eddigiekhez hasonléan oy és o monoton névs, o; és 6; konvex, A pedig
mindkét viltozojaban monoton novekedd fiiggvény.

Nyilvén | Ho(v, w) — H*o(v, w)| < 360(v), valamint

1.3.7. Allitas. [32/

M" (v,
M, w) |

. 1
[0, 0) = Hy (0,0)] <5 00(0) =

1 Mo, w)
—l——ao(v)A(v,w)W

h > 1.
5 , han>
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Bizonyitds. Ismét teljes indukciéval bizonyitunk. n = 1-re

|Hy (v, w) — H* 1 (v,w)] <
< / / g+ 8) Hola, ) — ¢" (o + B) H"o(v, B)] 4B da <
0 0
< / / lg(a—+8)||Hola, ) — Ho(e, B)| 4B dat
/ / lg(a+8) —g"(a+ B)||H*o(a, )] 4B da <
< 60( )M (v, w)+200( V) A(v, w).
Tegyiik fel, hogy az allitas n = k-ra igaz, akkor
‘Hk‘-l-l(U?w)_H*k-l—l(Uv w)| <
< / / la(a+B)l| Hila, B)— H*(a, B)] 48 da+
/ / g+ B) — ¢ (a+ B)|| H (v, B)| dB dar <

//\qa—i—ﬂ] ol )Mk(k “) 45 da+

+ [ [tarpigowae 5 45 a0

//\qaw (a+9) o) 20 45 o -

:—(50 / M(%(Oﬁ%t}) oo(e)) da+

#30000) [ o X5 (o w) - on(a) dat

+3000) [ (Golatu) ~do(a)

=380 [ oo oo ]

2
ez pedig éppen az, amit allitottunk. O

M*(a, w)

I da =

1.3.8. K6vetkezmény. [32] Az eddigi jelolésekkel

K(at) - K01 < 5 |50+ T AR T | st

(1.3.20)

Bizonyitds. Adjuk Gssze az el6z6 allitdsban kapott becsléseket :

|H(v,w)— H*(v,w)| < [50( ) +00(v)A(v, w)] M) (1.3.21)
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ez pedig ugyanaz, mint amit bizonyitani akartunk. O
1.3.9. Tétel. [32] Tekintsiik az (1.3.1) kezdetiértékproblémdt a q illetve a ¢* po-
tencidlokkal véges, példdul a [0, 7| intervallumon. Ekkor ||q||1, ||¢*|]1 < D mellett
a K, K* magfiiggvényekre

| K (z,t) = K™ (2, 1)] < e(D)llg—q"[[x (1.3.22)

teljesiil, ahol a ¢(D) konstans fiiggetlen a q, ¢* potencidlok vdlasztdsdtol.

Bizonyitds. Konnyen lathato, hogy

x+t .
do(—=) < do(w) < la =g, (1.3.23)
x+t v—1t .
A(T’T) <61 (z) <7llg—q|, (1.3.24)

és hasonlo becslések teljesiilnek o-ra és M-re. Igy

(D)= (D+ %)eZ”D (1.3.25)

megfelel§ valasztas lesz. O

1.3.10. K6vetkezmény. [52, 53] Legyen y; €s yo ugyanaz, mint az elézé pont-
ban, és legyen y, = yy sin a+ys cos . Ekkor

Yo (2, N, q) = ya(z, /\,0)—1—/ K(z,t,q)ya(t,A\,0) dt. (1.3.26)
Bizonyitds. Jelolje y_ az y_(0,\) =1, y_'(0, \) = —iz kezdeti értékekbdl indulo

megoldast.
y(x, \)+y-(z,))

yi(x, \) = 5 , (1.3.27)
valamint
y(xv )‘) _y—(xv )‘)
= 1.3.2
Y2 (, \) 57 , (1.3.28)
ezért N
y1(z, A) = cos xz—i—/ K(z,t)costz dt (1.3.29)
és
: . -
Yo (2, \) = Smjz + / K(z,1) SH; © at. (1.3.30)

A két egyenlet linearis kombinacidja az allitast adja. O
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1.3.11. Kovetkezmény. [52, 53] Létezik olyan (a-tdl figgd), mindkét vdlto-
zdjdban differencidlhato K, (x,t) magfiggvény, hogy

sinxz sintz

ya(x, N) = . —l—/ox Ko(z,t) dt, (1.3.31)
mig sin a # 0-ra
Ya(z, A) = sin a cos :Bz+/x K, (x,t)costz dt, (1.3.32)
0
és két kiilonbozd potencidlhoz tartozo magfiggvényre
[Ka(z,t) = Ko (z, )] < e(D)la—q"[]x (1.3.33)

teljestil.

Bizonyitds. Mivel a szinuszfiiggvény paratlan, (1.3.29)-ben az integralasokat
elég 0-t0l x-ig elvégezni a K (z,t)— K (x, —t) magfiiggvénnyel. Ha pedig sin a#£0,
akkor

z

PR TE :/ costz dt (1.3.34)
0
miatt a
K, (z,t) =sina]K(x,t)+ K(z, —t)] (1.3.35)

+
+cosall+K(x,z)— K(x, —x)—/o K(z,7)— K(x,—7) d7]

valasztas megfelel§ lesz.
A kiilonb6z6 potencidlokhoz tartozé magfiiggvények eltérésére vonatkozod
becslés az el6z6 tétel nyilvanvalo kovetkezménye. 0

1.4. Transzformaciés operatorok a félegyenesen

Ebben az alfejezetben olyan transzformacios operatort keresiink, ami a félegye-
nesen adott Schrodinger-egyenlet L2-beli megoldésait viszi egymésba.

1.4.1. Tétel. [7, 52, 53] Tekintsik az aldbbi problémdt:
—y" @)y =Ny, ylz,\)=e"*(1+0(1), x— o0, (1.4.1)

ahol A= 2%, Sz >0, q(x),zq(x) € L'(0, ) valds értéki. Akkor
y(x, A\ q) = 6””—1—/ K(z,t)e dt (1.4.2)

valamilyen K(x,t) t > x folytonos kétvdiltozés magfiigguénnyel.
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1Tz

Megjegyzés. ¢ = 0 esetén a megoldas éppen e
Megjegyzés. Az y(x) folytonos fiiggvény pontosan akkor megoldasa az (1.4.1)
problémanak, ha

y(z) = e + / " Wq(t)y(t) at (1.4.3)

1.4.2. Lemma. [52, 53/ Ha K (z,t) kielégiti a

1 00 oo pt+(u—z)
K(x,t)= 3 /+ q+/ / q(u)K (u, 7) dr du (1.4.4)
= z Jt

integrdlegyenletet, akkor

y(x,\) = eim—i-/ K(z,t)e'™ dt (1.4.5)
kielégiti az (1.4.8) integrdlegyenletet.
Bizonyitds.
© sin z(t—x) * sin z(t — ) it > s
———q(H)y(t) dt = ————q(t)[e™ + K(t,7)e'™ dr] dt.
T “ T “ t

Felhasznélva, hogy

Sin Z( ‘I) eiT% — 5/' eluz du,

z —(t—x)
egyrészt
00 —t . | R
ALY et e = & e dug(t) di =
T < 2 . !
L[ . [
= —/ e“‘z/ q(t) dt du,
2/, zdu
2
masrészt

/ q(t)/ K(t,T)we”z dr dt =
T t z

00 [ 1 TH(t-z)

:/ q(t)/ K(t,T)—/ e du dr dt =
x t 2 T—(t—x)
0 oo 1 ut(t—x)

:/ e’uz[/ q(t)ﬁ/ K(t,7) dr dt] du.

Felhasznédlva a K-ra adott integralegyenletet, a ketts Osszege
o0 . .
/ e"* K (x,u) du = y(x) —e™?, (1.4.6)

azaz y(z) kielégiti az (1.4.3) integralegyenletet. O
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1.4.3. Allitas. [52, 53] K (x,t) mindkét vdltozdjdban differencidlhatd, és

K(z,z)= 5 /00 q. (1.4.7)

Bizonyitds. Az u=a— [, T = a+ (3 helyettesitésekkel

Kt =5 [ o+ [ /OTq(a—ﬂ)K(oz—ﬁ,a+ﬁ) 43 da,  (148)

amibdl az allitas kovetkezik. O

Tudjuk, hogy ha van olyan K, ami kielégiti ezt az integralegyenletet, akkor
y is kielégiti a ra megkovetelt (1.4.3) integralegyenletet, azaz az (1.4.1) kezde-
tiérték-problémét is. A H(v,w) = K (v —w,v+w) jeloléssel

w3 [ gt / N / Cg(0-H)H(@,f) dBda.  (149)

A kovetkezd lemmaéaban bizonyitjuk, hogy ennek az integralegyenletnek létezik
folytonos megoldéasa; ezzel tételiink bizonyitésa teljes lesz.

1.4.4. Lemma. [52, 58] Az (1.4.9) integrdlegyenletnek birmely 0 <w < v < oo
halmazon létezik folytonos megolddsa.

Bizonyitds. Legyen

Ho(v,w) = % /OO q, Hpi(v,w)= /OO /Ow q(a—0)H,(a, B) dB de, (1.4.10)

és vezessiik be az alabbi segédfiiggvényeket:

oo(x) :/ lq], o1(x) :/ 0. (1.4.11)
T T
Mindkét fiiggvény nemnegativ, monoton csokkend, s6t, o, konvex is. Legyen
M(v,w) =o1(v—w)—o1(v), (1.4.12)

els6 valtozojaban monoton csdkkend, masodik valtozéjaban monoton névé fiigg-
vény.

1.4.5. Allitas. [52, 53]

M™(v,w)

—, han>0. (1.4.13)
n.

[H,(0,0)] < Souf0)
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Bizonyitds. Teljes indukcioval bizonyitunk. Az allitds n = O-ra nyilvanval6. Te-
gyiik fel, hogy n = k-ra igaz, akkor

00 w k
o)< [ [ e~ A)1n(@) 0 45 a0 <

v

< goute) [T 2 [yt 45 da=
_ %ao(v) /voo %(UO(@—@U) ~oo(a)) da =
50 [T,
ez pedig éppen az, amit allitottunk. O
Legyen ezutan N
H(v,w) =Y H,(v,w). (1.4.14)
n=0

Az el6bbi allitasban adott becslés a 0 <w <wv < oo alaki halmazokon %O‘O(O) ‘”n(!o )

ral becsiilhet, igy az Osszeg egyenletesen konvergens. Emiatt H folytonos, és
konnyen ellenérizheté az is, hogy teljesiti a lemm&aban megkdvetelt integral-
egyenletet. O

1.4.6. Allitas. [52, 53]

|K (2,1)] < %Uo(“t)em(x)"l(”?). (1.4.15)

Bizonyitds. Adjuk 6ssze az (1.4.13) becsléseket minden n > O-ra. O
1.4.7. Allitas. [52, 53]

/ T K ()] dt < @), (1.4.16)

Bizonyitds. Integraljuk az el6z6 allitasban kapott becslést. O

Ugyantgy, mint az el6z6 szakaszban, modositsuk oy (és ennek megfelelGen

“ .0,

oote) =max( [ ol [ la'D, (1.4.17)

Vezessiik be a . o
50(:6):/ lg—q"], 61(:0):/ 8o (1.4.18)

fiiggvényeket, valamint legyen

A(v,w) = (v—w) =5 (v). (1.4.19)
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Az eddigiekhez hasonloan o és 6y monoton csokkend, o, és ; konvex is, A pedig
els6 valtozojaban monoton csokkend, méasodik valtozéjaban monoton névekedd
fliggvény.

Nyilvan |Ho(v, w) — H*o(v, w)| < 360(v), valamint

1.4.8. Allitas. /33/

o) — s 0, 0)] <o)
1 M (v, w)
— -~ 7 > .
—|—2UO(U)A(U,U)) TR han>1

Bizonyitds. Ismét teljes indukciéval bizonyitunk. n = 1-re

’Hl(U,w) H* U w ’<
/ / lala a, B) —q*(a—B)H*(a, B)| df da <
/ / lq(a—B)||Ho(a, B) — H"o(cv, B)] A da+

+/v /0VCI(Oé—ﬁ)—q*(a—ﬂ)HH*o(@ﬁHdﬁdag

1 1
< 5(50(11)]\/[(11, w)+§ao(v)A(v,w).
Tegyiik fel, hogy az allitas n = k-ra igaz, akkor

| Hy1 (v, w) = H 1 (v, w)] <

|q(—B)|| Hi(ax, B) = H" (v, B)] A dot

[g(a—B) —q*(a—=B)|[H (e, §)] dF da <

do(v) /OO M(Uo(a—w)—ao(oz)) da+

k!
Mo, w)

(k—l)! (O'O(Oé—w)—go(a)) da+
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ez pedig éppen az, amit allitottunk. O

1.4.9. Kévetkezmeény. [33] Az eddigi jelolésekkel

x—l—t T+t r+t t—x att t—a
K (o, t) = K* (0] < 5 [00(T3 ) bon(Ta AT o0 | M3
(1.4.20)
Bizonyitds. Adjuk Ossze az el6z6 allitasban kapott becsléseket:
1
[H(0,0) = H* (0,0)] £ 5 [fo(0) +ou () A, w)] 00, (1.421)
ez pedig ugyanaz, mint amit bizonyitani akartunk. U
1.4.10. K6vetkezmény. [33] Az eddigi jelolésekkel
° t t x4+t t—x
/ K () K ()] de < AT T D)enestn, (1.4.22)
Bizonyitds. Integraljuk az el6z6 kovetkezményben kapott becslést. O

1.4.11. Tétel. [38] Tekintsiik az (1.4.1) problémdt a q illetve a ¢* potencidlok-
kal. Ekkor ||q||1, ||¢"||1, ||xq(z)||1, ||zq¢* (x)||s < D mellett a K, K* magfiiggvénye-
kre eqyrészt

[K(2,t) = K7 (2, )| < e(D)([lg =" [+ [|eq(z) —2q" (2)]]1), (1.4.23)

mdasrészt
/oo |K (2, t) = K*(z, )] dt < c(D)(|lg—q"|[1 +||zq(z) —zq*(x)[1)  (1.4.24)

teljesiil, ahol a ¢(D) konstans fiiggetlen a q, ¢* potencidlok vdlasztdasdtol.
Bizonyitds. Konnyen lathato, hogy

T+t

do(—— 5

) < do(x) < [la—q"|1, (1.4.25)

x4+t t—=x
2 72

és hasonlé becslések teljesiilnek o-ra és M-re. Igy mindkét becslésben

A( ) < 01(x) < lzq(z) —zq" (2)|]1, (1.4.26)

¢(D) = (D+ %)eD (1.4.27)

megfelel§ vilasztas lesz. O
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1.5. Polarkoordinatak

Legyen y(xz,\) (1.1.1) tetsz6leges megoldasa. A ¢-tol valo fiiggést most nem
tiintetjiik fel, de feltessziik, hogy ¢ is és A\ is valosak. Vezessiik be az aldbbi
(Priifer-) valtozokat:

y(x, \) =r(z,\)sinp(z, A), (1.5.1)
y'(x, ) =r(x, \) cos p(x, \), (1.5.2)
ahol 7(x, \) > 0. Uj valtozoinkra a kovetkezs egyenldségek teljesiilnek:
¢ = cos® p+ (N —q)sin® g, (1.5.3)
Y
o= (g— ) sin g cos . (1.5.4)

Ez a transzformécio6 &ltalanos Sturm-Liouville tipusi egyenletekre is elvégezhetd
[14, 66].

Megjegyzés. q folytonossigi pontjaiban ezek a formuldk a klasszikus értelem-
ben teljesiilnek, mig a tobbi pontban altalanositott (disztribicios) értelemben.

1.5.1. Allitas.
(0, A) exp [—(llgl[1+Ax)] < r*(2, ) <%(0, A exp (|ql[1+A2)  (1.5.5)
Bizonyitds. Kovetkezik (1.5.4)-bél. O

1.5.2. Kévetkezmény. Ha q,, — q L'-ben, akkor
r(z, A, gm) — r(x, A\, q) j=1.2, (1.5.6)

oz, A\, gm) — oz, A q) j=12, (1.5.7)

és a konvergencia [0, 7] x Cx L' korldtos részhalmazain egyenletes.

Bizonyitds. Az 1.1.5. tétel és az 1.1.6. kovetkezmény szerint y és ¢’ egyenletesen
konvergal a megadott halmazokon, tehat r? = y? +y/? és r is. Az el6z6 becs-
lés szerint r és L egyenletesen korlatos, igy az (y,y’) = (1 cos ¢, rsin ¢) vektor
egyenletes konvergenciajabol kovetkezik a (cos ¢, sin ) vektor egyenletes kon-
vergenciija, ebbdl pedig ¢ egyenletes konvergenciaja is. O

Megjegyzés. Sok bizonyitasban modositott Priifer-valtozokat hasznalnak. Ha
y(z, 2) a —y" +q(r)y = 2%y egyenlet megoldasa, akkor az

y(z, z) = T(Z’ 2) sin ¢(x, 2), (1.5.8)
y'(z,2) =r(x, 2)cos p(x, 2) (1.5.9)

modositott Priifer-valtozokra a kovetkez6 egyenlGségek igazak:

o' = 2~ Lgin? ®, (1.5.10)
2
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7,,/

" — Lsinpcos . (1.5.11)
T z

Ez a transzformécio sokszor jobb, mint az el6z6, mert y'(z, z) és zy(z, z) nagy-
sagrendje megegyezik. Hitranya, hogy csak pozitiv A-kra alkalmazhato, példaul
nemnegativ potencidlok esetén. A modositott Priifer-transzforméacioé hossz-val-
tozojara teljesiil az 1.5.1. allitasnal joval erGsebb

72(0, 2) exp {—M] <r*(z,z) <70, 2) exp M, (1.5.12)
z z

tehat az 1.5.2. tétel allitasa ezekre a valtozokra is igaz.

1.6. Osszehasonlité tételek. Nullhelyek. Oszcilla-
cios tételek.

1.6.1. Tétel (6sszehasonlito tétel). Legyen F(t,x)<G(t,z) [0, 00]xI-n, ahol IC
CR véges vagy végtelen intervallum. Tekintsiik az aldbbi kezdetiérték-feladatokat :

7'(t) = F(t,x(t)), z(a) =c, (1.6.1)
' (t) = G(t,x(t)), z(a) =d. (1.6.2)
Ha
—az (1.6.1) és az (1.6.2) kezdetiérték-feladat megolddsa létezik és egyértel-
mi,
- F(t,x)<G(t,x) |a, b x I-n, valamilyen I CR, a megolddsokat, de legaldbbis
az (1.6.1) egyenlet megolddsdt tartalmazd intervallumra,
— x1(t) és xo(t) az (1.6.1) és (1.6.2) egyenlet megolddsa gy, hogy x1(a) =
=c<d=ux(a),
akkor

x1(t) < xo(t), a<t<hb, (1.6.3)
és ha egy to € (a,b)-re egyenldség van, akkor a <t < ty-ra is.
A Sturm-féle oszcillacios tételek a megoldasok nullhelyeinek egyméashoz vi-

szonyitott elhelyezkedésérsl szolnak. (1.5.3) alapjan ezek az el6z6 tétel egyszerti
kovetkezményei, példaul:

1.6.2. Tétel. Legyen y(x, ) (1.1.1) tetszdleges megolddsa, Ay < Ao. Ekkor
y(x, A1) bdrmely két nullhelye kozott van y(x, \2)-nek is nullhelye.
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Bizonyitds. Vegyiik észre, hogy
y=0& p=km, ke Z. (1.6.4)

Legyenek ezért ¢;(x) és po(x) a megfelels szogvaltozok, mégpedig, ha y(z, A;)
két nullhelye a és b, akkor

() = cos® 1 () + (A1 —g(2)) sin® ¢ (2), p1(a) =0, (1.6.5)
() = cos” pa(7) + (A2 —q(x)) sin pa(),  p2(a) =d, (1.6.6)
ahol 0<d <7 és tand= 5/((2’);\22)). Ellenérizhetd, hogy o-re és po-re teljesiilnek az
Osszehasonlito tétel feltételei, ezért po(b) > 1(b) > 7 > ¢a(a). A Bolzano tétel
szerint tehat valamilyen a < x < b-re pq(z) = m, azaz y(z, A\y) = 0. O

1.7. A véges intervallumon értelmezett Schrodin-
ger operator spektruma

Tekintsiik az (1.1.1) egydimenzios Schrodinger-egyenletet az
y(0) cosa—y'(0) sinaw =0, (1.7.1)

y(m)cos B+y'(m)sin =0 (1.7.2)

peremfeltételekkel, ahol «, 3 adott valos szdmok. Ha valamilyen A komplex
(valos, mint kés6bb latni fogjuk) szamra (1.1.1)-(1.7.1)-(1.7.2)-nek van nemtri-
vialis megoldasa, akkor A sajatérték, a megoldassal, mint hozz4 tartozo sajat-
fiiggvénnyel.

1.7.1. Definicié. o(«, 3, q)-val jeloljik az (1.1.1) egyenletnek az (1.7.1)-(1.7.2)
peremfeltételekkel adodo spektrumdt.

Megjegyzés. Az (1.7.1)-(1.7.2) peremfeltételeket tigy valasztottuk, hogy

y(z) € ofa, B, q(x)) <= y(r—x) € 0 (0, o, g(m — ). (1.7.3)

1.7.2. Tétel. Az (1.1.1)-(1.7.1)-(1.7.2) sajdtértékproblémdnak megszimldlha-
toan végtelen sok sajdtértéke létezik, \g <A1 <... A\, <..., \, —+00. A \,-hez
tartozd sajdtfiggvénynek n darab nullhelye van a (0,m) nyit intervallumon. A
sajdtfigguények teljes ortogondlis rendszert alkotnak L?[0, 7]-ben.

Megjegyzés. A sajatfiiggvények szamozasa az egyes specidlis esetekben az itt
megadottol eltérs lehet.

Megjegyzés. Altalanos Sturm-Liouville egyenletekre lasd [66]-ban a 4.3.1. té-
telt.

Megjegyzés. Parcialis differencialegyenletekre lasd [18]-ban a 9.4. tételt.
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Bizonyitds. Feltehets, hogy 0<a, 5<m. (1.1.1) és (1.7.1) megoldasa minden \-ra
egyértelmi, legyen ez a megoldas y(z, ), és alkalmazzuk a polarkoordinatdkban
valo felirast. (1.5.3) szerint

¢ = cos® g+ (A —q) sin® i, (1.7.4)
mig az (1.7.1) kezdeti feltételbol
©(0,\) = a. (1.7.5)

Ha g folytonos, akkor az (1.7.4) feliras alapjan sin p=0=—=¢'>0, tehat ¢ >0. Az
osszehasonlito tétel miatt o(z, A) novekvé A-ban. Az is konnyen lathato, hogy
rogzitett x € [0, 7] mellett limy_, o ¢(x, A) =0, valamint lim,_, ; , p(z, A) =+o0.
Az 1.5.2. tétel szerint ez q € L'-re is teljesiil. A pontosan akkor sajatérték, ha
o(m, A) = —F modulé 7. Mivel ¢(m, A) monoton névé A-ban, létezik egy olyan
Ao érték, amelyre (7, A\g) =7 — (. 0 <, < 7 miatt 0 < p(x, \g) <7 (0, 7)-
n, igy y(x, \) egy (0,7)-n el nem tind sajatfiiggvény. A névelésével kapjuk a
A1, Ag, ... eértékeket gy, hogy ¢(m, A\,) = (n+1)m — 5. Kénnyen lathato, hogy
o(x, \,) sajatfiiggvény lesz, n darab gyokkel a (0, 7) nyilt intervallumon.

A sajatfiiggvényrendszer teljességét illetGen az altaldnos elméletre hivatko-
zunk. 0

1.8. Aszimptotikak

1.8.1. Allitas. [48] Legyen q€ Ly, M\, €o(c, 3,q). Ha a sajdtértékek szamozdsdt
a sin o = sin 3 = 0 esetben 1-tdl kezdyiik, eqyébként 0-tol, akkor

c 1
Vi =n+v+—+o(=),
noon

ahol

2 Jo at2eota—Lcotf, ha sina#0,sin 30
c= %IOWCI‘i‘%COtOz, ha Sinoz;«é()’sinﬂ:()’
sr Jo 04— 5 cot B, ha sina = 0,sin 3 # 0,
%foﬂq, ha sina=0,sin 3 =0,

0, ha sina#0,sinf3#0,

1 : :

v=d % ha sina # 0, sin § =0,

5, ha sina=0,sin3#0,

0, ha sina=0,sin3 =0,

1.8.2. Allitas. [42, 48, 56] Legyen q € Ly, g, pedig a \, € (0, 3, q)-hoz tartozd
(L?-ben) normdlt sajdtfigguény. Akkor

gn(x) = \/gsinnijO(l), (1.8.1)

n

g, (z) = \/gncosnx—i—O(l), (1.8.2)

0, 7] x L korldtos részhalmazain egyenletesen.
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1.8.3. Allitas. [{2, 48] Legyen q € L1, sina #0, g, pedig a \, € o(a, (3, q)-hoz
tartozé (L?-ben) normdlt sajdtfiggvény. Akkor

gn(z) = \/gcosmﬁ—O(%), (1.8.3)

gn(x) = —\/gnsinnx—l—O(l), (1.8.4)

[0, 7] x L' korldtos részhalmazain egyenletesen.

1.9. Rezolvens operator és Green fiiggvény

1.9.1. Definici6. Tekintsik az (1.1.1) Schrodinger egyenlet két tetszdleges u,v
megolddsdt! A

u v
u

W(A) =W (u,v,\) = det (1.9.1)

mennyiséget az (1.1.1) egyenlet Wronsky determindnsdnak nevezzik.
Az z-t6] valo fiiggést nem jeloltiik, mert
1.9.2. Allitas. A Wronsky determindns x-ben dllandg.

1.9.3. Definici6. Legyen u és v (1.1.1) egy-egy megolddisa, u az (1.7.1), v
az (1.7.2) feltételek mellett. (1.1.1) Green figgvénye:

woyw@ Aot A), v <t

u(t, No(xz, N), x>t (1.9.2)

1
G(z,t,\) = { 1(
WX

)
A Green figgvényt az (1.1.1)-(1.7.1)-(1.7.2) probléma sajdtértékeiben (u=c-v
esetén) nem értelmezziik.

Megjegyzés. A Wronsky determinans és a Green fiiggvény tetsz6leges linearis
differencidlegyenlet(rendszer) esetén definidlhat6. Altalaban azonban nem igaz,
hogy a Wronsky determinans értéke konstans (lasd [14], Chapter 3., (6.5)).

1.9.4. Allitas. Legyen f € L*(0,7). Ha y(z,\) = [ G(z,t,\) f(t) dt, akkor

—y" (2, \)+q(x)y(x, \) = Ay(x, \) + f(x). (1.9.3)

Legyen L az (1.1.1)-(1.7.1)-(1.7.2) sajatértékprobléma linearis operatora,
azaz legyen
Ly =—y"+qy, (1.9.4)

DomL = {y,y € AC[0, 7] :y(0) cosa—3'(0) sina = 0,
y(m) cos B+y'(m) sin B = 0}.

Legyen tovabba G : f(t) — [ G(z,t,\)f(t) dt, L* — L? folytonos linearis. Az
el6z6 Allitasokat az L és a G operatorok segitségével a kovetkezGképpen fogal-
mazhatjuk meg:
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1.9.5. Allitas. Ha )\ nem sajdtérték, akkor
(L-M\Gf = f, feL*0,m), (1.9.5)
G(L-X)y =y, y € Dom L. (1.9.6)
A kovetkez§ definicié értelmében tehdt —G az L operator rezolvense:

1.9.6. Definici6. Legyen T linedris operdtor. Akkor a z+— (21 —T)~! C\op-
n értelmezett operdtor értékd figguényt (ahol or a Toperdtor spektruma) a T
operdtor rezolvensének nevezzik.

1.9.7. Tétel. [47] Jelolje az (1.1.1)-(1.7.1)-(1.7.2) sajdtértékprobléma n. sa-
jatértékét \,, a hozzd tartozo normdlt sajdtfiggvényt g,. Akkor

G(x,t,\) :i%, A A (1.9.7)

n=0
1.10. m-fiiggvény és spektralfiiggvény véges inter-
vallumon
1.10.1. Definici6. Jelilje u(x,\) az (1.1.1) egyenlet u(0,\) =sina, u'(0,\) =
=cos « kezdeti értékekbdl induld megolddsdt. A o(\) spektrdlfiigguény egy jobbrdl

folytonos lépcsds fdggvény, ami az (1.1.1)-(1.7.1)-(1.7.2) sajdtértékprobléma sa-
jdtértékeiben ugrik e )\)HQ -t, tovdbbd p(0) = 0.

Lathato, hogy a spektralfiiggvény fiigg a definicioban énkényesen megvalasz-
tott kezdeti feltételekbsl indulé megoldastol. Segitségével atfogalmazhatjuk az
el6z6 tételt:

1.10.2. Tétel.

Glat, /\):/ u@2ults2) o0, (1.10.1)
o z2—A
1.10.3. Allitas (Spektralfiiggvény tulajdonsigai). f € L?(0, 7)-re létezik
/ f(x)y(z, \) de € L*(R, do), (1.10.2)
és
f@) = / FONy(, A) do(). (1.10.3)
R

1.10.4. Definicié. Jelolje v(z, A) (1.1.1) v(m, A) =sin 3, v'(7, A) = — cos [ vég-
pontbeli feltételeket kielégitd megolddsdt. Akkor az
v'(0, A)
\) —
figgvényt az (1.1.1)-(1.7.1)-(1.7.2) sajdatértékprobléma m-fiigguvényének nevez-

(1.10.4)
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1.10.5. Allitas (m-fiiggvény tulajdonsagai). [14] Az m-fiigguény meromorf,
gyokei és polusai valdsak, eqyszeresek, tovdbbd

(a) SA>0-ra Sm(N) >0,
(b) Neo(a,B) <= m()\) = cota.

1.10.6. Tétel. [58] Legyen m,p = MpSINOTCOSA - py (1.1.1)-(1.7.1)-(1.7.2) sa-

mg cos a+sina
jatértékprobléma m-fiigguénye és spektrdlfiigguvénye kiézott a kivetkezd dsszefiig-

gés dll fenn:
1 A
= - 1.10.
ma,ﬁ(z) /R ()\—Z 1+/\2) dQ()‘)7 ( 0 5)

valamint o folytonossdgi pontjaiban

1 u
o(p) —o(A) = — lilr(r)l Smeap(z+1€) dz. (1.10.6)
T € A

1.11. Schrodinger operator a félegyenesen

Tekintsiik a
—y"(z) +q(x)y(x) = Ay(x) (1.11.1)

Schrodinger egyenletet a [0, co) intervallumon. Megvizsgaljuk, hogy milyen pe-
remfeltételek sziikségesek ahhoz, hogy a megfeleld linearis operator 6nadjungalt
legyen, és néhany egyszerd megallapitast tesziink a spektrumra vonatkozoan.

Végig feltessziik, hogy g€ L, ., azaz a potencial a véges szakaszokon integralhato.

1.11.1. Allitas. [14, 48] Tegyiik fel, hogy az (1.11.1) egyenletnek valamilyen
Ao € C-re két darab linedrisan fiiggetlen L?-beli megolddsa van. Akkor V) € C-re
pontosan két darab linedrisan figgetlen L*-beli megoldds létezik.

Megjegyzés. A ¢ potencialtol fiiggben tehat vagy minden komplex A-ra két
line4risan fiiggetlen L?-beli megoldas létezik, vagy legfeljebb egy, és minden
nemval6s A\-ra pontosan egy.

1.11.2. Definici6. [63] Azt mondjuk, hogy hatdrkir eset van, ha minden nem-
valds \-ra az (1.11.1) egyenletnek két linedrisan fiiggetlen L*-beli megolddsa van.

1.11.3. Definicié. [63] Azt mondjuk, hogy hatdrpont eset van, ha minden nem-
valds \-ra az (1.11.1) egyenletnek csak eqy linedrisan figgetlen L?-beli megolddsa
van.

Megjegyzés. Ezeket a definiciokat H. Weyl vezette be egy egyre kisebb sugari
koncentrikus kérokbdl allé6 geometriai konstrukcioval kapcesolatban.

1.11.4. Allitas. [14, 48] Ha az aldbbi feltételek kozil barmelyik teljesil :

a) q alulrdl korldtos,
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b) q(z) > kx? valamilyen k > 0-ra,
c) q(z) € LY,
d) q(z) € L+ L™,

akkor a hatdrpont eset dll fenn.

1.12. A hatarpont eset

Tekintsiik az (1.11.1) egyenletet a [0, 0o) intervallumon. A peremfeltételek legye-
nek
y(0) cosa—y/(0) sina =0, (1.12.1)

valamilyen « valés szamra. Hatarpont esetben az egyenlethez tartozé L diffe-
rencialoperator 6nadjungalt, hiszen Ker (L+1) = 0.

Tekintsiik ezutan az (1.11.1) egyenletet a [0, b] intervallumon, ahol b — oo!
A peremfeltételek legyenek

y(0) cosa—y/(0) sina =0, (1.12.2)

y(b) cos B+ (b) sin 3 =0, (1.12.3)

ahol «, [ adott valos szamok. Legyen (hasonléan a [0, 7] esethez) a problé-
ma spektruma Agp, ..., Anp, ..., sajatfiiggvényei y, ,(x), m-fiiggvénye mg,, Green
fiiggvénye Gy(x,t, \).

1.12.1. Definici6. Az
m(A) = lim mg,(A\) (1.12.4)

b—o0

fliggvényt az (1.11.1)-(1.12.1) sajdtértékprobléma m-fiigguényének nevezzik.

Megjegyzés. Az m-fiiggvény ott van értelmezve, ahol a limesz létezik, tehat
legalabbis a nyilt als6 és fels6 félsikokon, ugyanis hatdrpont esetben az mg
fiiggvények [-tol fiiggetleniil minden Iz # O-ra konvergalnak.

1.12.2. Tétel. [14]

(a) m(\) = yl(o’)’\\)) (ahol y(z, \) (1.11.1) L?-beli megolddsa),

(0,
(b) m reguldris C\o(L)-en, specidlisan a nyilt alsd és a nyilt felsd félsikon,
(c) SA>0-ra Sm(A) > 0.
1.12.3. Tétel. [1/]

(1) Létezik egy R-en monoton nemcsokkend o spektrdlfiigguény, hogy op gyengén
tart o-hoz, azaz

o(N) = o(y0) = Jim (a(N) — 03(1)) (1125

o folytonossdgi pontjaiban.
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(ii) f € L*(0,00)-re létezik

F(A):(LQ)I%EEO i f(@)y(x, \) da, (1.12.6)
és R
flx) = (L?) lim 7RF(A)y(x,A) do(A). (1.12.7)

1.12.4. Tétel. [58] Legyen m,, = ™sno—cosa Ay (1 11.1)-(1.12.1) probléma m-

m cos a+sin «

fiigguénye és spektrdlfiigguénye kozitt a kovetkezd dsszefiiggés dll fenn:
1 A
o(2) = — 2 ) do()), 1.12.8
mol) = [ (525 15 el (1128)

valamint o folytonossdgi pontjaiban

1 p
o(p)—o(A) ==1lm [ SQmg(z+1ie) dz. (1.12.9)
T Glo )\

Megjegyzés. Ez ugyanaz, mint véges intervallum esetében az 1.10.6. tétel.
A spektrum jellegérdl teljes adltalanossagban a kovetkez6t mondhatjuk:

1.12.5. Tétel. Az (1.11.1)-(1.12.1) problémdhoz tartozé operdtor spektruma
egyszeres.

Az el6z8 szakaszban lattuk, hogy ha a potencidl L!-beli, akkor hatarpont
eset van. Ilyenkor a spektrum jellegérdl tudjuk, hogy:

1.12.6. Tétel. Legyen q € L'. Akkor az (1.11.1)-(1.12.1) probléma folytonos
spektruma a [0, 00) félegyenes. A diszkrét spektrum legfeljebb megszdamldlhatdan
végtelen sok egyszeres sajdatértékbol dll, amelyek csak a 0 pontban torlodhatnak.

A [0, 00) intervallumon kapott folytonos spektrum mellett lehet véges vagy
végtelen szami negativ sajatérték is. A pontos szerkezet tisztazasa érdekében
(tigy L'-beli, mint altalanosabb potencialok esetén) az utobbi tiz évben jelentds
lépések torténtek. Az eredmények attekintése megtalalhato példaul az [58, 66|
munkéakban.

Még egy speciélis esetet érdemes megemliteni:

1.12.7. Allitas. Ha q(z) — oo amint x — oo, akkor a spektrum diszkrét, csak
a +oo-ben torlodhat.

1.13. A hatarkor eset

Tekintsiik az (1.11.1) egyenletet a [0, 00) intervallumon, és tegyiik fel, hogy a
hatarkor-eset 4ll fenn. Ekkor minden \-ra két darab linearisan fiiggetlen L2-beli
megoldas van. Legyen (3;,b; egy olyan sorozat, hogy a

y(0) cosa—y'(0) sinaw =0, (1.13.1)
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y(bj) cos B+ (bj) sin 3; =0, (1.13.2)

peremfeltételekkel adott sajatértékproblémak m; m-fiiggvényei egy adott A
pontban konvergéalnak a hatarkor [63] egy m(A) pontjéhoz.

1.13.1. Tétel. Ekkor
lim m;(A\) = meo(N) (1.13.3)

J—00

igy, hogy az mo(\) figguény meromorf, valds \-ra valds, gyokei és pdlusai

valdsak, egyszeresek. Ugyanez igaz az My o = % fiigguényre. Tovdb-
bd létezik egy olyan o lépcsds figguény, amely my oo o, ..., An, ... polusaiban
ugrik, folytonossdgi pontjaiban pedig

o(N) = o(n) = Jim (05(X) — u(11)- (1.13.4)

Megjegyzés. o az alabb definidlt L operator spektralfiiggvénye, maga is lépcsds
fiiggvény. Az 1.10.6. és az 1.12.4. tételben kimondott Gsszefiiggések o és mq oo
kozott is fennallnak.

Legyen y(x, A) (1.11.1)-nek az

= Moo () (1.13.5)

feltételeket kielégité megoldéasa.

1.13.2. Tétel. Legyen v(x) = y(x, No) valamilyen \g € C\R-re, és tekintsik az
Ly = —y" +qy operdtort a

Dom L = {y, y' € AC).(0,00)]y(0) cosa—y'(0) sinaw = 0, lim W (y,v) = 0} .
értelmezési tartomdnyon. Az igy meghatdrozott L differencidloperdtor énadjun-
gdlt, spektruma az mq oo-fligguény Ao, . .., An, ... polusaibdl dllo végtelen sorozat.
Ha yp(z)=y(x, \p), egy A\g-hoz tartozd sajdtfigguény, akkor az yi(x) figgvények
teljes ortogondlis rendszert alkotnak az L*(0,00) térben.



2. fejezet

Sajatértékeloszlas véges
intervallumon

2.1. A sajatértékek hanyadosa nemnegativ poten-
cialok esetén

2.1.1. Bevezetés

Tekintsiik az

=" (x) +q(@)y(z) = Ay(z) (2.1.1)

Schrodinger-egyenletet a [0, 7] intervallumon, Dirichlet peremfeltételekkel. Le-
gyen g € Ly(0, ) valés. A korabbi fejezetekben belattuk, hogy a spektrum disz-
krét, a A\, Ao, ..., sajatértékek csak a +oo-ben torlodhatnak. S6t, ha ¢(x) nem-
negativ, akkor A\, > n? (lasd példaul (2.1.8)-at).

El6szor magasabb dimenzidkban vet6dtek fel kérdésként a Dirichlet-sajatér-
tékek hanyadosaira vonatkoz6 becslések. Pdlya, Payne és Weinberger azt se-
jtették, hogy az (-n értelmezett H = —A+V(x), V(x) = 0 operator elsé két
Dirichlet-sajatértékének hanyadosa akkor maximaélis, ha 2 gomb. Bar a sejtés
1955-b6l szarmazik, csak 1992-ben sikeriilt igazolni. A megfelel§ egydimenzids
kérdést vizsgalva Ashbaugh és Benguria 1987-ben [2] bizonyitottak, hogy ha a
potencial nemnegativ, akkor iQ < 4. (Természetesen az egydimenzids eset mas
jellegti, hiszen ilyenkor az {2 halmaz csak egy intervallum lehet, azaz a sajatér-
tékek hanyadosa nem is fiigg (2-tol, csak a potencialtol. Az el6bb idézett allitas
ugy fogalmazhato at, hogy az els6 két sajatérték hanyadosa a 0 potencial esetén
maximalis.) Két évvel kés6bb egy tjabb cikkiikben [3] olyan modszert talaltak,
amelynek segitségével a :\\—’f hanyadosra is igazoltak az optimélis becslést. Alabb
az 6 bizonyitasuknak egy roviditett valtozata kovetkezik.

28
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2.1.2. A i—’; hanyados

2.1.1. Tétel (Ashbaugh-Benguria). Tekintsik az L = —dL;Q +q(z) operdtort a
[0, 7] intervallumon Dirichlet peremfeltételekkel, tovdibbd legyen q(x) > 0. Ekkor

A—’; <n? (2.1.2)
és ha bdarmely n > 1-re egyenldség van, akkor ¢ =0 mm. [0, x|-n.
Bizonyitds. Jelolje y(x, z) az
— +q(x)y =2y, xel0,n], 2>0, (2.1.3)
y(0)=0,7(0)=1 (2.1.4)

kezdetiértékprobléma egyértelmii megoldasat, és vezessiik be az alabbi — mo-
dositott Priifer- — valtozokat:

y(z,z) = r(xz, ?) sin p(x, 2), (2.1.5)
y'(z,2) =r(x,z)cosp(z, 2), (2.1.6)
¢(0,2) =0, (2.1.7)

ahol r(z, z) > 0, és vessz6vel az x szerinti derivalast jeloltiik.
Egyszerii szamolassal 1athato, hogy 1j valtozoink az alabbi egyenleteknek
tesznek eleget:

o=z— 7 gin? ©, (2.1.8)
z
!/
— sin ¢ cos . (2.1.9)
rooz

Megjegyzés. A klasszikus értelemben ezek a formulak csak ¢ folytonossagi
pontjaiban igazak; egyébként a két oldal disztribicids értelemben egyenls.

A (2.1.5) felirasbol latszik, hogy y = 0 < sinp = 0, igy 2® pontosan akkor
sajatérték, ha o(m, z) 7 egész szamu t6bbszorose. Jelolje A, négyzetgyokét z,.

2.1.2. Lemma. ¢(7, 2,) = nm.

Bizonyitds. (2.1.8)-bol latszik, hogy sinp =0 = ¢’ > 0, igy ¢(-, 2) 7 minden
tObbszorosét egyszer veszi f6l. ¢ pontosan akkor egész szamiu tobbszorose -
nek, ha y = 0, tehat o(m, z,) m-nek annyiszorosa, ahany nullhelye van y(-, z,)-
nek a félig nyilt (0, 7] intervallumon. A Sturm-féle oszcillacios tételek szerint a
(0, 7) nyilt intervallumon az (az éppen aktualis 1-t6] kezd6d6 szdmozas szerinti)
n. Dirichlet sajatfiiggvénynek (n— 1) gyoke van, tehat a félig nyilton n, azaz
o(m, z,) = nm. O

Mint latni fogjuk, a bizonyitasban lényeges lesz, hogy i—’; egész szam-e. Ezért
el6szor lassuk be az alabbi lemmaét:
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2.1.3. Lemma. Tegyiik fel, hogy valamilyen n > 1-re

)\n 2
— =n". 2.1.10
w=n (21.10)

Ekkor q(x) =0.
Bizonyitds. Az F, és a ¢, (x) = “"(‘B 2n) jelglés bevezetésével

sin? 2,1, (7) _

2
“n

W) =1 () 22U B (4 (). (2.1.12)

Un(x) =1—q(z) Fo(2, ¢n(2)), (2.1.11)

Belatjuk, hogy F,(x, 1) <Fi(z,v) a [0, 7] x][0, z] tartomanyon, és egyenlség
Z1

csak a tartoméany hataran vagy ¢(z) = O-ra van. Ez ¢(z) > 0 miatt az alabbi
egyszert allitas kovetkezménye:

2.1.4. Allitas. Han > 1, 0<x <73, akkor
nsinz > |sinnz|. (2.1.13)
Ha n egész szam, akkor az egyenldtlenség 0 < x < 7 esetén is igaz.

Bizonyitds. 0-ban mindkét oldal értéke 0, az elsé derivaltakra pedig, legalabbis
ha O <nx <, n.COST>COoSNT teljesul Emiatt 0 <z < Z-re az &llitas igaz. sinz >
> 7r:zc [0, 2] en, mert sin 2 konkav. Igy — mivel sin 2 szigortian monoton névé is
-, ha x > -, akkor nsinz > 1 miatt az egyenlGtlenség ismét teljesiil. Ha pedig
n egész szam, akkor mindkét oldal szimmetrikus 7-re (ugyanazt veszi fel 2-ben,

mint (5 —x)- ben), tehat az allitas 7 és m kozott is igaz. O
A kozbeiktatott 2.1.4. allitas szerint, mivel ‘z—’ll =n egész szam,

sin z1Y(x)  sin z,(x)
21 ~ ‘ “n
ha 0 < z;9(x) < 7, tehat valoban F),(z,v) < Fi(z,v), és egyenlGség csak akkor
lehet, ha ¢(x) =0, amint allitottuk.

Mivel (minden z-re) v (z) folytonos és m minden tGbbszorosét csak egyszer
veszi f6l, 0 < ¢1(x), ¥n(z) < Z- minden z € (0, 7)-re, mig ¥y (m) = ¢, (). Ezért
az 1.6.1 osszehasonlito tétel szerint 1, (x) = ¢1(x) minden z € [0, 7]-re, azaz
Fo(x, ¥, (x))=Fi(z,¢1(2)), azaz =0 mm. z €0, 7]-re. Ezzel a lemmét belattuk.

U

., (2.1.14)

A 2.1.1. tétel bizonyitasa. Tegyiik fel, hogy valamilyen n > 1 egész szamra
7 > n. Tekintsiik példaul az azonosan 1 potencialt. A megfelels :\\—’; hanyadosok
kisebbek, mint n?. A sajatértékek folytonos fiiggvényei a potencialnak, ezért
létezik olyan p konvex konbinici¢ja g-nak és az azonosan 1 potencidlnak, ame-
lyre %—T =n?. Lemméank értelmében 9= 0, de ez csak akkor lehetséges, ha ¢ =0,

és ekkor persze ’/\\—’; =n?. Ezzel a tételt belattuk. O
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0 05 1 15 2 5 3
X
_17

2.1. abra. Illusztracio a (2.1.13) egyenlGtlenséghez (n=5).

Megjegyzés. Ha q(x) <0 és 2 =n, akkor épp forditva, F,,(z,v) > Fi(z,1),
amibdl ugyantugy kovetkezik ¢ = 0. Ha tehat tovabbra is ¢(z) <0, és valamilyen
n>1 egész szamra 0 <2+ <n, akkor az el6z6 gondolatmenet (példaul az azonosan

—% potenciallal) mutatja, hogy ¢=0 és i—’; =n?. Ezzel belattuk az alabbi tételt:

2.1.5. Tétel (Chen). Tekintsiik az L = ——%5 +q(z) operdgtort a [0, 7] interval-

dz?

lumon Dirichlet peremfeltételekkel, ahol q(x) <0. Ha \; >0, akkor

M2 (2.1.15)
A1

és ha bdarmely n > 1-re egyenldség van, akkor ¢ =0 mm. [0, x]-n.

2.1.3. A i—:l hanyados

2.1.6. Tétel (Ashbaugh-Benguria). Tekintsik a 2.1.1. tétel L operdtordt ugya-
nazokkal a feltételekkel. Ekkor

A n
An g > 2.1.16
e R (2.1.16)
és ha bdarmely n > m-re eqyenléség van, akkor m |n és ¢ =0 mm. [0, 7]-n.
Megjegyzés. [z] x fels§ egészrészét jeldli.

Bizonyitds.
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2.1.7. Lemma. Legyen k € Z. Akkor
<k (2.1.17)
és egyenldség csak q = 0-ra van.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy = A > |2 Belatjuk, hogy ekkor valojaban 4 Akn — .2
és ¢ =0. Az el6z6 tételen k1vu1 az alabbi természetes allitast hasznaljuk fel:

2.1.8. Allitas. [66] Legyen a < a < b<b, és tekintsik a (2.1.1) Schridinger
egyenletet [a, b]-n rdgzitett peremfeltételekkel. Akkor, ha [&,5]% ugyanazokat a
peremfeltételeket irjuk eld, a spektrum minden egyes eleme kisebb lesz az [a, b]
intervallumon felirt probléma spektrumdnak megfeleld eleménél. Ha pedig bdr-
mely két megfeleld sajdtérték megegyezik, akkor a = a, b=Db.

Jelolje w;, j =0,...,n a \,-hez tartoz6 sajatfiiggvény nullhelyeit, z; pedig
azokat a pontokat, amelyekre p(x;, 2k, ) = kjm. Akkor a [w;_1, w;] intervallumon
tekintett Dirichlet-probléma elsé sajatértéke A, (hiszen a sajatfiiggvény megszo-
ritasa sajatfiiggvény lesz), mig az [x;_;, ;] intervallumon tekintett problémanak
Min a k. sajatértéke (ugyanazon okbol). Nyilvan wy = 2o =0 és w, =z, = 7.
Vegyiik észre a kovetkez6t: vagy minden 0 < j < n-re w; = z;, vagy létezik egy
olyan j, amelyre a (w;_;,w;) intervallum szigorian tartalmazza az (r;_;,x;)
intervallumot. Megmutatjuk, hogy ez utébbi eset nem lehetséges. Tekintsiik a
Dirichlet-problémét [w,;_1, w;]-n. Az els6 sajatértéke ennek a probléméanak, mint
mondottuk, \,, tehat a k. sajatértéke legfoljebb k?\, < A, feltevésiink és az
el6z6 tétel értelmében. A szigoru tartalmazéas miatt az [r;_;, x;| intervallumon
tekintett Dirichlet-probléma k. sajatértéke ennél nagyobb kellene legyen, ami
ellentmondés, igy minden j-re w; = z;. Ekkor viszont k*\, = A\, és ¢ =0 az
Osszes részintervallumon. O

Mar csak az maradt hatra, hogy az n{m esetben mutassunk a korlatot
megkozelité potencidlokat. Mivel azonban a bizonyitids az eddigiektdl jelentd-
sen eltérd eszkozoket igényelne, azt nem kozoljiik, csupan hivatkozunk a |3, 15]
cikkekre. O

Megjegyzés. Az el6z6 tételhez hasonloan ez is kimondhaté6 nempozitiv poten-
cidlokra, amennyiben \; > 0:

2.1.9. Tétel (Chen). Tekintsik a 2.1.5. tétel L operdtordt ugyanazokkal a fel-

tételekkel. Ekkor

A_<L 12 n>m, (2.1.18)

és ha bdarmely n > m-re egyenldség van, akkor m |n és ¢ =0 mm. [0,7]-n
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2.2. Korlatok a sajatértékek hanyadosaira egyvol-
gyes potencialok esetén

2.2.1. Eredmények

Ashbaugh és Benguria [3| bizonyitottak, hogy ha a ¢(z) potencidl nemnegativ,

akkor
A

T <n?, 2.2.1
<n (2.2.1)
Mint lattuk, két tetszéleges sajatérték hanyadosara modszeriik a
A 2
Ao {ﬁw (2.2.2)
A m

korlatot adta, ahol [z] x fels6 egészrészét jeloli. Megmutattak azt is, hogy van-
nak olyan potencialok, amelyek esetén ;\—:L tetsz6legesen megkozeliti *-et. Ezek a
példak azonban ugynevezett ,multiple-well” (t6bbvilgyes) potencialok, amelyek
a [0, 7] intervallumon beliil néhany pont kérnyezetében nagyon nagy értékeket
vesznek fol, mig mashol kozel 0-t. Ez alapjan azt sejtették, hogy ha a potenciél
nem pusztdn nemnegativ, hanem konvex is, akkor az egészrészek elhagyhatok,
azaz

An 2
~ < n_2 n>m (2.2.3)
m . m

is teljesiil. Horvath és Kiss [35] bizonyitottak, hogy a sejtés erdsebb formaban
is igaz; elegendd, ha a potencialrél csak azt tessziik fel, hogy egyvolgyes (maga
a fogalom korabban mar ismert volt [2]):

2.2.1. Definici6. A q potencidl egyvilgyes (single-well), ha létezik egy olyan
a €10, 7|, hogy ¢ monoton csokken [0, al-n és monoton né [a, 7]-n.

Az el6z6 szakasz jellésein til legyen
%
==. 2.2.4
Y=" (2.2.4)

Azt fogjuk megmutatni, hogy (bizonyos feltételek mellett) 1(x, z) monoton néves
z-ben, mert ebbdl mar kovetkezik (2.2.3).

2.2.2. Tétel (Horvath-Kiss). Legyen q(x) >0 monoton csékkend [0, xo]-on. Ek-
kor v (xo,2) > 0, azaz z > 0-ra ¢ (x9, z) z-nek monoton névekvd fiiggvénye. Ha
csak egyetlen z > 0-ra is ¥ (xg, z) =0, akkor ¢ =0 a (0, x¢] intervallumon.

Ennek a tételnek kiilonb6z6 peremfeltételek mellett szdmos kovetkezménye
van. Példaul az alabbi:

2.2.3. Kovetkezmény (Horvath-Kiss). Tekintsik a (2.1.1) egyenletet az

y(0)=y'(m) =0 (2.2.5)
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Dirichlet-Neumann peremfeltételekkel. Ha a q potencidl csokkend és nemnegativ,
akkor az n. és az m. sajdatérték hanyadosdra m < n esetén

(2.2.6)

teljestil. Ha bdrmely két kilonb6zd m-re és n-re egyenléség van, akkor q =0
(0, 7]-n.

A bizonyitas a 2.2.2 szakaszban olvashato.

A egyvolgyes potencidlokra vonatkozd f6 eredmény:

2.2.4. Tétel (Horvath-Kiss). Tekintsik a (2.1.1) egyenletet az
y(0) = y(m) =0 2.2

Dirichlet peremfeltételekkel. Ha a q potencidl nemnegativ és egyvélgyes, akkor
az n. €s az m. sajdatérték hdnyadosdira m <n esetén

(2.2.8)

2%

An

— <

Am
és ha két kilonbézd m-re és n-re egyenldség van, akkor ¢ =0 (0, 7)-n.

A bizonyitas a 2.2.3 szakaszban talalhato.

2.2.2. A 2.2.2. tétel bizonyitasa

2.2.5. Lemma. Ha q(x) is monoton csékken [0, xo]-on, akkor (z2>0-ra) p(zo, 2)
szigorian monoton nd x-ben, ha x€(0, x¢). S6t az is igaz, hogy z>0-ra @' (z, z)>
> 0.

Bizonyitds. Rogzitsiik 2-t. Ha ¢/ (#,2) < 0, akkor = < z-te g(z) > 2% (2.1.8)
miatt. Minthogy 3’ = (¢—2?)y, y konvex, pozitiv és novekszik, y' > 0, igy = < i-
re p(x,z) < 5. Kis x> 0-ra ¢/, (0, 2) >0 (lasd (2.1.8)). A ¢/, (z, 2) fiiggvény ¢(x)
folytonossagi pontjaiban folytonos, és (mivel ¢(z) monoton csokken) ha ugrik,
csak folfelé ugorhat. Ezért ha valamilyen Z-re ¢/, (Z, z) nem pozitiv, akkor van
olyan x5 € (0, ], hogy ¢_'(x2,2) =0 és & < xa-re ¢/ (z,2) > 0. Valasszunk egy
tetsz6leges z1 € (0, z2) pontot. Ekkor az [xq, xs] intervallumban 0 < ¢(z, 2) <
< @(z,2) < p(x2, 2) <, tovabba

(zcot p(z, 2)) = q(x) — 2> — (2 cot p(x, 2))*. (2.2.9)

Tudjuk, hogy (cot ) (z,z2) = 51321@0/1(1’7 z), amib6l /q(x) — 22 < zcot p(z, 2)
kovetkezik x € [x1, x3) esetén, mig \/q(x2 —0) — 22 =z cot p(z2, z). Megmutatjuk,
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hogy ez lehetetlen. Valasszunk egy tetszleges z3 pontot [z1,x2)-ben.

T3

[log(zcotgp(x,z)— q(x)—zQH =

x1

:/a:s d(zcot p(z, 2) —\/q(x) —22)

L zeote(r, 2)—/a@) — 2

:/m q(z) — 2% — (2 cot p(z, 2))* do—

zeot p(x, z) —\/q(x) — 22

B /”’ dg(z) S
21 2y/q(x) —22(zcot p(x, 2) —\/q(x) —22)

Z/m —(zcot p(x, z)++/q(x)—22) dx

x1

ahol (2.2.9)-et és ¢ monotonitasat hasznaltuk. z cot ¢(x, z) folytonos és korlatos
[z1, x9]-n, ezért —(z cot o(x, z)++/q(x) — 22) alulrol korlatos, igy

[log <Z cot p(a, 2) =/ q(z) — 22)]

valamilyen x3-t6l fliggetlen K-val. Ha x3 tart xo-hoz, akkor

T

> K (2.2.10)

1

zcot (g, 2) >/ q(xe—0) — 22, (2.2.11)

azaz (Gjra (2.2.9) miatt) ¢’ (29, 2) > 0, ellentmondas. O

A kovetkez6kben, ha ez nem okoz félreértést, o(x,z) helyett csak o(z)-et
irunk.

2.2.6. Lemma.

o(x) = / (1+%sin2 o(t))e I 25020 gt (2.2.12)
0

Bizonyitds. A (2.1.8) egyenl8séget z szerint differencialva

¢ (z) = 1+%sin2 @(m)—@sin 2p(x)@(z). (2.2.13)

Ez egy linearis differencidlegyenlet x — ¢(x, 2)-ben. Mindkét oldalt megszorozva
Jo Lsin2¢p_ 1
elo vel,

(p(x)elo =5m20) = (14 &f) sin? p(z))elo 2512, (2.2.14)
z

Felhasznélva, hogy ©(0) =0, az allitast kapjuk. O
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Megjegyzés. (2.1.9) segitségével atfogalmazhatjuk (2.2.12)-ot:

o(r) = /Ox(l + % sin’ w(t))fj((i)) dt. (2.2.15)

A (2.2.15) egyenletbdl nyilvanvalo, hogy ¢(x, z) szigortian monoton né z-ben.

2.2.7. Kovetkezmény.

Y(x) = r2(325)z2 /; 7“2(% sin? ¢ — %gp sin ¢ cos ). (2.2.16)
Bizonyitds.
() = p(x) ) _
s | [ P0ke- g0+ 0] dt-retn ) -
s [ P0G - ete) ae -
:@ /OI 7“2(% sin® p — ggo sin p cos p).

O

A kovetkezd lemmékban nem szeretnénk tekintettel lenni xq értékére, ezért
definidljuk a potencialt 0-nak, ha z € (xy,00), és ennek megfelelGen terjessziik

“ .0,

2.2.8. Lemma. Ha 0 < |p| < %, akkor sin® p —psin ¢ cos ¢ > 0.

Bizonyitds. Ismert, hogy 0 < ¢ < Z-re ¢ < tan . U

2.2.9. Kévetkezmény. Legyen k>0 egész, kn <c<km+7%, kr+5<d<(k+1)m.
Ekkor

¢~ )
q . q . T )
/w(lm) 7"2(15)(; sin? o — —psinpeosp) > —kg [TQ}ZZ_IEZL) 7 (2.2.17)
@~ H(d) )
2 q . 2 q . T - 1(d)
/@_l(kﬂg)r (t)(; sin SO_ECPSIIISOCOSSO) > —(k:+1)§ [7“ ]w,l(kﬂg), (2.2.18)

€s eqyenldség pontosan akkor van, ha a megfeleld nyilt intervallumon q = 0.
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Bizonyitds.

(o) q q
/ (< sin® ¢ — = sin  cos ) =
o= (k) z z

v () q q
:/ r?(+ sin®(¢ — km) — = (p — k7) sin ¢ cos @) —
e l(km)  F z

R O
—kw/ 7(+ sin g cos ).
—L(km) <

Mivel (p—km) —5 és 5 kozé esik, az el6z6 lemma szerint az els6 tag pozitiv,
kivéve a ¢ =0 esetet. A masodik pedig ugyanaz, mint (2.2.17) jobb oldala (lasd
(2.1.9)).

A lemma maésik fele hasonléképpen bizonyithatoé:

go_l(d) q q
/ r?(+ sin? ¢ — —psin @ cos p) =
e~ Hkr+Z)  F <

Soil(d) q q
:/ r?(Zsin®(o— (k+1)7) — = (¢ — (k+1)7) sin @ cos ) —
( z

¢~1(d) q
—(k+1)7r/ (% sin g cos ) >
e~ l(kntZ)  F

'(d) _1
—(k—i—l)?T/ rr’ = —(/{:%—1)7r [7“2}2 (@

=1 (km+T) 2 )
0
2.2.10. Kévetkezmény. Legyen 0 <C < 7, 0< D <. Ekkor
(@) q q
/ 72()(= sin® p — @ sin p cos ) > 0, (2.2.19)
B z z
k7r+ +D) q q
/ r2(t)(= sin? p — Zpsin p cos @) > (2.2.20)
P~ 1 ]€7'('+ z z
o Hkr+Z+D)
k+1) 2 [ ] *1(k:7r+§) ’

és egyenldség pontosan akkor van, ha a megfeleld nyilt intervallumon q = 0.
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Bizonyitds. (2.2.19) ugyanaz, mint (2.2.17) a k = 0 esetben. Ha D < 7, akkor
(2.2.20) megegyezik (2.2.18)-cal. Ha nem, akkor pedig (2.2.18) és (2.2.17) 6sz-
szege, ha elébbiben a d = (k4 1)7, utobbiban a c = kr +5+D és k= k+1
helyettesitést hajtjuk végre. O

2.2.11. Lemma. r(¢ ' (kn+3%)) <r(p '(kr+%)) minden k=0,12, ...-re. Az
r figguény o~ (km) és o~ (kn+7%) kozott monoton nd, o~ (kn+3) és o~ ((k+
+1)7) kézétt monoton csokken.

Bizonyitds. Mivel a logaritmusfiiggvény szigorian monoton nd, elég bizonyitani,

hogy
210 (krt+-3m)
[log L—l(m%) <0, (2.2.21)

mig az r fiiggvény monotonitasara vonatkozo allitas azonnal kovetkezik (log r?)'=
= Zsin 2 el6jelébdl. Az u = p(x) helyettesitéssel

/so‘l((kﬂ)w) 9! /cp_l((kJrl)fr) q .
— = —sin2¢ =
eirtd) T JeriGrn)

/sol((kﬂ)ﬂ)) q(x) sin 2¢(z)
©

/
7Y () da =
ez 2 —g(@)sin? o)

DT (™" (u)) sin 2u
= 5 — —— du.
iz P—dlp (W) st
A 2.2.5. lemma szerint a nevezd mindig pozitiv, mig km + 5 és (k+1)7

kozott sin 2u < 0. Ezért a tort értéke nagyobb lesz, ha ¢-t (o~ ((k+1)7))-ra, a
minimumara csokkentjiik:

/<p‘1((k+1)7f)2_7a/< /<k+1>7r (™ ((k+1)7)) sin 2u
. " iz 22—ale (k4 1)m)) sin u

u =
“krt+Z) T

aw*«k+nw»$ﬁu4““”‘

~ |-t

kr+3

A (¢ ((k+1)m), o 1 (kr+3%)) intervallumon sin 2u > 0. ¢-t ezittal a ma-
ximumaéval becsiilve:

o1 (kn+3T) 9 “1((k+1 k437
/ Do {_m(z—q(“p ((k+1)m)) szu)} L (2222
e (k1)) T ® (kL)

Osszegezve
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o~ (kn+3%) 9! 1 ka1 kr+33
/ T (e e (B DT) oy —0.  (22.23)
%)

Lkrt+3) T z k4T
U

A 2.2.2. tétel bizonyitasa.
@(x0, 2) < 5 esetén a tétel allitasa rogton kovetkezik (2.2.19)-bél. Maskiilén-

ben legyen (g, 2) = §+kr+D, ahol 0 < D < 7:

¢ 1 (5+km+D) q q
/ r2(t)(= sin® p — ~psin p cos @) dt =
0 z 2

¢~ H(3) q q
:/ r2(t)(= sin? p — Zpsin p cos @) dt+
0 z z

k go_l(iTFJr%) q q
+Z r2(t)(= sin? p— Zpsin pcos @) dt+
z z

i—1 Y ir=3)

e~ H(kr+Z+D) q q
+/ r2(t)(+ sin® p — Zpsin @ cos @) dt.
= 1(km+1) < <

A 2.2.10. kovetkezmény és a 2.2.11. lemma szerint itt mindegyik tag nemne-
gativ, és ha az Osszegiik 0, akkor ¢ =0 a teljes (0, xo] intervallumon. O
A 2.2.3. kbvetkezmény bizonyitasa.

A megadott peremfeltételek esetén ezittal

(i 20) = (n— %)w. (2.2.24)

Legyen m kisebb, mint n. Ekkor @ = (7, 2m) < (T, 2) = EUT 6 igy

2z 22n !

< 22:;11, azaz i‘—; < ((22:;11))22 EgyenlGség esetén 1)(m, 2,,,) =1 (m, 2,,), ebbdl pedig
a 2.2.2. tétel szerint kévetkezik, hogy ¢ =0 (0, 7]-n. O

2.2.3. A 2.2.4. tétel bizonyitasa

Legyen a ¢(z) potencial [0,al-n monoton csokkend és [a, 7]-n monoton nove.
Jelolje G(x) a F-re tiikrozott potencidlt, azaz legyen ¢(x) = q(m—x). Ekkor y(m—
—,2,) egy, a (x) potencialhoz tartozé sajatfiiggvény. Definidljuk a kovetkezd
fiiggvényeket :

G, 20) = (—1)1 LT T 2n)

) (2.2.25)
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r(m—x,z,)

r = 2.2.2
7(z, zn) "l 20) ( 6)
és
P(x,zp) =nm—p(m—12, 2,). (2.2.27)
Akkor
(0, ) =0, (2.2.28)
7'(0,2,) =1, (2.2.29)

azaz §(x, z,) a (2.1.3)-(2.1.4) kezdetiértékprobléma megoldasa g helyett g-mal.
Egyszerii ellenérizni, hogy

(, 2n)

=

§(z, 2,) = —% sin @(x, 2,,), (2.2.30)
Zn

¥ (x, 2,) = 7(x, 2,) cos P(x, 2,,), (2.2.31)

30, 2,) =0, (2.2.32)

azaz 7 és ¢ értelmezhetk minden z>0-ra, mint a ¢-hoz tartozé Priifer-valtozok.
Végiil legyen zz = %.
A 2.2.4. tétel bizonyitasa

Legyen W(z) =1 (a, 2)+¢(m—a, ). A 2.2.2 tétel szerint ez két monoton nové
fiiggvény Osszege. (2.2.27)-b6l

2,V (2,) = n. (2.2.33)
Legyen m kisebb, mint n. Ekkor 7% = W(z,,) < ¥(z,) = 2%, igy 2 < I, azaz
i‘—; < :1—2; Egyenl()'ség esetén U(z,) = W(z,), igy (a, zp) = (a, z,) és ¥(m —
—a,zm) = Y(m —a, z,). Akkor viszont a 2.2.2 szerint ¢ =0 (0,a]-n és ¢ =0
(0, m—a]-n, azaz ¢ =0 (0, 7)-n. O

2.2.4. Megjegyzések a bizonyitasokhoz

1. Megjegyzés Ha a potencidl nem monoton csokkend, el6fordulhat, hogy
bizonyos pontokban ¢ nem névekszik. Legyen példaul a [0, %7(] intervallumon
q =0, egyébként 1. Legyen z = 3/2. Kénnyen lathato, hogy

3 % sin %x ha z < §7r
y($> 5) — { _\/lg sin 7E;(x_ %7‘(‘) ngébként, (2234)
3 cos 2z ha = < 27
(z,5) = : o3 2.2.35
v 2) { Ccos ?(95 - %7?) egyébként. ( )
(2.1.8)-bél
, 3 2
2 (:L‘) > 5 - g > 0. (2.2.36)
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Konnyen ellenérizheten gp(%ﬂ, )=, p(r,2) = 4.27083 < 37. Ezért

Tyq 1 ha z < %7?
pr— —_ 1 — 2 in 2.
r(z) exp(/0 . sin ¢ cos ) exp(f;o(x) jenveny gy oovabkent (2.2.37)
3

igy

) 2 ™
Y(m) = / 7“2(g sin2gp—g<psingpcosgp):
2(m)22 ), z z

<

2 /” r?(2sin® p—2psinpcosp)
_ o

T r2(m)2? 2, 2—Zsin’o

Ez az integral a p(x) =u helyettesités utan numerikusan kiszamolhato (példaul
a Maple vagy a Mathematica segitségével):

4.27083 w2 2 2 2
£gin 2v £8In“u— 2w sinu cosu

/ exp(/ T clv)(3 — )du%—0.811, (2.2.38)

T m 2

2 i .2
3SIHU 2 3SIHU

ami azt jelenti, hogy v csokken a z = % pontban.

2. Megjegyzés. Felmeriilhet, hogy vajon a ¢(x) és a q(m —x) potenciilhoz
tartozo ¢ (m)-k 6sszege monoton né-e z-ben, hiszen példaul szimmetrikus poten-
cidlokra ez az allitas igaz. Az el6z6 példa azonban azt mutatja, hogy altaladban
ez sem teljesiil. Valoban,

(7)) ~ (—0.811) ~ —0.292. (2.2.39)

r2(m)z?

Hasonloképpen kiszamithatjuk a ¢(m —x) potencidlhoz tartozo U(x,3) érteket,

2
ami megkozelitSleg 0.0306, tehat az 6sszeg még mindig negativ.



3. fejezet

A sajatértékek eloszlasa végtelen
intervallum esetén

3.1. Bevezetés

Tekintsiik a
—y"(2) +q(x)y(x) = Ay(x) (3.1.1)

Schrodinger-egyenletet a [0, 0o) félegyenesen, vagypedig a valos szamegyenesen.
Ebben a fejezetben végig feltessziik, hogy a ¢ potencial nagy |z|-re +oo-hez
tart. Ilyenkor a végtelenben (a szdmegyenesen tekintett egyenlet esetén mindkét
végtelenben) hatarpont eset van, azaz a félegyenes esetében az

y(0)=0 (3.1.2)

peremfeltételt irjuk el6, mig a szamegyenes esetében nem irunk el6 tovabbi fel-
tételeket.

Mint ismert, a spektrum diszkrét, a valés A, Ao, ..., sajatértékek csak a
+oo-ben torlédnak [48], s6t, ha ¢(z) még nemnegativ is, akkor \; > 0 (lasd
a 3.1.1. tétel utani megjegyzést).

A kovetkezé tételben Gsszefoglaljuk az y megoldasok tulajdonsagait:

3.1.1. Tétel. Tekintsik a

—y" (@) +q(z)y(z) = Ay() (3.1.3)

Schridinger-egyenletet a (—o0,0] félegyenesen, és tegyiik fel, hogy a q potencidl
+o00-hez tart, ha x — —oo. Akkor minden wvalds A-ra pontosan eqy olyan y €
€ L?(—00,0]-beli megoldds létezik, ami —oo-hez kézeledve pozitiv, nulldhoz tart,
€s ffoo y? = 1. Ez a megoldds tovdbbd rendelkezik a kivetkezd tulajdonsdgokkal :

— Ha x <x¢-ra q(x) > A, akkor y(z) és y'(z) pozitiv,

- — —00 esetén % 0-hoz tart.

42
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Bizonyitds. Ismert, hogy konstans szorzotol eltekintve egyértelmiien létezik
(3.1.1)-nek egy y(—oo) = 0-t kielégité L?(—o0,0]-beli megoldasa, lasd pl. |7].
Tegyiik fel, hogy y(zo) = 0 valamilyen zy-lal gy, hogy = < zg-ra q(z) > A.
Akkor o' (o) # 0; feltehets, hogy y'(xo) < 0. (3.1.1)-bél lathato, hogy y pozitiv,
konvex és csokkens (—oo, xgl-on, igy y(—o0) = +00; ellentmondas. Vagyis a
(—o0, x| félegyenesen y-nak nincs nullhelye. Feltehetjiik, hogy itt y > 0, de
akkor y konvexitasa és y(—oo) =0 miatt y szigorian monoton né, és y' pozitiv.

A masodik tulajdonsag bizonyitasidhoz vezessiik be a h = % fliggvényt. Egy-
szertien belathato (lasd (2.2.9)-t a véges esetben), hogy

B (z,2) = q(x) = A—h?*(x, 2). (3.1.4)

Rogzitsiik A-t, és legyen N >0 tetsz6leges. Elég nagy K-val x < —K-ra q(x)—
—A>N2+41és y(x) >0, y'(z) >0, azaz h(x) > 0. Ha valamilyen r < —K-ra
h(z) < N, akkor h/(x) > 1, kovetkezésképpen 2’ < x-re is h(a') < N és h'(z') > 1;
am ez lehetetlen, hiszen h(z') > 0. Azaz h(z) > N minden x < —K-ra, és mivel
N tetsz6leges volt, h(—o0) = +o0. O

Megjegyzés. A < 0-ra sem a (3.1.1) egyenlet emlitett megoldasa, sem pedig a
megoldéas derivaltja nem lehet nulla az elsé tulajdonsig szerint. Azaz y pozitiv
és monoton né az egész R-en, tehat nem lehet L2-beli. Igy A\; > 0.

Legyen 0 < \ = 22 és jelolje y(z, z) a (3.1.1) egyenlet 3.1.1.tételben emlitett
megoldasat. Vezessiik be az alabbi Priifer-valtozokat :

y(x, z) = r(xz, ?) sin p(z, 2), (3.1.5)
y'(x,2) =r(z, 2) cos p(z, 2), (3.1.6)

ahol 7(x, z) > 0, és vesszdvel az x szerinti derivalast jeloltiik. A 3.1.1. tételbeli
maéasodik tulajdonsag szerint feltehetd, hogy

lim ¢(z,z) =0. (3.1.7)
Legyen tovabba
b="2. (3.1.8)
z

Egyszeri szamoléssal 1lathatd, hogy 1) valtozoink az alabbi egyenleteknek
tesznek eleget:

o =z—Lsin? g, (3.1.9)
z
/
r_1 sin ¢ cos . (3.1.10)
rooz

Megjegyzés. A klasszikus értelemben ezek a formuldk csak ¢ folytonossagi
pontjaiban igazak; egyébként a két oldal disztribiicios értelemben egyenld.
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3.2. Nemnegativ potencialok

3.2.1. Tétel (Ashbaugh-Benguria). [8] Tekintsiik az L=——L5 +q(x) operdtort

dz?
a valds szdmegyenesen, vagy a [0,00) félegyenesen, a 0-ban Dirichlet peremfel-
tétellel. Ha q(x) >0 és |x| — oo esetén q(x) — +oo, akkor

i_; < [%}2 n>m, (3.2.1)

és egyenldség legfiljebb m| n-re lehet.

Megjegyzés. Valojaban az m| n esetben sem lehet egyenléség (m=n-et kivéve).
Megjegyzés. A q(x) = z* potencial esete egy ismert példa diszkrét spektrumi
Schrodinger operatorra.

—y"+2%y=2n+1)y, y=e " 2H,(z) (n>0), (3.2.2)

ahol H,, az n. Hermite polinom. Ekkor A\, =2n—1, n > 1, azaz (3.2.1) nyilvan-
valéan teljesiil. A végtelen potencidlgit esete azonban mutatja, hogy a becslés
(legalabbis m| n esetén) éles.

3.3. Végtelenhez tart6é egyvolgyes potencialok

3.3.1. Tétel (Horvath-Kiss). /34 Legyen lim,_. . q(x)=+00 és legyen q(x) >0
monoton csékkend (—oo, xo|-n. Ekkor ¢(xo, z) >0, azaz ¢(xo, z) z > 0-ra z-ben
szigoruan monoton nd.

3.3.2. Lemma. Ha q(x) monoton csékken (—oo, xo|-on, akkor (2>0-ra) p(zo, 2)
szigorian monoton nd x-ben, ha v <xq. S6t az is igaz, hogy z>0-ra ¢, (z, z)>0.

Bizonyitds. Felhasznalva a 3.1.1. tételben kimondott masodik tulajdonsagot, a
bizonyitas hasonl6 a 2.2.5. lemmaéhoz. O

A kovetkezdkben, ha ez nem okoz félreértést, ¢(x,z) helyett csak ¢(x)-et
irunk.

3.3.3. Lemma. Minden x1 < xo-Te
; ; P2 genze _ [ q(t) . — [ Lsin2p
Px2) —plar)e Jor = = (1+?sm o(t))e e = de,  (3.3.1)
x1

és a jobb oldali integrandus L'(—o0, x5]-bels.
Bizonyitds. A (3.1.9) egyenl6séget = szerint differencialva

P(r) =1+ g sin? () — @ sin 2¢(x)@(x). (3.3.2)
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Ez egy linearis differencidlegyenlet x — ¢(x, z)-ben. Mindkét oldalt megszorozva
— [¥2 2gin2p_ 1
e Ja = vel,

. — [*2 dgjp q\r) . — [*2 45in
(p(x, z)e J= 2sin2ey — (1—}-%811&2 oz, z))e Ja* 25m2¢ (3.3.3)
Ezt az egyenlGséget 1 t6] xo-ig integralva (3.3.1)-et kapjuk. Be kell még latni,
hogy a jobb oldal L'(—oo, x5]-beli:

q(x)

2

q(z) .

r?(z9)(1+ sin p(x, 2))e” J? $ein2p — (1+ eh sin? p(x))r?(z)

=’ +qy’ = 22y*(x) +y" (@) +q(2)y’ (x) = ( (2)y(z)) + 22y ().

y'(z)y(z) a véges szakaszokon abszolit folytonos. A —oo kozelében, ha g(z) >
> 2% y pozitiv, konvex, monoton névé, ezért y'(x)y(x) is monoton névs, de akkor
korlatos valtozas is, azaz derivaltja L'-beli. y* € L' (—oo, 5] pedig nyilvanvalé.

U

3.3.4. Lemma. Legyen z; < zo. Akkor megfelelden nagy K-ra x < —K esetén
o(z,z1) < oz, 22).

Bizonyitds. Feltehetjiik, hogy K olyan nagy, hogy v<—K-ta q(z)>2%, q(x)> 23,
és akkor mind ¢(z, 21), mind o(z, 22) 0 és 5 kozé esik. Ha ¢(z, 21) —(z, 22) >0,
akkor

sin? p(x, 1) B sin? p(x, 2,) <oz <0
— ?

((10('%’ 21)—90(.T, ZZ))/:Zl_ZZ_Q(x) 2 29

azaz lim, . (¢(x, 21) —@(x, z2)) nem lehet nulla. Tehat p(z, 21) <@(x, z5). O

3.3.5. Lemma. ¢(x, z) szigorian monoton nd z-ben.

Bizonyitds. Legyen z1 < z3, F(x,p)=21— %C) sin? ¢ és G(z,p) = 2, — %C) sin? .

Az el6z6 lemma szerint elég nagy K-ra z < — K esetén ¢(x, z1) < p(z, 29). Mivel

Qpl(x7 Zl) - F(Z’, QO(JJ, Zl))7 (334)
O (x,29) = Gz, p(x, 22)) (3.3.5)
és
F(z, ) < G(z,9), (3.3.6)
az 1.6.1. 6sszehasonlito tétel szerint p(z, 21) < ¢(z, 29) minden z-re. O

A monotonitast felhasznalva a 3.3.3. lemmé&bol az alabbit kapjuk:

3.3.6. Kovetkezmény.

o(x) > /_x (1+ % sin? p(t))e I 252 gy, (3.3.7)

o0
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]
Megjegyzés. (3.1.10) segitségével atfogalmazhatjuk (3.3.7)-et:
. C ) r?(t)
o(x) > /_w(1+7sm gp(t))TQ(x) dt. (3.3.8)
3.3.7. Kovetkezmény.
; 2 9q . q .
P(x) > r2(x)z2/ 7"2(; sm%@—;gpsmgpcosgp). (3.3.9)
Bizonyitds.
p(x)  p(x)
— — >
dfa)= 22 >
1 * / /
> [ P0G A0) 0] @ ) =
2 ; 2 ! !
oz PG O) =0 O] =
__Z /x 7"2(g sin? p — Lo sin  cos )
r2(2)22 )z P PSP Cosy).
]

A 3.3.1. tétel bizonyitasa

Legyen
q(t) q(t)

h(t) =1r2(t) (— sin? p(t) — —2(t) sin ¢(t) cos go(t)) :
z z
az integrandus (3.3.9)-ben. Meg kell mutatnunk, hogy ha ¢>0 monoton csékken,
akkor [*° h>0. Ha p(z0) < I, akkor h > 0 (—00, zg)-on és & — —oco-re h >0,
hiszen sin? ¢ > @ sin p cos p, ha 0 <@ < 5- Igy ez esetben 1> 0. Egyébként legyen

o(xg) =kr+m/2+D, k>0egész, 0<D<7

és tekintsiik a

0 e N(n/2) k e Y(jn+m/2) 0
/ h:/ h+2/ h+/ h (3.3.10)
oo oo = o1 Gm—n/2) oL (km+/2)

Osszeget. Véges intervallumra megmutattuk, hogy ha ¢ > 0 monoton csokken
[0, z0]-on és »(0) = 0, akkor (3.3.10) -ban minden tag nemnegativ (azzal a
kiilonbséggel, hogy ott fowil(%) szerepelt ff;(%) helyett), és az egyes tagok ér-
téke csak akkor lehet nulla, ha ¢=0 azon az intervallumon, amelyen integraltunk.
Most ugyanez a bizonyitas mutatja (mivel (—oo, 2o]-n ¢ nem lehet azonosan nul-
la), hogy az els6 tag szigorian pozitiv, tehét ¥ > 0. O
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3.3.8. Tétel (Horvath-Kiss). Tekintsik a (3.1.1) Schrodinger egyenletet a szam-
egyenesen. Ha a q potencidl nemnegativ, egyvilgyes és lim, 1 q(z) = +o0,
akkor az n. és az m.sajdtérték hanyadosdra, ha m <n,

A 12
2

(3.3.11)

A M

teljestil.

Megjegyzés. Végtelen potencidlgat esetén, mint az el6z6 szakaszban megje-
gyeztiik, (3.3.11)-ben egyenl6ség allna, tehat ez a becslés éles.

Bizonyitds. Legyen a ¢(x) potencidl (—oo,al]-n monoton csokkend és [a, co)-
n monoton névé. Jelolje ¢(z) a a-ra tiikkr6zott potencialt, azaz legyen ¢(z) =
= q(2a—x). Ekkor y(2a—x, z,) egy, a ¢(z) potencidlhoz tartozo sajatfiiggvény.
Definidljuk a kovetkezd fliggvényeket :

§(x, 20) = (=1)" My (2a — 1, 2,), (3.3.12)
7z, zn) =720 —1x, 2,) (3.3.13)

és
oz, zn) =nm—@(2a—x, z,,). (3.3.14)

Akkor g(z, 2z,,) (2.1.1) megoldésa g helyett g-mal és §(d00)=0. Mivel y(z, z,)-nek
n—1

(n—1) egyszeres nullhelye van R-en, y(z, z,) elGjele a oo kozelében (—1)""1,
igy y a —oo kozelében porzitiv is, vagyis ¢y a 3.1.1. tételben emlitett megoldas.

3.3.9. Lemma. ¢(+00, z,) = nm.

Bizonyitds. (3.1.9)-bol latszik, hogy sinp =0 = ¢’ >0, igy ¢(-, 2) 7 minden
tObbszorosét egyszer veszi fol.  pontosan akkor egész szami tobbszérdse m-nek,
ha y=0, és y(z, z,)-nek pontosan n—1 nullhelye van R-en ([7]), tehat nagy z-re
(n—1)m <(x, z,) <nm. Mivel y(+00) =0, a végtelenben vagy ¢ — nm—0 vagy
¢ — (n—1)m+0, de az utébbi nem lehet, mert akkor y-nak és y'-nek ugyanaz
lenne az elGjele, ellentmondasban y — 0-val. Tehat ¢(7, z,,) = n. O

Egyszerii ellenérizni, hogy

3@ 20) = "2 g0 (0, 2), (3:3.15)
Zn
¥ (x, 2,) =T (2, 2,) cos P, 2,,), (3.3.16)
és a lemma szerint
P(—00,2,) =0, (3.3.17)

azaz T és ¢ értelmezhetSk minden z>0-ra, mint a ¢-hoz tartoz6 Priifer-valtozok.
(3.1.8)-nak megfelel6en legyen ¢ = 2.
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Tekintsiik a W(z) = ¢ (a, z) +¥(a, z) fiiggvényt. A 3.3.1 tétel szerint ez két
szigorian monoton névs fliggvény osszege. (3.3.14)-bol

2,V (2,) = nmr. (3.3.18)
Legyen m kisebb, mint n. Ekkor 7% = U(z,,) < ¥(z,) = 77, igy 2 < -, azaz
A n?
Ao o 02 0
Am m?2

3.3.10. Tétel (Horvath-Kiss). Tekintsiik a (3.1.1) Schrodinger-egyenletet a (—
—00,0] félegyenesen az

y(0)=0 (3.3.19)

peremfeltétellel. Ha a q potencidl nemnegativ, egyvilgyes éslim, ., ., q(z)=+0o0,
akkor az n. és az m.sajdtérték hanyadosdra, ha m < n,

An

< n”
A M2

(3.3.20)

teljestil.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy a potencial (—oo, —zg]-on monoton csokken, [—
—0,0]-n monoton né. Jeldlje ¢(z) a O-ra tiikkr6zott potencialt, azaz értelmezziik
G(z) = q(—x)-et a [0,00) intervallumon. Ekkor ¢(z) monoton csokken [0, zl-
on, y(—z, z,) pedig egy, a ¢(x) potencidlhoz tartozé sajatfiiggvény (ugyanazon
0-beli peremfeltétel mellett). Definialjuk a kovetkezd fliiggvényeket :

J(z,2,) = (—U”“yﬁ%:;), (3.3.21)
(2, 2n) = % (3.3.22)
P2, 2n) = N — (=1, 2,). (3.3.23)

Ugyantugy, mint véges intervallum esetén, (0, z,,) = nw. Ezért
9(0,z,) =0, (3.3.24)

70, 2,) =1, (3.3.25)

azaz §(x,z,) a véges intervallum esetében vizsgilt kezdetiértékprobléma me-
goldéasa q helyett g-mal. Egyszert ellendrizni, hogy
(%, 2n)

U(z, 2,) = ——>sin @¢(z, 2,), (3.3.26)
Zn

i

¥ (%, 2,) = T(x, 2,) cos (1, 2,,), (3.3.27)
¢(0,2,) =0, (3.3.28)
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azaz 1 és ¢ értelmezheték minden z>0-ra, mint a ¢-hoz tartozo Priifer-valtozok.
Veégiil legyen 1) = %.

Tekintsiik a W(z) = (-0, 2) + ¥ (o, 2) fiiggvényt. A 3.3.1 tétel és a 2.2.2.
tétel szerint ez egy szigortian monoton nové és egy monoton noévs fiiggvény
Osszege. (3.3.23) miatt

2,V (2,) = n. (3.3.29)

Legyen m kisebb, mint n. Ekkor 7% = W(z,,) < ¥(z,) = 2%, igy 2 < [, azaz

An n?
do o B 0



4. fejezet

A rezg6 hir sajatértékei

4.1. A rezgd har egyenlete és a Schrodinger ope-
rator

Tekintsiik egyrészt a rezg6 hur egyenletét :
u’+Xou=0, 0> 0, (4.1.1)
ahol _
/ Je=, (4.1.2)
0

masrészt a

Schrodinger-egyenletet a [0, 7] intervallumon Dirichlet peremfeltételekkel. Ha
a o tomegsiirtiség kétszer folytonosan differencialhato, akkor a (4.1.1) egyenlet
Liouville-transzformacioval (4.1.3)-be vihets. Valoban, a

j:/ox /B, (4.1.4)

o(&) = i {Q(x)” 5 Q(iﬂ)a} (4.1.5)

*(x) 4 0°(x)

y(@) = u(z)oi () (4.1.6)

helyettesitésekkel (4.1.1)-bél (4.1.3)-at kapjuk. A (4.1.2) feltevés szerepe az,
hogy a Liouville-transzforméacioval kapott Schrodinger operator is a [0, 7] in-
tervallumon legyen értelmezve, és igy kozvetlenebbiil hivatkozhassunk korabbi
eredményeinkre. A kés6bbiekben pedig, amikor a sajatértékek hanyadosairol
mondunk ki allitasokat, ettél a feltevéstél eltekinthetiink, hiszen ha a o to-
megstirtiséget megszorozzuk valamilyen konstanssal, a sajatértékek hanyadosa
nem valtozik. Vegyiik észre azt is, hogy a (4.1.2) feltevés mellett a (4.1.3) és
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a (4.1.1) egyenletek sajatértékei azonosak, tehat a sajatértékek jelolésében nem
kell kiilonbséget tenniink.

Mint ismert, ha g€ L1 (0, 7) valos, akkor a (4.1.3) egyenlet Dirichlet-spektru-
ma a névekvs A\j, Ao, ... sorozatbol all. Ha 0 < p € L1(0, 7), akkor pedig (4.1.1)
spektruma is egy szigortian névé végtelen sorozat, és az 1.6.1. Osszehasonlitod
tétel szerint \; > 0 (lasd [14, 48]).

A sajatértékek mindkét esetben folytonos, (s6t, kompakt, differencidlhato)
fiiggvényei az L'-beli potencidlnak illetve a stirtiségnek ([40, 56, 66]). Ezt fel-
hasznalva becsléseinket, amelyeket a potencidlok vagy tomegstiriiségek bizonyos
sima osztalyain beliil igazoltunk, kiterjeszthetjiik L'-re.

4.2. Liouville-transzformaciéval megkaphato ered-
mények

A pozitiv potencidlokrdl szolé részben bizonyitottuk Ashbaugh és Benguria
tételét, miszerint ha a potenciil nemnegativ, akkor a A\, Dirichlet-sajatértékekre
/’\\—Z <[22 teljesiil. Ugyanott megjegyeztiik azt is, hogy negativ (nempozitiv) po-
tencidlokra az allitas megfordithato, ha a legelss sajatérték pozitiv. A Liouville-
transzformécié segitségével rezgd hiirokra is bizonyithatjuk a tétel megfelelGjét:

4.2.1. Tétel. [4, 10, 44] Tekintsik a (4.1.1) egyenletet a [0, 7] intervallumon
Dirichlet peremfeltételekkel, és legyen n > m. Ha Q’% konvez (konkdv), akkor
= > 22 ({2 <[2]%). Ha még o € C?(0, | is teljesil és valamilyen n > m-re

P ,. P _1 .. L.
egyenldség van, akkor m osztdja n-nek, és p~1 linedris [0, 7|-n.

Bizonyitds. Elészor lassuk be a tételt o € C?[0, 7| esetén. Feltehetjiik, hogy
(4.1.2) teljesiil, hiszen p-nak egy konstansszorosat véve a sajatértékek aranya
nem valtozik. Legyen p= o~ 1. p segitségével (4.1.5) egyszertibb alakra hozhato:

q(2) = —p’(2)p"(x). (4.2.1)

Eszerint a Liouville-transzformaciéval kapott Schrodinger-operéator ¢ potencialja
nempozitiv, ha p konvex, és nemnegativ, ha p konkav. Mivel egy rezgd hur
egyenletét transzformaltuk oly médon, hogy a sajatértékek ugyanazok marad-
tak, A\; >0, igy alkalmazhatjuk a 2.1.9. és a 2.1.6. tételt, konvex p-re /(\—:L >| L |2-et,
konkavra ))\‘—:L < [%WQ—et kapunk. Egyenléség mindkét esetben csak akkor van, ha
n t0bbszorose m-nek és p” =0, azaz p linearis.

A konvexitas miatt p a végpontokat kivéve folytonos. Két pontban meg-
valtoztatva a tomegstriséget, a differencidloperator nem valtozik, tehat felte-
hetjiik, hogy p folytonos. Minden (pozitiv) folytonos konvex fiiggvény lokalisan
egyenletesen kozelithets (pozitiv) konvex C*°-beli fiiggvényekkel (lasd példaul
[6]-ben a Corollary 2.-t), igy o is kozelithets L'-ben. Mivel pedig a sajatértékek
folytonos fiiggvényei o € L'-nek, a tételbeli egyenl6tlenség igaz minden konvex

(konkév) p-re. O
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4.3. Tovabbi eredmények

Miel6tt tovabbi tételeket fogalmaznank meg, idézziink fol és bévitsiink egy
korabbi definiciot:

4.3.1. Definicié. A o siriség egygdtas (egyvilgyes), ha létezik egy olyan a €
€ [0, 7], hogy o monoton nd (csékken) [0, a]-n és monoton csékken (nd) [a,|-n.
o szimmetrikus, ha o(m —x) = o(x).

Huang [39] 1999-ben bizonyitotta, hogy ha p szimmetrikus egyvolgyes, akkor
i—f <4, mig szimmetrikus egygatas (single-barrier) stirtiségekre i—f >4. Ez ut6bbi
esetben Toth Anna [61] bizonyitotta, hogy i—i’ >9és i—‘ll > 16 is teljesiil. Alkalmas
modszerrel ezeket az eredményeket kiterjesztjiik i—’;—re [44].

Horvath [31] megmutatta, hogy Huang egygatas stirtiségekre vonatkozo ered-
ménye akkor is igaz, ha a stirtiség nem feltétleniil szimmetrikus, de a 7 pontban
véalt néveked6bdl csokkendbe. Abban az esetben, amikor a valtépont nem a 7,
mutatott olyan egygatas tomegsiiriiség-fiiggvényt, amelyre i—f < 4. Egyelére nyi-

tott kérdés, hogy hasonl allitas mondhato-e a egyvolgyes, illetSleg a ’)\\—’11 esetre.

4.3.2. Tétel. [44] Tekintsik a (4.1.1) egyenletet a [0, 7] intervallumon Dirichlet
peremfeltételekkel. Ha a o tomegsiiriség

. . o )\n 2
— szimmetrikus egyvolgyes, akkor <,
. : . An 2
- szimmetrikus egygatas, akkor 5= > n”.
Ha ¢ € C[0, 7] és valamilyen n > 1-re egyenldség van, akkor o konstans.

Bizonyitds. A bizonyitas technikdja hasonlit az el6z6 részekben latottakhoz.
0 € O esetén 1j, polarkoordinata-szeri valtozokat vezetiink be, amelyek a sa-
jatértékekben — ezuttal — a 7 tobbszordseit veszik fel, aztan i—rl‘ =n? esetén a
szogvaltozokra felirt differencidlegyenletekre alkalmazzuk az 1.6.1. 0sszehason-
1it6 tételt, ami miatt o konstans kell, hogy legyen. Végiil nem C'-beli p-kra is
kiterjesztjiik az allitast.

Jelolje u(x, z) a
u'+2%0(x)u=0, xel0,7], 2>0, (4.3.1)

w(0) = 0,4/(0) = 01 (0), (4.3.2)

kezdetiértékprobléma (egyértelmi) megoldasat, és vezessiik be az alabbi valto-

zOkat :
u(z, z) = T(i’ 2) 0 4 sinp(x, 2), (4.3.3)

W(x,2) =r(x, )0t cos p(x, 2), (4.3.4)
©(0,2) =0, (4.3.5)
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ahol r(x,z) > 0, és az x szerinti derivalast szokas szerint vesszével, mig a z
szerintit ponttal jeloljiik. Legyen tovabba

v="2, (4.3.6)

z

Uj valtozéink a

1 /
¢ =207+ 22 Gin 20, (4.3.7)

4o

és , ,
1

T? = _Z% cos 2¢p. (4.3.8)

egyenleteknek tesznek eleget. Akércsak a Priifer-valtozok esetében, most is u =
=0 sin p =0, azaz z? pontosan akkor sajatérték, ha ¢(m, z) m-nek valamilyen
tobbszorose. Legyen z, = vV \,,.

4.3.3. Lemma. ¢(7,z,) =n

VB

Bizonyitds. Az el6z6 fejezetekben targyalt Schrédinger-operatorok esetéhez ha-
sonloan (4.3.7) miatt sin p(z,2) =0 = ¢'(z, z) >0, igy ¢(-, z) ™ minden t&bb-
szorosét egyszer veszi fol. Az oszcillacios tételek szerint u(z, z,)-nek n darab
nullhelye van (0, 7]-n, igy o(7,2,) = n7, a szimmetria miatt pedig ¢(F, 2,) =
=nj. O

Legyen v, (z) = “"(‘z—f") és

1 /
Fo(x,v) = of (z) + o i) ((;”)) sin 22,0(x). (4.3.9)
Ezekkel a jelolésekkel
U () = Fo(, ). (4.3.10)
4.3.4. Lemma. Tegyiik fel, hogy valamilyen n > 1 egész szamra . Haa
21

[0, g] intervallumon
- 0' <0 vagy
- 020,

akkor o konstans.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy ¢’ >0; a masik eset ugyanugy bizonyithato. A 2.1.4.
allitas szerint, ha n > 1 egész és 0 < x < 7, akkor

nsinx > sinnx.
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Ez 6s - = n miatt Fo(z,4¢) > Fi(z,v) a [0, g] x [0, 2l] halmazon. A 4.3.3.
21 21

lemma szerint ¢ (7, z1) =75, (4.3.7) miatt pedig ¢(z, 2) =5 = ¢'(x, 2) >0, azaz
¢(x,21) < § az v < T intervallumon. Ezért a

(@) = Fi(z, ¢ (2))
és a

Un(x) = Fu(@, ¥n(z))
differencialegyenletekre alkalmazva az 1.6. 1 osszehasonlito tételt, 1y () >, (x),
és 1/4(%) = ¢n(g) miatt minden z € [0, ] -re () = ¥,(x). Akkor viszont

Fn($,¢($)):F1($,¢(I')), Vagyls Q =0. 0

z
Tegyiik fel, hogy o€ C! egygatas és mégis — <n valamilyen n-re. Tekintsiink
21

egy masik, 0 € C? siirfiséget, amelyre é‘i szimmetrikus és szigorian konvex.
Ekkor g egygatas és a 4.2.1. tétel szerint f‘\—’ll >n?, igy a sajatértékek folytonossaga
miatt létezik g-nak és g-nak egy olyan ¢ egygitas konvex kombinacidja, amelyre
’\—” >n?. A lemma szerint tehat 9 konstans, de ez csak gy lehetséges, ha o= és

ekkor A’; =n?. Tehét A" < n? nem lehetséges, és, legalabbis a C''-beli stiriiségek
kozott, egyenlség is csak konstans p-ra lehet.

Hatra van még a bizonyitas tetszéleges egygatas (egyvolgyes) stirtiségekre.
Mivel p monoton darabokbol 4ll, egyenletesen kizelithets egygétas (egyvolgyes)
lépesos fiiggvényekkel, ezek pedig L'-ben kozelithetSk sima egygétas (egyvol-
gyes) fiiggvényekkel, ezért a tételbeli egyenlGtlenség minden egygatas (egyvol-
gyes) fliggvényre igaz. O

™
Megjegyzés. A bizonyitas soran o€ C! helyett a B pontban elegendd lett volna

a két féloldali differencialhatosag. Ezt hasznaljuk ki a harmadik megjegyzesben
Megjegyzés. Tekintsiink egy olyan o(z) stirtiséget [0, 7]-en, amelyre o~ T li-
nearis, de nem konstans. |7, 7|-n tekintsiik o(m —x)-et. A [0, Z]-n és a [T, 7]-n
felirt Dirichlet-problémak sajatértékei ugyanazok. A 4.2.1. tétel szerint a ma-
sodik és az els sajatérték hanyadosa 4. Emiatt a teljes [0, 7] intervallumon

teklntett Dirichlet-probléma sajatértékeire ¢ ’\4 =4. Ez a példa mutatja, hogy ha

1

o i ¢ C?, a 4.2.1. tételben nemlineéris o~ i-re is lehet egyenldség.

Megjegyzés. Modositsuk gy az el6z6 megjegyzés konstrukciojat, hogy o~ e
€ C?[0,5] N C?[%, x| ne linearis, hanem konkiv és monoton csékkend legyen
[0, 7]-en. Akkor a fél intervallumokon a méasodik és az els6 Dirichlet sajatérték
hanyadosa kisebb, mint 4. Ez azt jelenti, hogy a teljes [0, 7]-n tekintett Dirichlet
probléma sajétértékeire ﬂ < 4, jollehet a siirtiség egygatas. Tehéat a 4.3.2. tétel

nem terjeszthets ki ——re



5. fejezet

Ambarzumian tétele

5.1. Bevezetés

Az inverz spektralelmélet els6 eredménye 1929-b6l szarmazik [1]. Ambarzumian
ormény csillagasz bizonyitotta az alabbi érdekes tételt:

5.1.1. Tétel (Ambarzumian). Tekintsik a

—y"(x) +q(x)y(z) = My(z) (5.1.1)

egyenletet az

y'(0)=y'(m)=0 (5.1.2)
Neumann-féle peremfeltételekkel. Legyen q € C|0,x]. Ha ennek a problémdnak a
sajdtértékei N, =n*, n >0, akkor ¢ =0 [0, 7]-n.

Kés6bb Borg norvég matematikus munkai nyoman kideriilt ([8, 9]), hogy &l-
talaban két kiilonb6z6 peremfeltételhez tartozo spektrum sajatértékeinek isme-
rete szilikséges ahhoz, hogy megallapithassuk, melyik potencialbdl szarmaznak;
a nulla potencial Neumann-peremfeltételekkel kivételes esetnek tekinthetd. Ilyen
kivételes esetek azonban sok més operatornal is el6fordulnak. Az ezekrél szo6lo
tételeket Ambarzumian tipusa tételeknek nevezziik.

Ambarzumian eredeti bizonyitasa meglehet&sen hosszi. Helyette két rovi-
debbet kozliink. Mindkét esetben a potencial meghatarozésahoz elegends qe L1,
és az, hogy a sajatértékek kozott van a 0 és végtelen sok négyzetszam.

I. Bizonyitas. A Neumann-esetben

1
Ve = n+—+0(>), (5.1.3)
n n
ahol | g
- 1.4
c=5- i (5.1.4)

Ha a sajatértékek kozott végtelen sok négyzetszam szerepel, akkor ¢ = 0, azaz

/Oﬁqzo. (5.1.5)
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A )y =0 sajatértékre felirva (5.1.1)-et, —y{ +¢q(x)yo =0, ami atirhat6 g = Z—g—ra,
hiszen a nulladik sajatfiiggvénynek nincs nullhelye [0, 7]-n. Parcidlisan integralva

[ [EELE e

A peremfeltételek miatt
™ I\ 2
0:/ (@) , (5.1.7)
o \Y%

ezért y, =0, és akkor ¢ = 2 = 0. U
I1. Bizonyitas. Teklntsuk az L:y— —y"+q(z)y operatort az {y,y € AC|0, ]
|y'(0) =y'(7) =0} értelmezési tartoméanyon. A sajatértékek aszimptotikus elosz-

lasa miatt ismét .
/ q=0. (5.1.8)
0

A peremfeltételek miatt

(Ly,y) = / (y”+q(z)y) da. (5.1.9)
0
Yo = 1-et helyettesitve
{(Lyo, yo) = 0. (5.1.10)
Ekkor viszont L > 0 miatt yo =1 a 0 sajatértékhez tartozo sajatfiiggvény kons-
tansszorosa, azaz (5.1.1) miatt ¢ = 0. O

Megjegyzés. A potencialra tett alkalmas feltevés mellett a masodik bizonyitas
segitségével Ambarzumian tétele kiterjeszthet6 mas peremfeltételek esetére is
[11].

5.2. Ambarzumian tétele matrix potencialokra

5.2.1. Tétel (Chern és Shen). [12] Tekintsik a
—y"+P(x)y=M\y (5.2.1)

egyenletet az
y'(0)=y'(m) =0 (5.2.2)
Neumann-féle peremfeltétellel, ahol P folytonos, n xn szimmetrikus mdtrixz ér-

téki fiigguény. Ha ennek a problémdnak a 0 n-szeres sajdatértéke, tovdbbd végtelen
sok egész j-re j* m-szeres sajdtérték, akkor P =0 [0, 7]-n

Bizonyitds. Jelolje Y (x, z) az (5.2.1) egyenlet Y (0) = A, Y'(0) = B kezdeti felté-
telekbsl indul6 n darab linearisan fiiggetlen megoldasat, ahol z = v/ és g
n rangl. Az egydimenzios esethez hasonloan [52, 53] a megoldas felirhato

+/Ox K(x,t){Acostz+B } dt  (5.2.3)

sin xz sintz

Y(z,2) =Acosxz+ B

z
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alakban, ahol a K (x,t) szimmetrikus matrix értéki magfiiggvény mindkét val-
tozojaban differencidlhato, és a (matrix potencidlokra is bizonyithato) 1.3.4.
allitas szerint

1 s
K(mm)= g / P(z) dr. (5.2.4)
0
Az altalunk vizsgélt esetben A =1, B = 0. Végtelen sok j-re
Y'(r, ) = 0. (5.2.5)
Masrészt az (5.2.3) elgallitasbol
Y'(z,2) =—zIsinzz+ K(z, ) cos :Uz+/ K, (z,t)costz dt, (5.2.6)
0

amibe x = 7-t és z = j-t helyettesitve
0=K(m, ) cosj7r+/ K, (m,t) cos jt dt. (5.2.7)
0

Nagy j-re az integral nulladhoz tart a Riemann lemma miatt, tehat K (m,7) =0,
azaz [ P(x) dz =0.

Most megismételjiik az egydimenzios esetben leirt masodik bizonyitas varia-
cios érvelését. Legyen yo(z) tetszdleges konstans vektor. Ekkor

/ —Yo¥o T Yo P (x)yo da =0, (5.2.8)
0

tehat yo a nulladik sajatértékhez tartozo sajatfiiggvény, azaz példaul Yy(z) =1
a 0 sajatértékhez tartozo megoldas. Ezt (5.2.1)-be helyettesitve kapjuk, hogy
P(z)=0. O

A tétel ergsebb valtozata is igaz (eddig nem jelent meg):

5.2.2. Tétel. Tekintsiik az (5.2.1) egyenletet Neumann-féle peremfeltétellel. Le-
gyen g = {my,...,m,} egy valds szdmokbdl dllé n elemd halmaz. Ha minden
k-ra létezik végtelen sok olyan j egész szdm, hogy my + j* része a spektrumnak,
akkor a P(x) potencidl konstans, oo pedig a P mdtriz sajdtértékeinek halmaza.

Bizonyitds. Az (5.2.6) egyenlGségbe x = m-t és \/my, + j2-t helyettesitve

Y'(7,\/mp+52) =— /g +j2I sin T/ my, + 52+

+ K (m, m) cos m/my, + 52+
—1—/ K, (7, t) costy/my+ 32 dt.
0

Ha j nagy, akkor

1
\/mk+j2=j+L:j+m—’?+O(j—3), (5.2.9)

V524 23
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. 1
Ve + 72 sin my/my + 52 = (—1)]% +0(5) (5.2.10)
és

coswx/mk+j2:(—1)j+0(ji2). (5.2.11)

Ezért
Y'(r, /et 52) = (—1)7 (K(w, ™) — %1) +o(1),

azaz K(m,m)— "5%1 tetsz6legesen kozelithetd a szingularis £Y'(7, /my +j?)
maéatrixokkal, és mivel az invertalhaté6 matrixok halmaza nyilt, nem lehet inver-
talhato. Ekkor létezik egy olyan vy o(z) =y egy abszolut értéki vektor, amelyre

K(7,7)yro0 = "= yrol, tovabba

<Lyk;,07 yk;,O) :/ yZ,oP(x)yi,o dr = ?JT,OQK(W: 7)9%,0 = MgT. (5.2.12)
0

Tegyiik fel, hogy my <my <...<m,. A variaciés modszerrel (5.2.12)-bol k=1
esetén kovetkezik, hogy v, o az m; sajatértékhez tartozé konstans sajatfiiggvény.
Visszahelyettesitve (5.2.1)-be,

P(z)y10=m1Y1,0 (5.2.13)

adodik. Vegyiik észre, hogy ha

y1,5(x) = y1,0() cos jz, (5.2.14)

akkor y; ;(x) egy, az m; +j° sajatértékhez tartozo sajatfiiggvény. Igy az y o-ra
(és egyben minden z-re az Osszes yi j(x)-re) merdleges yoo(x) = yao vektor-
ra (Lyop,Yo0) = MaT, azaz Yao az Mo sajatértékhez tartozéd sajatvektor. Ezt
folytatva kapjuk, hogy altalaban az my, + j? sajatértékhez az yx o(z) cos jo sa-
jatfiiggvény tartozik, és minden x-re és minden k-ra

P(z)yx0 = mxyro- (5.2.15)

Ez csak tgy lehetséges, ha P konstans, és sajatértékei az my szamok. O

5.3. Ambarzumian tétele Dirac egyenletekre

Ebben a részben az egydimenziés Dirac operdtort tekintjiik 2n x 2n-es matrix
potenciallal. A matrix potencidlrol feltessziik, hogy folytonos, 6nadjungélt, és
az (5.3.1)-(5.3.2)-ben meghatéarozott alakd. Ilyenkor is van olyan speciélis eset,
amikor a potencidl meghatirozhato a spektrumbol. A bizonyitas egy 1j valtozo
bevezetésén mulik (lasd az 5.3.4. lemmat).

Tekintsiik a kovetkezd sajatértékproblémat a [0, 7] intervallumon:

Yo+ Q)1 +myhy = My, (5.3.1)
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—1 +Q(2)ha —mapy = X, (5.3.2)

1(0) = ta(m) =0, (5.3.3)
peremfeltételekkel, ahol 1)1 és 15 n hosszi vektorok, ) énadjungélt (nem feltét-
leniil valos) n x n-es matrix potencial és m > 0.

Az n=1 esetben az (5.3.1)-(5.3.2) egyenletek a Q)(x) elektrosztatikus poten-
cidl terében mozgo relativisztikus elektront irjak le [60].

Jelolje ¥ (z) az (5.3.1)-(5.3.2) egyenlet W(0) = [ é kezdeti feltételekbdl in-

dul6 n darab linearisan fiiggetlen megoldasat. Jelolje Wy, illetve Wy a W {6ls6,
illetve als6 n sordbdl all6 négyzetes métrixot. A pontosan akkor sajatérték, ha
Uy (7) szinguléris, multiplicitisa n—rank(Vq (7)) (ugyanigy, mint a Schrédinger
esetben). (5.3.1)-(5.3.3)-nak a @) =0 potencidlhoz tartozo sajatértékeit és sajat-
fliggvényeit egyszertien kiszamithatjuk. Mindegyik sajatérték n multiplicitéasi,
és

coskxl
= — 2 2 —
U (z, \g) [’\’“Tmsinlml ] Ak =tvVmP4+kZ k=41,4+2, ...,
I

. { ! } . (5.3.4)

Megjegyzés. Nagy |v|-re A, =v+o0(1).
Ennyi bevezetés utan kovetkezzen a Dirac operatorokra vonatkoz6 Ambarzu-
mian-tétel:

5.3.1. Tétel. [43] Tegyiik fel, hogy Q onadjungdlt, folytonos, és az (5.3.1)-
(5.8.8) probléma spektruma ugyanaz, mint a Q=0 esetben (tehdt az (5.5.4)-ben
megadott). Akkor QQ =0 [0, 7]-n.

Megjegyzés. Az n=1 esetben Horvath [29] bizonyitott hasonl6 tételt az m < 1
feltevés mellett. Az itt leirt modszerrel erre a feltevésre nincs sziikség.

Bizonyitds. A tovabbiakban végig feltételezziik, hogy \ valés szam.

5.3.2. Lemma.

Ui, = W30, (5.3.5)

Bizonyitds. Wi(0)Wy(0)=U5(0)W;(0) és (ViWy)=—UE(A—Q+mI)VUy+ Wi (N —

—Q—mI)Vy = (V30,). O
5.3.3. Kovetkezmény.

(U +00s)* (U) +i W) = U0 = () — i Ws)* (T —ily), (5.3.6)

és az itt felirt mdtrizok invertdlhatok.

Bizonyitds. Az (5.3.6) egyenlet azonnal kovetkezik az el6z6 lemmabol. A me-
goldasok egyértelmiisége miatt W minden pontban n rangi, igy *W¥ invertal-
hat6. Akkor viszont (W;+iW,) sem lehet szingularis. O
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5.3.4. Lemma. Legyen E=(U,+iV,)(V,—iW,) L. Ekkor (valds \-ra) E unitér.
Bizonyitds. (5.3.6)-bol konnyen ellenérizhets, hogy E* = E~1, O

5.3.5. Lemma.

E'=iE\ —Q)+i(\M —Q)E —im(I + E?). (5.3.7)
Bizonyitds. E definiciojabol a (B™')’ = —B~1B’'B~! képlet felhasznalasaval az
allitas kovetkezik. O

5.3.6. Lemma. )\ ugyanakkora multiplicitdsi sajdtértéke az (5.3.1)-(5.3.3) prob-
lémdnak, mint +1 E(m, \)-nak.

Bizonyitds. Legyen \ az (5.3.1)-(5.3.3) probléma sajatértéke. Multiplicitasa n—
—rank(Vy) =n—rank((V;+iVy) — (V) —1Vy)) =n—rank(F —I), ami éppen
E 1 sajatértékének a multiplicitésa. O

5.3.7. Lemma. Roigzitett (valds) \-ra létezik n darab x-ben differencidlhato
figguény, amelyek egyiitt minden x-re E multiplicitdssal vett sajatértékeit veszik
fel értékiil.

Bizonyitds. Rogzitsiik A-t. Mivel E unitér, sajatértékei féligegyszeriek, azaz
a Kato [41] masodik fejezetében talalhato 5.4. tétel szerint a multiplicitassal
szamolt sajatértékek rendezetlen n-ese differencialhat6. Ugyanazon fejezet 5.6.
tétele szerint pedig a [0, | intervallumon ez a rendezetlen n-es reprezentalhaté
n darab differencidlhato komplex értéki fiiggvénnyel. O

5.3.8. Lemma. Rdgzitett \-a léteznek a ©1, ©a,. .., 0, valos értéki, differen-
cidlhato fiigguények gy, hogy ©r(0) =0 és az {e¥|i=1,...,n} szdm-n-es £
sajdtértékeit adja meg.

Bizonyitds. Az allitas az el6z6 lemmabol kovetkezik, felhasznalva, hogy F(0)=1
és I unitér. O

5.3.9. Lemma. Legyen ¢/t (®) =civia (@ =. . .= g leguen P(z) a hozzdjuk
tartozd sajdtprojekcid. Ekkor ¢y (), ¢, (2),. ... ¢y, (x) a Ran(P)-re megszori-

tott P[2(A\] — Q) —m(E+ E~1)|P leképezés sajdtértékeibdl dllo j-es.

Bizonyitds. A Kato [41] I1. fejezet 5.4. tétele szerint (e*%@) (1=1,2,...,7)
rendezetlen j-es megegyezik a Ran(P)-re megszoritott P[iE(A — Q)+ (A —
—Q)iE—mi(I+ E?)|P leképezés sajatértékeibdl allo rendezetlen j-essel, amib6l
EP = PE = €@ P miatt kovetkezik a lemma allitasa. O

5.3.10. Kovetkezmény. Legyen ® =37 | ¢;. Ekkor

' (z) =Tr2(M\ —-Q)—m(E+E™)). (5.3.8)
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5.3.11. Kovetkezmény. Legyen f(z) folytonos [0, 7|-n. Ekkor

/ f(x)etier@N 0 (5.3.9)
0

ha |\ — oc.

Bizonyitds. ||E+ E~'|| <2 és az €l6z6 lemma miatt

d
20 =[1Ql =m) < (@, A) <2+ |Q[ +m), (5.3.10)

igy az allitas kovetkezik a Riemann lemméabol. O

5.3.12. K6vetkezmény. |\| — oo esetén
O(m,\) = 2n)\7r—2Tr/ Q+o(1). (5.3.11)
0

Bizonyitds. Integraljuk (5.3.8)-at 0-tol 7-ig. O

Ay, fliggvényeket minden rogzitett A-ra definidltuk, ezért nem tudhatjuk,
hogy folytonosak-e A-ban. De (5.3.8) miatt az dsszegiik folytonos (s6t regularis)
A-ban.

Az 5.3.1. tétel bizonyitasa.

Minden sajatérték n multiplicitast, ezért A pontosan akkor sajatértéke (5.3.1)
-(5.3.3)-nak, ha minden 1 < k < n-re p(m, \) 27 tobbszorose. Ha A a valos
szamegyenesen mozog, folytonossagi okokbol @ (7, \) két szomszédos sajatérték
kozott legfeljebb 2nm-t valtozhat. (5.3.11) és A, = v+o0(1) miatt

O(m,\,)—D(m, A_,) =4dnvm+o(1). (5.3.12)
Ha X sajatérték, ®(m, \) 27 t6bbszorose kell legyen, ezért nagy v-re
O(m, \y) —P(m, A\_,) = 4dnvm, (5.3.13)

emiatt pedig ®(m, \) pontosan 2nm-t valtozik két szomszédos sajatérték kozott.
De akkor (5.3.11) miatt az Osszes sajatértékre igaz kell, hogy legyen

O(m,\,)) = 2m/7r—2Tr/ Q (5.3.14)
0

(és Tr [ Q-nak is 7 tobbszorosének kell lennie). Specilisan v =0-ra azt kapjuk,
hogy

O(m,m)=—2Tr /ﬂ Q. (5.3.15)

Masrészt, (5.3.8)-at integralva

O(m,m) = 2nm7r—2TT[/OWQ+/OWmE("m) +2E_1(-,m)]. (5.3.16)
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Osszevetve ezt a két egyenldséget,

TE(,m)+E'(-,m)
TT/O 5 =nm. (5.3.17)

Ez csak akkor lehetséges, ha E(x, m)=1. De akkor Wy(x, m)=0, azaz ¥, (x, m)=
=1. Beirva ezeket (5.3.1)-be, azt kapjuk, hogy =0, amit bizonyitanunk kellett.
0

1. Megjegyzés. Ha m =0, Az 5.3.1. tétel allitdsa nem marad igaz. Az egydi-
menzids esetre Horvath [29] cikkében talalhatok ellenpéldék.

2. Megjegyzés. Konstans c-re a ¢/ potencialt is meghatérozza a spektruma:
alkalmazzuk az 5.3.1. tételt a () —cl potenciéllal felirt Dirac operatorra.

3. Megjegyzés. A Schrodinger operatorok esetében elegendd volt a spektrum
egy részét ismerni: a legels6n kiviil végtelen sok mésik sajatértéket. A Dirac
esetben az m sajatértéken kiviil (amint az (5.3.13)-bol lathato) ismerniink kell
végtelen sok pozitiv és végtelen sok negativ sajatértéket.



6. fejezet

Inverz problémak

6.1. Bevezetés

Inverz feladaton altalanossagban azt értjiik, hogy spektralis adatokboél hataroz-
zuk meg egy differencidloperator egyiitthatoit [65]. Ilyen probléméak gyakran
bukkannak fel a természettudomanyok szdmos agédban; konkrét példak talal-
hatok A. Kirsch [42] konyvében. A Sturm-Liouville operatorok esetében spekt-
ralis adatok alatt kordbban az m-fiiggvényt és a spektralfiiggvényt értették.
Klasszikus eredménynek szamit, hogy ezek barmelyike — Dirac operatorok esetén
is — meghatéarozza a potencialt:

6.1.1. Tétel. /9, 51] A Schridinger operdtor m-figguénye és spektrdilfiiggvénye
kézil barmelyik meghatdrozza a potencidlt:

(a) Ha o*(N\)=p(\) minden AR esetén, akkor ¢*(x)=q(x) majdnem mindenditt
0, 7]-n.

(b) Ha m*(\) = m(\) minden A € C\R esetén, akkor ¢*(x) = q(z) majdnem
mindenditt [0, 7|-n.

6.1.2. Tétel. [48, 62] A Dirac operdtor m-figgvénye és spektralfigguénye kozil
barmelyik meghatdrozza a 2 X 2 mdtrizpotencidlt:

(a) Ha 0*(\) = o(\) minden X € R esetén, akkor Q*(x) = Q(z) majdnem min-
denditt [0, 7|-n.

(b) Ha m*(A\) =m(\) minden A € C\R esetén, akkor Q*(z) = Q(x) majdnem
mindenditt [0, 7|-n.

Megjegyzés. A spektralfiiggvény és az m-fliggvény is kolcsonosen meghataroz-
zdk egymast, lasd az 1.10.6. és az A.4.12. tételt.

Konkrétabb spektralis adatok, mint példaul kiilonb6z6 peremfeltételek mel-
lett ad6do spektrumokbdl szarmazéd sajatértékek rendszerét is vizsgaltak. Jol
ismert eredmény [45], hogy véges intervallumon két kiilonb6z6 peremfeltétellel
kapott spektrum Osszes sajatértéke elegendd a potencial meghatarozasahoz. Az

63
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utobbi évekig szamos cikkben [13, 21, 24, 22, 23, 25, 28, 30, 46, 50, 49| bi-
zonyitottak kiilonb6zd olyan feltételeket, amelyek biztositjak a potencial egyér-
telmiiségét. Végiil 2001-ben Horvath [32] bizonyitott exponencialis rendszerek
teljességével kapcsolatos sziikséges és elégséges feltételt.

6.1.3. Definici6. [55] Legyen X normdlt tér. Eqy M C X halmazt zdrt, ha az
M dltal generdlt linedris altér sird X -ben.

6.1.4. Definicié. [55] Legyen X normdlt tér. Eqy M C X* halmaz a H C X
részhalmazra vonatkozdan teljes, ha x € H és m(x) =0 ¥Ym € M-re esetén x =0.

Ha adott X és X*, akkor roviden azt mondjuk, hogy M C X* teljes, ha X-re
vonatkozoan teljes. Ha az M C X* halmazra M C X is teljesiil, akkor ahelyett,
hogy M teljes X-re vonatkozban, azt mondjuk, hogy M teljes X-ben.

6.1.5. Tétel. (Horvdth) Legyen q € L?, N\, - —o0, n > 1 tetszdleges kiilonbozd
valds szamok. Legyen A, € o(a,,0). Akkor a N\, sajdtértékek meghatdrozzik a
potencidlt < tetszileges j1 # £/ \y-re {24 *2MwY teljes [2[—, 7]-ben.

Kideriilt, hogy exponencialis rendszerek tulajdonsagaira vonatkozé tételek
segitségével (|5, 45, 64]) az el6bb emlitett eredmények nagy tobbsége levezethet
ebbdl a feltételbsl (és sin 5 # 0 esetén a o(a, 3)-ra vonatkozé bonyolultabb, de
hasonlo jellegii feltételekbdl), lasd a [32] cikk 4. részét.

Megfelels el6készités utan ilyen tipusu altalanos, véges és végtelen interval-
lumra vonatkozo tételeket bizonyitunk ebben a fejezetben (lasd a 6.4.2., a 6.5.1.,
a 6.5.2. és a 6.5.4. tételt).

6.2. Integraloperatorok
Legyen v(x, \) = vg(x, \) az (1.1.1) egyenlet
v(m,A) =0, v'(m,\)=-1 (6.2.1)
feltételeket kielégité megoldéasa. Definialjuk v*-ot hasonléan.
6.2.1. Lemma. (Horvdth [32], 5.2. lemma) Legyen ||q||1, ||¢*||1 < D. Ekkor
1—22%0(m — 2, \)v*(m — 2, \) = cos 2xz+/2$ cosTzMy(z,7,q,q") dr, (6.2.2)
0

és |Mi(x,7,q,q%)| < (D), ahol a c¢(D) konstans figgetlen a q, q* potencidlok
vdlasztdsdtol. Sot, amennyiben ||¢**||, < D, akkor

‘Ml(xa 7,4, q*) _Ml(‘r? 7,4, q**)| S C(-D)Hq* _q**Hl (623)

6.2.2. Definici6. Legyen M (t,x) = 2M,(z,2t)-vel

(Agh)(z) = h(z) +/7r M (x,t)h(t)dt h e Ly(0,7). (6.2.4)
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Megjegyzés. Az A, operator fiigg a ¢ potencialtol is, amit régzitettnek gon-
dolunk. A (6.2.3) becslések M-re is érvényesek, ezért

[Age — Ages | < e(D)lg" = ¢ [l < e(D)lg* — ¢** |, (6.2.5)

ha p > 1. M egyenletesen korlatos ||q||, < D, |l¢*||, < D-ben, igy a Volterra
operatorok tulajdonsagaibol kovetkez6en Ay : L,(0,7) — L, (0, 7) folytonos, li-
nearis, invertdlhat6 operator, és mind Ag«, mind Aqll egyenletesen korlatos a
megadott halmazon.

6.2.3. K6vetkezmény. Legyen h € L' (0, 7). Ekkor

/o h(x) da:—2z2/0 h(z)v(x, \)v*(z, \) dx:/o Ay (W(m—x)) COSsz(6dz.6)

Bizonyitds. A T = 2t helyettesités utan szorozzuk meg a (6.2.2) egyenlgséget
h(m — x)-szel, és integraljuk x szerint 0-t6l m-ig. Az integralasok sorrendjét fel-
cserélve az allitast kapjuk. O

Megjegyzés. A z =0 helyettesitéssel
/ Aph :/ h, (6.2.7)
0 0

sinxz

ezért

s T 2
/ h(x)o(z, Ao (z, ) dz = / Ay (h(m—2)) ( ) de.  (62.8)
0 0 z
6.2.4. Lemma. [32] Legyen B, és By Banach tér. Minden q € B;-re
Aq . Bl — BQ
folytonos linedris operdtor. Teqyiik fel, hogy

i) walamilyen rogzitett qy € By-re A, bijektiv és az inverze is folytonos.
Y g q 99

(ii) a g — A, leképezés Lipschitz tulajdonsdgi a kivetkezd értelemben: minden
h € B;-re

[(Ag- — Ag)h|| < cqo)llg" —alllIRll, ha [q]l, llg™[| < 2l (6.2.9)
ahol c(qo) egy q-tol, q*-tdl és h-tdl figgetlen konstans.
Ekkor az {A,(¢—qo) :q € B1} halmaz tartalmaz egy origd kozeptd gombit By-ben.

6.2.5. Kovetkezmény. (6.2.5) miatt a (6.2.4)-ben definidlt A, operdtorokkal
az {Ay(q* —q) : q € LP} halmaz tartalmaz egy LP-beli, origd kézepd gombot.

Jelblés. Legyen Lh az olyan LP-beli fiiggvények halmaza, amelyeknek az integ-
ralja 0.

6.2.6. Kévetkezmény. Az {A,(¢*—q):q € Ly} halmaz tartalmaz egy L%-beli,
origo kézepd gombot.
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6.3. Integraloperatorok a félegyenesen

Vezessiik be a jelolés nélkiili || - || normat a kovetkezéképpen: legyen [|q(x)|| =
= /5" la(2)|(14x) dz. Nyilvéan ||¢|| < oo akkor és csak akkor, ha q(z) és zq(z) is
L'-beli, és [lg(x)]| = [lg(x) [l + [[zg(x) -

6.3.1. Definicid. Legyen 6 > 0-ra
Cs=1{q / ()]’ < oo} (6.3.1)
0
Ekkor Cs a ||q|ls = [, lg(z)|e’™ normaval Banach-tér.

6.3.2. Allitas. Legyen q € Cs. Ekkor ||q| < c(9)]/q]|s-

Bizonyitds.

i< iy [ @I+ min(1.6)0) do < ol (632)

O

6.3.3. Lemma. Legyen ||q||, ||¢*|| < D. Ekkor
y(x, Ny*(z, A) = eQixZ+/ e My (z,7,q,q") dr, (6.3.3)

és |My(x,7,q,q%)| < c(D), [7°|M(2,7,q,q%)| dT < ¢(D), ahol a ¢(D) konstans
figgetlen a q, ¢* potencidlok vilasztdsdtol. Tovibbd, amennyiben ||¢**|| <D, akkor

‘Ml(x> 7,4, q*) - M, (.%, 7,4, C]**)‘ < C(D)Hq* _q**H’ (6'3'4)

[e.e]
/ ‘Ml(xa 7,4, q*) - Ml(‘r? 7,4, q**)| dr S C(-D) Hq* _q**H
Bizonyitds. Az 1.4. alfejezetben bizonyitottuk a kovetkezdket:

ylx,\) = ei“—l—/ K(z,t)e™ dt, (6.3.5)

Yy (x, \) = eim—l—/ K*(x,t)e' dt. (6.3.6)

Legyen (az ott hasznalt jeloléshez hasonldan)

o) =max([ ol [0l [T o= [Ca 631

50($):/:0\q*—q**|, 51(:@):/:050. (6.3.8)

és
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Bizonyitottuk azt is, hogy a K, K* magfiiggvényekre

N T+t
K (2, )], [K™ (2, 8)] < e(D)oo(——), (6.3.9)
tovabba ||¢**|| < D esetén
T+t z+t

) +0o0(

2

|K*(z,t) — K™ (x,t)| < (D) ((50( 5

)(51(:10)) C (63.10)
amibdl kévetkezik, hogy
K (2, 0)], |K*(2,0)], / xt\dt/ K*(z,8)| dt <e(D),  (63.11)

és

\K*(x,t)—K**(x,t)\,/ |K*(x,t) — K™ (x,t)| dt <c(D)|l¢"—¢™*||, (6.3.12)

ahol a ¢(D) konstans fiiggetlen a ¢, ¢*, ¢** potencidlok valasztasatol.
Jelolje F a Fourier-transzformaltat. Ha K (z, t)-t kiterjesztjiik ¢t <x-re 0-nak,
akkor

y(z, Ny*(z,A) =
—ees [T e e
+H(y(w, \) =) (y" (x,N) — %) =
=e* L F(t— [K+ K*)(z,t—1)) +
+F ((t— K(x,t))*(t — K™ (x,1))(1)) .

Mivel K és K* is t < x-re 0, t < 2x-re mindkét Fourier-transzformélandé
fiiggvény zérus, igy az

2t—x
Mi(z,t,q,q¢") =2K (2t —x) +2K* (2,2t — ) —|—2/ K(x2t—7)K*(z,7) dr

(6.3.13)
valasztassal a kivant alakhoz jutunk.
Héatra van még a (6.3.4) becslések bizonyitésa.

| Mi(x,t,¢,q7) <

—x T+

Sc(D)ao(t)—i—c(D)/ xao(t—Tz )oo( 5 ) dr < (6.3.14)

<eDyn(t)+(D) [ at=Fioo(3) dr <
< (D)oo (t) +c(D)(o0*00)(t),
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és hasonloképpen

\Ml(x t,q,q") = Mi(z,t,q,¢7)] < (6.3.15)
< (D) (6o(t) +00(t)d1()) +c(D)(00*60)(t) +c(D)d1 () (00 % 00) (t).

Ebbdl a konvolicié norméajara vonatkoz6 ismert
[hxh* oo < [Rl[1[1A" o, [1hxh™ [y < [[RI1[IA7l1 (6.3.16)
becslések segitségével minden kovetkezik. O

6.3.4. Definici6. Legyen M(z,t) = M (t,,q,q*)-gal
(Agh)( / M (z,t)h(t)dt h € LP(0,00) (6.3.17)

Megjegyzés. Az A, operator fiigg a ¢ potencialtol is, amit rogzitettnek gondo-
lunk. A (6.3.4) becslések szerint az A,: L' (0, 00)— L*(0, 00) operator normajara

||Aq*

/ M (z,1)] dz = 1+sup / M (2,4)| dt < c(D) (6.3.18)
t t x T

és
[ Age — Ages

<c(D)llg" =g (6.3.19)

6.3.5. Kévetkezmény. Legyen (1+x)q(z) € L'(0,00). Ekkor

/000 h(x)y(x, \y*(z, \) dz = /000 (Agph) (z)e*™ da. (6.3.20)

Bizonyitds. Szorozzuk meg a (6.3.3) egyenletet h(z)-szel, és integraljuk z szerint
0-t6] oo-ig. Az integralasok sorrendjét felcserélve az allitast kapjuk. O

6.3.6. Lemma. Létezik egy olyan M (x)e L' (0, 00)NL>(0, 00) fiigguény, amelyre
|M(z,t)| <c(D)M(x) és ||M||, < c(D). S6t, amennyiben q,q* € Cs is teljesiil,
akkor M(z) € Cs és ||qlls, |¢*||s < D esetén | M||s < c(D,9).

Bizonyitds. Legyen M(z) = oq(x)+ (0o*0g)(z). Az az el6z6 bizonyitasok soran
belattuk, hogy | M (x,t)| <c(D)M(z), M(x) L'(0,00)NL>(0, 00)-beli, és | M|,
|M||s < ¢(D). Ezért

||M||p=(/oo°\M<x>|pdx) < (IMLIMIZY)F <eD),  (63.21)

Ha q, ¢* € Cj is teljesiil, akkor

lim e&v/ lq| < hm/ (t)[e® dt =0, (6.3.22)

r—00
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ezért,

ox — | =0z r< =
/o e /x lq| dz |:56 /x |q\] 5/ <5 (6.3.23)

azaz ||oglls < % és igy

D
|M|ls < —+(

5 )2 (6.3.24)

O

D
5

6.3.7. Lemma. Létezik egy olyan m(z) € L*(0,00)NL>(0, 00) fiiggvény, amely-
re |M(x,1,q,q") = M(x,t,q,4™)| < c(D)ym(zx) és |[mll, < c(D)|lq" = ¢ St,
amennyiben q,q" € Cs is teljesil, akkor m(x) € Cs és |q|ls, |¢*|ls < D esetén
lmlls < e(D,6).

Bizonyitds. Legyen m(x) = do(x) + (00 % d9)(z) + M(2)61(0). Az az €l6z6 bi-

)
zonyitasok soran belattuk, hogy |M(z,t,q,¢")—M (z,t, q,¢™)|<c(D)m(z), m(x)
LY(0,00) N L>(0, 00)-beli, és ||m]1, HmHOO <c(D)|lg* —q**|. Ezért

o0 5 f
il = ([ o o) < (mlllmlz) < Ol 7). @329
0
Ha ¢, ¢* € Cj is teljesiil, akkor [oo|ls < 2, [|6olls < Z|l¢" — g™, és igy

D D .
Il <2 (5 +C3?) " a1 (6.3.20

0

6.3.8. Kovetkezmény. Az A, : LP(0,00) — LP(0, 00) operdtor normdjdra

» < c(D)]h]], (6.3.27)
és
[Ag — Agerll < e(D)lg" — ™. (6.3.28)
Bizonyitds. p < oo-re
H/ M, )h(t) dtfl, < [|M]], |7, (6.3.29)

|| MGt o) de— [ Mot i, < [l el (6330
0 0

mig p = oo esetén

||/ Mz, O)h(t) dt], < =M (@)|h], (6.3.31)
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H/ M(x,t,q,q")h(t) dt — / M(x,t,q,¢")h(t) dt||, < azm(z)||h|,. (6.3.32)

Mivel .
rM(z) < / M(t) dt < || M|, (6.3.33)
0
valamint m monotonitasa miatt
zm(z) < ||ml|1, (6.3.34)
a két el6z6 lemmat felhasznalva mindkét allitas adodik. O

Altalaban nem igaz, hogy A; Cs-t Cs-ba képezné, még akkor sem, ha (¢* —
—q) € Cs. Viszont

6.3.9. Kovetkezmény. ||q||s, ||¢*||s < D esetén az Ay : Cs — Cs operdtor nor-
mdjdra

< c(D)]|nl]s, (6.3.35)
tovdbbd ||¢**||s < D esetén

[Ag = Agee]l < e(D)llg" — ¢ l5- (6.3.36)

Bizonyitds. A két el6z6 lemmét felhasznalva

I [ M, be) aels < 111 (6:3:37)

u/“Mxtq, Jh(t) dt— /'Mxtqq><wam§wmwmm (6.3.38)

amibdl (||h||; < ||h||s-val) mindkét allitas adodik. O

6.3.10. Lemma. Az A, : L'(0,00) — L'(0,00) operdtornak létezik korldtos
linedris inverze. Ha M (x) = oo(z)+ (00%00)(z), akkor ||A|| < estPIMIh

Bizonyitds. Legyen B = A, — 1. Ekkor

HBnhul :/ ‘/ .. / HM(.Tj,.ijl)h(.on) d.on. .. d[[’n,ﬂ d.fEn S
0 0 0 j=1
D))”/ / / HM xj)|h(zo)| dzo ... dxp—y dzy, =
0 0

0 o<1 <...Tn <00 =1

(6.3.39)

D )”/OOO%/ / HM(xj) dzy ... dzg|h(zo)| dog =

s} ] 1

= [7 5 ([ e an) el ao < S g
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tehat az (I+ B) '-et elgallit6 > > (—B)" Neumann-sor konvergens, és a nor-
mak Osszege legfoljebb ec(P)IMI O

6.3.11. Lemma. Az A,L>(0, 00)—L>(0, 00) operdtornak létezik korlatos line-
dris inverze. Ha M (x)=0¢(2)+(o0*00) (), akkor | A (D) || M|| ecPIIMIk,

Bizonyitds. Az el6z6 lemméhoz hasonléan bizonyithatd, hogy n > 1-re

1Bl < c<D>||xM<x>||w%nMn?-l||h||oo, (6.3.40)

tehat az (I + B) '-et elgallito > - ,(—B)" Neumann-sor konvergens, és a nor-
mak dsszege legfoljebb 1+c(D)|| M| ecP)IMIk, 0

6.3.12. Lemma. 1 <p<oo-re az Ay : LP(0, 00) — LP(0, 00) operdtornak létezik
korldtos linea’m’s inverze. Ha M(x) = oy(2) + (00 % 09)(x), akkor ||A.}
+c(D) || M| eI

Bizonyitds. Az el6z6 lemmakhoz hasonléan bizonyithato, hogy n > 1-re

IBhl, < DM o O M el (6341

tehat az (I + B) '-et el6allito > 2 (— B)” Neumann-sor konvergens, és a nor-
mak dsszege legfoljebb 1-+c(D)||M||,ePNIMI, 0

6.3.13. Lemma. Az A, : Cs — Cs operdtornak letezik korldtos linedris inverze.
Ha M (z) = o¢(z) + (00 % 00)(x), akkor [|AL|| < eCPIMIh,

Bizonyitds. Szintén hasonloéan bizonyithato, hogy n > 1-re

R CE02)) BTN (€02))
1Bl < S M < S M, (63.42)

tehat az (I+ B) '-et elgallito > > (—B)" Neumann-sor konvergens, és a nor-
mak Osszege legfoljebb ec(P)lIMlls O

6.3.14. Lemma. Az As = {A,(¢" — q)|q, ¢* € Cs} halmaz tartalmaz Cs-beli
gombot.

Bizonyitds. Minden ¢* € Cs-ra A+ izomorfizmus, valamint
[ Ag- = Age= || < e(D)lg" — ¢ - (6.3.43)

Ezért alkalmazhato6 a 6.2.4. lemma, amely szerint As tartalmaz gombot. O
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6.4. Az inverz spektral probléma véges intervallu-
mon

6.4.1. Definici6. [32] Legyen f € R és q,q* € LP(0, 7). X\ kizos sajdtértéke a q
és a q* potencidlnak, ha létezik olyan «, amellyel A € o(q, ., f)No(q*, a, ().

A tovabbiakban a 3 = 0 esetet vizsgaljuk. Azon, hogy a )\, sajatértékek
meghatarozzak a potencialt, azt fogjuk érteni, hogy nincs két olyan kiilonb6z6
q,q" potencial LP(0, 7)-ben, amelyeknek a A, szamok kozos sajatértékei.

6.4.2. Tétel. (Horvdth) Legyen 1<p<oo, g€ L?, A\#0, A\, —00, n>1 kilénbézd
valds szdmok. Legyen A\, € o(a,,0). Akkor a N, sajdtértékek meghatdrozzik a
potencidlt < {1, z, e} teljes LP(—,)-ben.

Legyen v(z, \) az (1.1.1) egyenlet
v(m,A)=0, o'(m,\)=-1 (6.4.1)

feltételeket kielégité megoldasa, és legyen z = v/\. Definialjuk a kovetkezs, a
tovabbiakban sokszor hasznalt fliggvényt:

F(x, 2, 2%) =0 (x, \)v* (2, \*) —v(x, \)o*' (z, \¥). (6.4.2)
Ha ¢ = ¢*, akkor nyilvan F' =0.
6.4.3. Lemma.
F(0,z,2") = /Oﬂ(q*(a:) —q(x) = X"+ Nv(x, \)v*(z, ") dz. (6.4.3)
Ha )\ és \* valos, akkor
F(0,z,2) =0 A€ o(a,0,q), \" € 0(a,0,¢") (6.4.4)
valamilyen o € R-rel.

Bizonyitds. (1.1.1) szerint

F'(x,2,2%) = 0" (z, \)v* (2, \*) —v(z, \)o*" (2, \*) =
= (q(z) = q"(x) = A+ A )o(z, A)o* (2, XY),
és F(0) = — [ F'-b6l (6.4.3) mar kovetkezik. F definicidja szerint F(0) = 0

pontosan akkor, ha a (v(0,A),v'(0,))) és a (v*(0,\),v*(0,\*)) vektorok par-
huzamosak, amibdél a lemma mésodik allitasa is kovetkezik. O

6.4.4. Lemma. Tegyiik fel, hogy a q és a q* potencidlnak végtelen sok )\, kdzds
sajdtértéke van, ahol X, - —oo. Ekkor [ (q*—q) =0.
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Bizonyitds. A 6.4.3. lemma szerint z? pontosan akkor kozos sajatérték, ha
Jo (g (@) —q(z))v(z, N)v* (2, A) dz =0, azaz (6.2.6) szerint

/07r Ap (¢"(m—x)—q(m—2)) cos2zz do = /Oﬂ(q* —q). (6.4.5)

Ha )\, — +o00, akkor ez egy végtelenbe tart6 z, sorozat mentén igaz. Ha nem,
akkor a A, sorozatnak van véges torlédasi pontja, és a komplex fiiggvénytan
unicités tétele szerint minden z-re F(0,z,2) = [ (¢" —q), azaz specidlisan ez
egy +oo-be tart6 sorozat mentén is igaz. De akkor a Riemann-lemma szerint
Ji (@ —q)=0. O

6.4.5. Lemma. Tegyiik fel, hogy a q és a q* potencidlnak végtelen sok \, kozds
sajdtértéke van, ahol \, » —oo. X\ # 0 pontosan akkor kozds sajdtérték, ha

/O7r Ap (¢"(m—x)—q(m—x)) cos 2zz dz = 0. (6.4.6)

Bizonyitds. Az el6z6 lemma szerint [ (¢* —¢) = 0. A 6.4.3. lemma szerint 2>
pontosan akkor kozds sajatérték, ha [ (¢*(x) —q(x))v(z, \)v*(z,\) dz =0, azaz
(6.2.6) szerint

/07r Ap (¢"(m—x)—q(m—2)) cos2zz do = /Oﬂ(q* —q)=0. (6.4.7)

Ha pedig (6.4.6) teljesiil, akkor (6.2.6) és [/'(¢* —¢) = 0 miatt [ (¢*(z) —
—q(z))v(z, \)v*(z,\) dz =0, azaz 2* kozds sajatérték. O

A 6.4.2. tétel bizonyitasa. Elemi titon bizonyithato ([32], Lemma 5.4), hogy
az {1,z,e*%** 1 n > 1} rendszer pontosan akkor teljes LP(—m,7)-ben, ha az
C(A) ={1,cos2xz, : n > 1} rendszer teljes LP(0, w)-ben.

Ha a C'(A) rendszer teljes, akkor az el6z6 lemma szerint A« (¢*(z)—q(z))=0,
azaz q¢*(x) —q(xr) = 0. Ha viszont a C'(A) rendszer nem teljes, akkor létezik egy
0#he LP0,n], [ h=0 tgy, hogy

/ h(x) cos2xz, dx =0, (6.4.8)
0

és a 6.2.6. kovetkezmény szerint elég kis vy-ra létezik olyan ¢*, hogy

/0 " Ay (qH(m—2) —g(r —2)) = vh(), (6.4.9)

azaz a \, szamok ¢-nak és ¢*-nak kozos sajatértékei. O
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6.5. Az inverz spektral probléma a félegyenesen

A félegyenesen adott Schrodinger-operator m-fiiggvénye

(0, A
m() = L0
y(0,A)
ahol y — a hatarpont esetben egyértelmt — L?-beli megoldés. Azt mondjuk, hogy
A€ o(a,q), ha y(x, \) kielégiti

Sz >0, (6.5.1)

y(0,\) cosa—y'(0,\) sina =0 (6.5.2)

0-ban adott peremfeltételt, azaz, ha m(\) = cot a.

Legyen m = m(q) és m* = m(q*) két m-fiiggvény, q,q* € L*(0,00). Ekkor
hatarpont eset van, a sajatértékek negativak, és m a nemnegativ féltengely ki-
vételével meromorf. Ha A kozos sajatértéke a g és a ¢* potencidlnak, akkor
m(A\) = m*(\); ha pedig A\ és \* ugyanahhoz a spektrumhoz tartoznak, akkor
m(A) =m*(A\*). Azon, hogy a )\, sajatértékek meghatarozzak a potencialt, to-
vabbra is azt fogjuk érteni, hogy nincs két olyan kiilonb6z6 ¢, ¢* potencial az
adott fiiggvényosztalyban, amelyeknek a )\, szamok kozos sajatértékei.

6.5.1. Tétel. Legyen (1+x)q(z) € L*(0,00), A\, <0, n > 1 kiiloénbozé valds
szdmok. Legyen '
e(A) = {e**n>1}. (6.5.3)

Ha az e(A) rendszer teljes L' (0, 00)-ben, akkor a \, sajdtértékek meghatdrozzdk
a potencidlt.

Az m-fiiggvény segitségével ezt a probléméat ugy fogalmazhatjuk meg, hogy
mikor hatarozzak meg az m-fiiggvényt adott A, <0 helyeken (a sajatértékekben)
folvett értékei. Ez utobbi feltételt elhagyva arra az altalanos kérdésre keressiik a
véalaszt, hogy tetsz6legesen adott helyeken folvett értékei az m-fiiggvényt mikor
hatarozzak meg.

6.5.2. Tétel. Legyen (1+xz)q(x) € L'(0,00), Sz, >0, n>1 kiilonbézd komplex
szdmok. Legyen ‘
e(A) = {¥*n>1}. (6.5.4)

Ha az e(A\) rendszer teljes L' (0, 00)-ben, akkor az m-fiiggvényt meghatdrozzdk a
An helyeken folvett értéker.

Bizonyitds. Vezessiik be a véges esetben is hasznalt

F(x,2) =y (2, \)y*(z, \) —y(z, \)y* (x, \) (6.5.5)
fliggvényt.
6.5.3. Allitas. [33/

F(0,2) = / (@ (@) —a(@)y(a, Ny () da. (6.5.6)
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Bizonyitds. A bizonyitas a véges esethez hasonlo, felhasznalva, hogy y(x, \)
(1+x)q(z) & L*(0,00) esetén Iz > 0-t6] fiiggen) korlatos. O

A 6.3.5. kovetkezmény szerint tehat

F(0,2)= /000 Ap (g () —q(z))e*™ da. (6.5.7)

Tegyiik fel, hogy a q és ¢* potencidlokhoz tartozé m-fiiggvények megegyeznek a
An helyeken. Ekkor F'(0, \,) = 0, vagyis A, (¢* —q) meréleges az e(A) rendszer
osszes elemére. Mivel e(A) teljes, Ay (¢* —q) =0, azaz ¢* =q. O

Megjegyzés. Ha limsup, A\, < 0, akkor mindkét tételben elegendd feltenni,
hogy ¢ € L' ([33]).

Felmeriilhet a kérdés, hogy az e(A) rendszer teljessége sziikséges feltétele-
e a potencidl egyértelmiiségének. Ha a potencialrdl egy kicsivel tobbet tudunk,
nevezetesen ¢ € Cy valamilyen 6 > 0-ra, akkor igaz a kovetkezs:

6.5.4. Tétel. Legyen q(x) € Cs, Sz, > 0, n > 1 kilonbézé komplex szdmok.
Legyen '
e(A) ={e**|n>1}. (6.5.8)

Ekkor az m-fiigguényt pontosan akkor hatdrozzdk meg a A, helyeken félvett ér-
tékei, ha az e(A) rendszer teljes Cs-ban.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy az e(A) rendszer teljes, és a ¢ és ¢* potencialok-
hoz tartoz() m-fiiggvényekre m(\,) = m*(\,) teljesiil Vn-re. Ekkor F(0,z,) =
= ;A —q)e*™* =0 Vn-re és minden ¢* € Cs-ra. Mivel A, : C5 — Cs
1zomorﬁzmus és az e(A) rendszer teljes Cs-ban, ez csak akkor lehetséges, ha
¢ =q.

Maésodszor tegyiik fel, hogy az e(A) rendszer nem teljes. Ekkor 3h € C; gy,
hogy [ h(z)e*™* =0 Vn-re. A 6.3.14. lemma szerint elég kis ~-ra létezik olyan
q*, hogy

[ A =)=t —) = 21(o) (659
0
azaz a A, szamok g-nak és g*-nak koz0s sajatértékei. O

A kovetkez6, Miintz-tipusi tétel egy konnyen ellenérizhetd kritériumot ad
az eddig bizonyitott tételekhez:

6.5.5. Tétel. Legyenek z,, n > 1 Iz, > 0 kilonbézd komplexr szdmok. Ha
S 2 = o0, akkor az e(A) = {€** : 2, > 1} rendszer teljes LI(O, 00)-ben.

1+]zal®
Bizonyitds. Ha e(A) nem teljes, tekintsiik a 0 £ H(z) = [;° h(x)e*"* fiiggvényt.
Mivel ez korlatos az &z > 0 félsikon, nullhelyei klelegltlk a
Sz,
H(zn)=0 Zn

Blaschke-feltételt ([17]), ellentmondésban a tétel feltételeivel. O
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6.5.6. Tétel. Legyen 3z, >0, n > 1 kilénbozd komplex szamok. Ha

Y
Yy oo, (6.5.11)

14 |z,)?

akkor az m-fligguvényt meghatdrozzdk a X, helyeken félvett értékei. Ha még q(x)€
€ Cys is teljesiil, akkor az m-fligguény meghatdrozdsdhoz

(22, +19)
—_—= = 6.5.12
2 1+ |22+ i02 (6:5.12)

15 elegendd.

Bizonyitds. Az els6 allitas a 6.5.5. tétel és a 6.5.2. tétel egymés uténi alkalma-
zasabol kovetkezik; a masodik allitas pedig abbol, hogy e(A) pontosan akkor
teljes Cs-ban, ha az {9 |n > 1} teljes L'-ben. O



7. fejezet

Inverz problémak stabilitasa

7.1. Potencial szerinti derivalt

A Sturm-Liouville operatorokrdl sz6l6 bevezets részben azt allitottuk, hogy az
Y1 és yo adott kezdeti értékbdl induldé megoldasok analitikus fiiggvényei g-nak.
Egy f:FE— F Banach-terek kozotti leképezés x € E-ben Fréchet-differencialhato,
ha létezik egy d, f folytonos linearis leképezés E-b6l F-be ugy, hogy

l|lf(x+a)— f(x)|| = d.f(a)+€(a), (7.1.1)
ahol
lim j%)‘ —0. (7.1.2)

f Gateaux-differencialhato, ha minden e € ' egységvektorra és p valos vagy
komplex szamra
e(pe
iy E(H€)
=0 |ul

—0. (7.1.3)

Ha az F' Banach-tér a komplex szamtest, akkor d, f tekinthet6 E* egy elemének,
azaz pl. E = L' esetén a derivalt minden x € £ pontban egy L>-beli fiiggvény.
Ebben az alfejezetben kiszamitjuk a sajatértékek ¢ szerinti Fréchet derivaltjat.

7.1.1. Tétel. [42, 56, 66] Ha q € L'(0,7), akkor

2 ) = O Olr) O Do) =12 ()
oy’
@iqj(x) =y (O (O)va(x) =)y (@)xex () F=12 (7.1.5)

7.1.2. K6vetkezmény.

c(D)
)

ly2(2, A, @) — (2, A, ¢7)| < lg—q*|. (7.1.6)

7
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7.1.3. Lemma. Legyen q € L1(0,7), A € 0(,0,q). Akkor

|82 do = g Vi r N Ny (7.07)
0
(ponttal ezittal a \ szerinti derivdltat jeloltik).
Bizonyitds. Az (1.1.1) egyenletet A szerint differencialva
Yo+ () Yo = Yo + Mo (7.1.8)

Szorozzuk meg ezt az egyenletet y,-val, és vonjuk ki bel6le az eredeti egyenlet
Uo-SZOTOSAt :

Yoo~ Yo = Y- (7.1.9)

Igy
/Oﬂ ya(x, A) dz = Wlja, Yallg = Ja(m, Nya(m, A) =94 (m, Nya(m, A).  (7.1.10)
O

7.1.4. Allitas. [42, 56, 66] Legyen q € L1(0,7), A\, = Au(q) € o(e, 3,q). Ekkor
A, analitikus fiigguénye g-nak, és
o\, 9

50 = 9A) (7.1.11)

ahol g, a \,-hez tartozé (L*-ben) normdlt sajdtfigguény.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy sin 5#0, és legyen m(\,,, q) = Ya(mAn.), (Ha sin 5

= Ya(mAn,q)
— L) segitsigevel.)
Hckor m()\n’ q) valos analitikus fuggVénye Q'nak; és An S 0'(057 57 Q) = m(An) +

+cot = 0.

7, akkor hasonléan bizonyithatjuk az allitast m(\,, q)

am()\na Q) — y&ya _yayg — - 07r yi 7é 0

oA ve Y2(m Ay q) T

az el6z6 lemma szerint, ezért az implicit-fiiggvény tétel feltételei teljesiilnek,
An = An(q) is valos analitikus, és

(7.1.12)

Om(A,)+cot 3 Om(A,,q) O\, N Im(An, q)

0= dq o g g

(7.1.13)

azZaz

[ 0 !
On  BaYaYa— 5:Yay
R (7.1.14)
dq Jo v2




7.2. ELOKESZITO BECSLESEK VEGES INTERVALLUMON 79

(ez a képlet mar minden (-ra érvényes). Felhasznalva a 7.1.1. tétel eredményét,
OAn _Ya (t)ya(m)[y1 (H)ya(m) — ya(t)yi (7)] _
dq Jo v2
Yo (O)Ya () [y (H)y2(m) — y2 () (7)]
Jo va ’
ez pedig W (y1,y2) =1 és y, = y1 sin a+ y, cos o ismeretében a
Nn _ yalt)
dq foTr Ya

alakra hozhato. O

(7.1.15)

7.2. Elo6készité becslések véges intervallumon

7.2.1. Lemma. Legyen ||q(z)||; < D. Ekkor

sup/ ys(x, N, q) dx<c(D)/ ys(z, \,0) du, (7.2.1)
Aer Jo 0
inf/ ys(x, N, q) da:>€(D)/ ys(z,\,0) du, (7.2.2)
AeR 0

valamilyen q-tdl figgetlen c¢(D) és e(D) > 0 szammal.

Bizonyitds. A (6.2.8) egyenldségbe h(x) = 1-et helyettesitve, és felhasznalva,
hogy az A, : L — L operator mindkét irdnyba folytonos,

™ T . 2
sinzz
/yg(x,A) dx:HAqH2/ ( ) de, (7.2.3)
0 0 Z
és
™ (sinzz\’ T
[(E) ww<iae [ a (724
0 Z 0
ami bizonyitja a lemma allitasat. O

7.2.2. Ko6vetkezmény. Legyen \ € R. Ekkor

c(D), ha A >0,
g2 (2, A, q)| <{ (D)4 12). har<o0 (7.2.5)
Bizonyitds.
A D) || si o
‘92(1,7)\’(1” _ ‘yg(l', 7Q)| < C( ) H SlIlI'ZH o= [077_(]7 (726)

lya(z, X @)z T e(D) [ sinazlly’

ez pedig A\ — 0 és A — 400 esetén egyarant korlatos, mig A — —oo esetén
O()z])- O
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Legyen v(x, \) = vo(z, \) az (1.1.1) egyenlet
v(m,A) =0, o'(m,\)=-1 (7.2.7)

feltételeket kielégité megoldasa. Definialjuk v*-ot hasonléan. Ekkor v(z, A, q) =
=yo(m—x, N\, q(m—1x)) és A > 0-ra sin xz < 1 miatt

7.2.3. Kovetkezmény. Legyen \ > i. Ekkor

e(D)
X\

< /7r v (2, N, q) do < @ (7.2.8)

A

7.2.4. Tétel. Jelilje o(a,0) n. elemét \,. Ekkor \,(q+t(p—q))>—N?, p,qe L
és ||plli, gl < D esetén

[An(p) = An(@)] < e(DYN+Dlp—qll1, (7.2.9)
ahol ¢(D) nem figg a-tdl.
Bizonyitds. X
An(p) = An(@)] < /0 \%)\n(q—l—t(p—q))\ dt, (7.2.10)

és g korlatjat figyelembe véve

d s
‘E/\n(Q"i_t(p_Q))‘ Z\/ (@, A, q+t(p—q))(p—q) dz]
0
<c(D)(N+1)|lp—qll,
amibdl a tétel allitasa méar kovetkezik. O

7.2.5. Tétel. Jelolje o(a,0) n. elemét \,. Ekkor \,(q) > i, p,q € L' és ||p||1,
llg||1 < D esetén

[Aa(p) = Aul@)| < c(D)|lp—4ll1, (7.2.11)
ahol ¢(D) nem fiigg a-tdl.

Megjegyzés. A tételben elegends volna kikotni, hogy A, (¢) alulrol korlatos.
Természetesen a sajatértékek eltérését becslg konstans fiigg ettél a korlattol.

Bizonyitds. Valasszuk N-et olyan nagyra, hogy a 7.2.4. tétel becslésében sze-
repl§ ¢(D) konstanssal |\, (p) — An(q)| < N?+ 1 adédjon. Ez megtehets: legyen
példaul Ajj:ﬁ >2Dc(D). Azt allitjuk, hogy akkor a (p, ¢) szakasz minden pontjan
A, > —N?2. Tegyiik fel, hogy nem ez a helyzet, azaz a (p, q) szakasznak mégis
van olyan pontja, ahol \,(¢+t(p—q)) = —N?. Legyen t; az ilyen t-k infimuma.
A 7.2.4. tételt alkalmazva a q és q+to(p—q) potencilokra, A\, (q+to(p—¢q))>—N?,
ellentmondas. Tehét a (p,q) szakasz minden pontjan A\, > —N?; a 7.2.4. tétel
jogosan alkalmazhato, és mivel N is csak D-tél fiigg, az allitas kovetkezik. [
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7.2.6. Kovetkezmény. Legyen \, € 0(a,0,q) és legyen N o(«,0,q*) megfeleld
eleme. Ha A\, > 1, \* > 1, akkor ||q]|1,||q*]|s < D esetén (D) < ’\—z <e¢(D).
Bizonyitds.
An An— Al
Ao gy =Nl oy (7.2.12)
An An
és ugyanigy i—: is korlatos. O
7.2.7. Lemma. Legyen z,2* > 3, A=2% \* =2**. Ekkor
D
o(z, M) —v(a, \)] < [V = )| D) . (7.2.13)
(z+2*) min(z, 2*)
Bizonyitds. Az 1.3.11. kévetkezmény elsé allitasa szerint
. - -
v(im—x,\) = s1na:z+/ K(z,t) o Zdt, (7.2.14)
z 0
ahol K folytonos és |K (z,t)| < c(D).
isinzx’ _ ’zxcos zx—sinzx’ < zr+1 < 2_7r (7.2.15)
dz =z 22 22 z
miatt
sin z*x  sinzx 2m . . 2m
_ < 2" — 2] = [\ = \|— ,  (7.2.16)
z* 2 min(z, 2*) min(z, 2*)(2* +2)
amibdl (7.2.14)-et felhasznalva (7.2.13)-at kapjuk. O

7.3. A stabilitas ekvivalens feltétele véges inter-
vallumon

A 6.4.2. tétel megvalaszolja azt a kérdést, hogy egy sajatértékekbdl allo rendszer
mikor elegendd a potencidl meghatarozasdhoz. Ebben a szakaszban egy olyan
tételt mondunk ki, ami megengedi, hogy az altalunk ismert sajatértékek kiilon-
boz6k legyenek, és arra nézve ad sziikséges és elégséges feltételt, hogy a po-
tencialok eltérése becsiilhets-e az ismert sajatértékek eltéréseinek segitségével.
Specialisan arra is, hogy mikor fiigg a potenciél folytonosan az 6t meghatarozo
sajatértékektdl.

Tekintsiik a

2
gpozg, Op =082/ ANz in > 1, (7.3.1)
fiiggvényrendszert és a
b= ((b;on))  (n2=1) (7.3.2)

Ly — 1§ leképezést (1 <r,s<oo). Mint eddig is, Ly={he L": [ h=0}. A I* soro-
zattér elemeit 0-t6l indexeljiik, mig [ C [° jelentse azt, hogy az elemeket egytdl
indexeljiik, vagy, ami ezzel ekvivalens, a nulladik elem zérus. Altalanossagban a
stabilitas attol fiigg, hogy a (7.3.2)-ben definialt leképezés inverze korlatos-e.



82 7. FEJEZET. INVERZ PROBLEMAK STABILITASA

7.3.1. Tétel. Legyen q,q* € L, ||q||1, ||¢*]|1 < D, valamilyen o, szdmokkal pedig
ig)\n co(ap,0,q), ig)\;; €o(an,0,q%) (n>1), limy,_ 0o Ay =400 és lim,, o |Af—
— | =0. Tekintstk a (7.3.2)-ben definidlt Lj — [ leképezést (1<r,s<o0). Ha
ez a leképezés invertdlhato, és az inverz normdja C, akkor

s

lg" —qll» <e(D)C (Z Mn—AZ!S> : (7.3.3)

Ha az inverz nem korldtos, akkor minden q potencidlhoz és U >0, M >0 szdmhoz
van olyan ¢* potencidl, amelyre ||q—q*||, < U és

s

lg—q*ll- > M (Z \)\n—/\j;|5) . (7.3.4)

Megjegyzés. A (7.3.3) becslés mutatja, hogy nincs két kiilénb6z6 ¢ potencial
ugyanazokkal a A\, € o(a,,0, ¢) sajatértékekkel. A 6.4.2. tétel bizonyitasa soran
lattuk, hogy a (7.3.1) rendszer teljessége a sziikséges és elégséges feltétel ahhoz,
hogy a sajatértékek meghatarozzak g¢-t. A teljesség azzal ekvivalens, hogy a
h— ({h,¢,)) leképezés injektiv. A stabilitashoz az is sziikséges, hogy az inverz
folytonos legyen.

A bizonyitashoz sziikségiink lesz az alabbi becslésre:

7.3.2. Lemma. ||q|,, [|¢*]|, < D esetén

\/Oﬂ(q*(x)—q(x))v(a:, A )0* (2, Ay) dz| < C()\D) [An—Ar ], (7.3.5)

n

mig elegendden kis U = ||q—q*||, esetén

c(D,U)
A

n

\/Oﬁ(q*(x)—q(x))v(x, M)V (, Ay) dz| > [An—Ar . (7.3.6)
Bizonyitds.
[ @@ =gt a0 do=
= [ @@ =gyl Al (@A) =04 do
=) [ ol ) ) = 4] det

O M) /0 o A [0 (3 ) — 0, An)] dat

+()\n—/\2)/ 1)2(1', /\n) d[EZIl+IQ+]3+I4.
0
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Kiilon-kiilén becsiilink meg minden tagot. z, > 5 és z; > 1 miatt a neve-

z6bol el lehet hagyni barmelyiket; a 7.2.6. lemma szerint pedig z, és z; koziil
barmelyikkel oszthatunk, az ugyanarra a becslésre vezet.
A 7.2.7. lemma és zv(z, \) korlatossaga miatt

1< 2 Xl @) - gt < 4P

n n

An=Alllg" () —q(2) [l (7.3.7)

Ugyanezért és a 7.2.5. tétel miatt

(D) vz D) .
B < S~ Pa= N < === Allla" (@) —a(@)]],. (7.3.8)
A 7.1.2. kovetkezmény és ugyancsak zv(x, \) korlatossaga miatt
[Is] < === A < == = Alllg" (=) —a(@) ], (7.3.9)

Mivel pedig a 7.2.3. kovetkezmény szerint ||zv(x, \)||o alulrdl és feliilrdl is kor-
latos,

D D
Dy —x <l < A2, xi), (7.3.10)
amibdl a lemmaban megfogalmazott becslés kovetkezik. O

A 7.3.1. tétel bizonyitasa.
A Riemann-lemma szerint [ Ay (¢* (7 —x) — (7 —x)) cos 2z, dz—0, ezért
Jola"—a)=0és

/07r Ap (¢"(m—x)—q(m—2x)) cos 2z,x do = (7.3.11)

=222 /Oﬁ(q*(a:) —q(x))v(x, \p)v* (2, Ay,) da.

(6.2.7) szerint A (¢* (7 —x) —q(7m—1x)) € L}, ezért ha (7.3.2) inverze folytonos,
akkor

lg—q"[l» <c(D)||Ag- (¢"(m —2) —q(m—2)) ||, <

<c¢(D)C <Z | /07r Ay (¢"(m—2) —q(m—x)) cos 24/ A d$|5> S <

(7.3.12)

1

s

<¢(D)C <Z |An—A:;\S>

Ha azonban a (7.3.2) leképezés inverze nem folytonos, akkor tetszélegesen nagy
adott M-hez létezik h € L{-t Ggy, hogy

s

1Al > M (Z | /Oﬂ h(z) cos 2v/ A da:|5> (7.3.13)
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teljesiil. A 6.2.6. kovetkezmény szerint elég kis y-ra létezik olyan ¢*, hogy
/ Ap (¢*(m—x)—q(m—x)) do =~yh(zx). (7.3.14)
0

Valasszuk 7-t olyan kicsire, hogy megfelels U-val ||q — ¢*||, < U is biztosan
teljesiiljon (példaul legyen v < m) Ekkor
lg—=q"[lr Ze(D)[[Ag- (¢ (m —2) —q(r —2)) [|» =

E]

>c(D)M (Z | /07T Ay (¢"(m—x)—gq(m—1)) cos 2/ A dx\s> >

(7.3.15)

>c(D,U)M <Z \An—A:;|8>5-

n

7.4. Tételek a stabilitasrél véges intervallumon

Legyen 1 < p < o0, I%—i—}% =1, Lf jeldlje LP-nek azt az alterét, ahol [h = 0.
A [? sorozattér elemeit 0-t6] indexeljiik, mig [j jelentse ugyanazt, mint az el6z6
szakaszban. Mint eddig is, ¢, ¢*€ L', ||¢||1, ||¢*]|1 <D és ¢(D) egy csak D-16l fiiggs
konstans. Minden tételben feltessziik (és ezutan kiilon nem is emlitjiik), hogy
lqll1, lg*]|1 < D, tetszéleges a, szdmokkal 1 <X, €0(a,,0,q), 3 <\, €0(an,0,q%)
(n>1), lim, o Ay = 400 és lim, o |A*, — Ap| = 0.

Néha nem tessziik fel, hogy egy fiiggvény LP-beli, de becsiiljiik a p-normajat.
Ezt dgy értjiik, hogy ha a norma véges, akkor a fliggvény LP-beli, mig ha a
normét definialo kifejezés végtelen is lehet, akkor a fiiggvény nem feltétleniil
tartozik LP-hez.

Emlékeztetiink arra, hogy a (1, p,,) rendszer egy keret (frame) a B Banach
térben, ha 1), € B, ¢, € B*, minden b € B-re az

Fb=> (b, ¢n)tn (7.4.1)

n

sor norméban konvergdl és F' — az tin. frame operator — B-nek korlatos bijekcioja.
A (7.3.2) leképezés inverze ilyenkor

(cn) =Y anF ' (n>1). (7.4.2)

Egy H Hilbert térben (¢,, ¢,) pontosan akkor keret, ha léteznek olyan 0 <
<m, M < oo konstansok, hogy

ml|hl* <Y [hopa)P < MBI heH, (7.4.3)
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és ekkor

1
A STE TR (44
ahol F' a frame operator. A rovidség kedvéért ilyenkor azt mondjuk, hogy ¢,
keret H-ban. A ¢,, rendszer Riesz bdzis a H Hilbert térben, ha egy ortonormélt
bazis izomorf képe. Ha ¢,, Riesz bazis, akkor (p,, ¢,) keret H-ban, azaz minden
Riesz bézis egyben keret is. Az alabbi tételekben azt tessziik fel, hogy a (7.3.1)-
ben definialt fiiggvényekkel ¢, (n > 0) keret az L?(0, ) térben.

7.4.1. Tétel. Tegyiik fel, hogy @, rendszer keret L*(0, m)-ben, és frame operdtora
F. Ha 1 <p <2, akkor van olyan U >0, amelyre ||¢* —q||s < U esetén

L

(Z\An—&ilp) < (D, U)F7"[lg" = qllp- (7.4.5)

Bizonyitds. A

hi— ({h, @) (7.4.6)
lineéris operator norméaja L-bél [*-be legfeljebb 1, mig L2-bél I%-be a ¢, rend-
szer keret tulajdonsaga miatt legfeljebb || F||z. Ezért Riesz Marcell tételébdl [59]
kovetkezik, hogy az operator normaja L”-b¢l I”'-be legfeljebb || F|| i, ha 1<p<2.
Igy

lg— QHp_( >HA (¢"(m—z) —q(r—2)) ||, =

1

1 7

HFH ! <Z‘/ (7 —2) —q(m — ) pulz) dx\p’>p (74.7)

1

IIFH’? (ZM mp/)"

O

7.4.2. Tétel. Tegyiik fel, hogy v, rendszer keret L*(0,m)-ben, frame operdtora
pedig F'. Ha 1 <p <2, akkor semmilyen U > 0-ra nem létezik olyan C' konstans,
hogy ||¢* —q|l, < U esetén

1

/

l*—qll, <C <Z \AH—A:;\P’> . (7.4.8)

Bizonyitds. Legyen 1 <p <2 és U > 0 adott, és tegyiik fel, hogy az &llitassal
ellentétben létezik olyan C' konstans, hogy minden ||¢* —q||, < U-ra

S
7

lg"—qll, <C (Z \An—/\j;\p'> . (7.4.9)
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Feltehets, hogy U olyan kicsi, hogy alkalmazhatjuk a 7.3.2. lemmat. Ekkor

[Ag (¢"(m =) —q(m—x)) ||, <

1

I

Scw,mc(Zr /OWAq*<q*<w—x>—q<w—w>m<x> dxwp’) . (74.10)

Eszerint a
h— ({h,n)) (n>0) (7.4.11)

LP— 1" leképezés inverze folytonos. Akkor viszont (7.4.11) értékkészlete nemcsak
stirfi, hanem zart is [% -ben, azaz az egész I . Ezért (7.4.11) LP-t [”"-re képezi.
Azonban, mint lattuk, ez az operator korlatos mint L! — [*° és mint L% — [?
leképezés, ezért kielégiti [59] 3.15. tételének feltételeit. Ez a tétel pedig — a
Marcinkiewicz interpolacios tétel egy élesebb véltozata — azt Allitja, hogy egy
ilyen operator LP-t az [”'-nél szigortian kisebb I(p,p') térbe képezi (a definiciot
lasd szintén [59]-ben). O

Ha a (¢, ¢,) rendszer keret a B Banach térben, akkor (F =14, F~*p,) az
tn. inverz keret, amelynek frame operatora F~!. Hilbert térben tetszéleges ¢,
rendszer frame operatora énadjungalt. Jeloljiik az inverz keret elemeit ,,-mal.
Ha ¢,, még Riesz bazis is H-ban, akkor ¢, a biortogonalis rendszere.

7.4.3. Tétel. Tegyiik fel, hogy v, rendszer keret L*(0,)-ben, frame operdtora
pedig F'. Ekkor

la"—allz < «DYEPIEN Y =Xl (7.4.12)

Bizonyitds. A (7.3.1) rendszer keret tulajdonsiga miatt (7.3.2) inverzének, mint

12 to L2 leképezésnek a norméja legfeljebb ||F~1||||F||2. Ezért az allitas kovet-
kezik a 7.3.1. tételbdl. O

7.4.4. Tétel. Tegyiik fel, hogy p, rendszer keret L*(0,m)-ben, frame operdtora
F, és tegyiik fel, hogy létezik olyan C konstans, hogy az inverz keret elemeire

IF ' nlloe <C (n>1). (7.4.13)

Akkor 1 < p <2 esetén

1
1 P
lg"=glly < e(D) (CP=2F 2|y (ZrAn—Azrp) S (741)

Bizonyitds. A (7.4.13) feltétel miatt (7.3.2) inverze (a (7.4.2)-ben megadott leké-
pezés, 1, = @,-nel) [§-bsl LF-be is korlatos, ezért az allitas kovetkezik a Riesz
Marcell tételbdsl. O
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7.4.5. Tétel. Tegyiik fel, hogy v, rendszer keret L*(0,m)-ben, frame operdtora
F, és Y |\ —Ay| véges. Ekkor p' > 2 % pontosan akkor korldtos, ha
létezik olyan r > p' szdm és olyan C' konstans, hogy az inverz keret elemeire

[Gnll- <C (n2>1). (7.4.15)

Ez esetben
lg"—gqlly <e(D)C " [An—Asl. (7.4.16)

Bizonyitds. A (7.4.15) feltétel azzal ekvivalens, hogy (, korlatos L¥-ben, ami
éppen a (7.3.2) I} — LF leképezés inverzének a folytonossagat jelenti, igy a 7.3.1.
tételbdl kovetkezik az allitas. O

Tekintsiik az
e(A) = {1,V 7. > 1} (7.4.17)

rendszert. Egyszertien belatato (lasd késébb a 7.4.10. lemmat), hogy ha e(A)
keret (Riesz bazis) Lo(—m, 7)-ben, akkor a (7.3.1) rendszer is keret (Riesz béazis)
L?(0,7)-ben, ekvivalens konstansokkal. Igy p = 2-re a 7.4.1. és a 7.4.3. tétel
spcialis eseteként a kovetkezét kapjuk:

7.4.6. Tétel. Legyen (7.4.17) keret Lo(—m, m)-ben az F frame operdtorral. Ek-
kor eqyrészt

lg"=alls < CONETPIEN Y 1N = Aal?, (7.4.18)
mdsrészt létezik olyan U =U(D) > 0, hogy ||¢* —ql||2 < U esetén
D IVa= Al <e(D,U)IF|lg" — all3- (7.4.19)

Megjegyzés. Ha a (7.3.1) rendszer Riesz bazis, akkor a \,,, \*, Zi megszoritas
nem lényeges: ha g-hoz és ¢*-hoz egy konstanst hozzaadunk, )\, és \*,, ugyanezzel
a konstanssal tolodnak el. Az eltolds nem befolyasolja az e(A) rendszer Riesz
bézis tulajdonsigat (lasd Young [64]).

Megjegyzés. Hruscev, Nikolskii és Pavlov [38| tobbek kozott az alabbi Riesz
bézis tesztet bizonyitotték: ha 6, €C, |n|— oo esetén 6§, —0, és (n+0,,) szeparalt,
azaz inf,, ., |(n+6,) — (m+68,)| > 0, akkor az {e"+9)*} rendszer Riesz bazis
Ly(—m,m)-ben. Legyen tehat {\;,, :n > 1} =o(7/2,0), {2 :n>1} =0(0,0)
és tartalmazza a {\, : n > 1} sorozat a két spektrum uniojat. Tudjuk, hogy
2/ M =2n—140(1) és 24/X2,, = 2n+o0(1) [48]. Miutan a spektrumoknak
adjak Z-nek. Ezért 7.4.17) Riesz bazis Lo(—m,m)-ben, és a kovetkezd allitas
a 7.4.6 tétel specialis esete:
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7.4.7. Kovetkezmény. Legyen {)\,:n>1}=0(7/2,0,q)Uc(0,0,q) és {\::n>
> 1} =0(n/2,0,¢*)Uc(0,0,q%). Ekkor teljesil (7.4.18).

Megjegyzés. (7.4.18)-hoz hasonlo becslést igazolt Hald [26], de csak a 0 po-

tencial egy kis kornyezetében.
A 7.4.4 és a 7.4.2 tétel segitségével megfigyelhetjiik az alabbit:

7.4.8. Kovetkezmény. Legyen 1 <p<oo, {\,:n>1}=0(r/2,0,9)Uc(0,0,q),
{N:n>1}=0(n/2,0,¢*)U0c(0,0,q*). Ekkor a
lg—a s
1
(n An = A5 P)»
tort p>2 esetén korldtos, mig p<2 esetén q barmely kérnyezetében tetszdlegesen
nagy lehet.

(7.4.20)

Végiil megmutatjuk, hogy eredményeinkbdl levezetheté egy hasonlé nagy-
sagrendd becslés, mint amit Marletta and Weikard [54] bizonyitottak:

7.4.9. Tétel. Legyen q,q* € L*(!), ||qll2, |a*|2< D, és legyen adott o, szdmokkal
1 <M €0(an,0,q), 1 <A €0(an0,q%), [N\ —X;| = 0. Tegyiik fel, hogy adott
e>0-ra és 1 <n< N-re |\, —\:| <e. Ha a (7.4.17) rendszer keret L*(—m,m)-
ben és az inverz keret elemeinek L -normdja legfeljebb C, akkor taldlhato olyan
U=U(D) >0, hogy ha ||¢* —qllo < U, akkor

1
@ Moo ) 1)?

*—q)|<Ce(D — D Fl2 — ] . (74.21

| [ =0l <CeD) 3] =+ CelD D)IF| (% An) (r4.21)

Megjegyzés. Ha példaul adott az els6 N Dirichlet sajatérték és az els6 N

Dirichlet-Neumann sajatérték (azaz 2N sajatértékpar adott, és /A, = %n+

+0(1)), be lehetne bizonyitani, hogy || F'|| és C' csak D-t6l fiigg. Ezért ||F|| és

C beolvaszthaté ¢(D)-be, és a ¢(D)elog N +¢(D,U)N "2 becslést kapjuk.

A bizonyitashoz el6rebocsatjuk a kovetkezd két lemmét:

7.4.10. Lemma. [37] Tegyiik fel, hogy a (7.4.17) rendszer keret (Riesz bdzis)
L?|—m, w|-ben. Ekkor mind (7.3.1), mind pedig az

S(A) = {sin2y/ N,z :n > 1} (7.4.22)

rendszer keret (Riesz bdzis) L*0,7|-ben. Ha (7.4.17) inverz keretének elemei
kisebbek, mint C valamilyen p-normdban, akkor (7.3.1) és (7.4.22) inverz ke-
retének elemei kisebbek, mint 2C' ugyanabban a normdban.

Bizonyitds. Jelolje e(A), C(A) és S(A) elemeit rendre e, (n € Z), ¢, (n >0)
és s, (n>1). Legyenek a (feltételezett) frame operatorok F., F. és F,. A h €

€ L?|0, rr| fiiggvény péros és paratlan kiterjesztését jeldlje h. és h,, azaz legyen
he(x) = h(|z]), ho(x) = sgn(x)h(|x|). Ekkor

Fu(he)=> (he,en)en =4 (Zm, cpn>gpn> = 4(F.h).,

neZ n>0 e
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nez n>1

Fu(ho) = (hoen)en =4 (Z(h, sn>5n> = 4(F.h),,

ezért,

Fo () = (7 W B2 (o) = 3 (F '),

Emiatt F,. és F frame operator,
1 _ _
IF < ZIEN, B <4l ESI,
4
1 _ _
1B < Z 11 Fell, IIE <4 F).

S6t,

_ 1 _ _
HFc l(anp = 5“ (Fc l(pn)e Hp = QHFe 1(9071)6";0
<||Fle,+FE e |, <2C,

és hasonloképpen,

|F sl < 2C.
U
7.4.11. Lemma. Legyen h € L}[0, «]. Ekkor
sup | [ h| < sup | <¢(D) sup | [ hl. (7.4.23)
c(D) zepo.n Jo zcloq] Jo zeox] Jo
Bizonyitds. Jelolje [ h-et H(z). (6.2.7) miatt Agh € L§, igy
/Ah H(ty) //Mxt ) dt de =
0 to
= H(to) / M(x,x)H(z) doe+ (7.4.24)
/ / My(x,t)H(t) dt do = (I+ By + B2)H(to).
Konnyen ellenérizhets, hogy
c(D)"
1Bjllctom—crom < )l (7.4.25)

igy a (I+B1+By) ' =) (—Bi— B2)" Neumann sor konvergens, Gsszege leg-
feljebb ¢(D). O
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A 7.4.9. tétel bizonyitasa.

// (q"—q)-sin 24/ Nz dz =

= [ v 0o 22T s <

Mivel (7.4.22) keret és az inverz keret elemei egyenletesen korlatosak,

‘/ Q—Q\<QCZ!// (g —q)-sin 24/ Nz dz| <
gc}jzﬁfun—xy

Al

< Cc(D)e +
1 2 2

+Cc(D) ( )\—> <Z |/\n—/\2\2>

n=N+1 n n

N 1

1 1 1

<Ce(D)ey +Ce(D,U)||F||2 ( > —)

n=1 \/E n=N+1 )\n

O

7.5. A véges intervallum és a félegyenes kapcsolata

7.5.1. Tétel. [19] Legyen q € L'(0,00); L a [0,00) félegyenesen értelmezett
Schrodinger operdtor a 0-ban adott peremfeltételekkel. Legyen Ly, a [0,0] inter-
vallumon értelmezett Schrodinger operdtor a 0-ban ugyanazzal a peremfeltétellel,
b-ben Dirichlet peremfeltételekkel. Ha b — oo, akkor

(i) Ha L-nek nincs negativ sajdtértéke, akkor minden rogzitett n-re

An(Ly) — 0. (7.5.1)

(ii) Ha L-nek pontosan egy negativ sajatértéke van, akkor

Mo(Lp) = Xo(L),  An(Lp) —0, n>1. (7.5.2)

(iii) Ha L-nek véges sok negativ sajdtértéke van, X, ...\, akkor

A(Ly) = M(L), n<k, A(Ly)—0, n>Fk (7.5.3)
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(iv) Ha L-nek megszdmldlhatd sok negativ sajdtértéke van, akkor

An(Ly) — A(L). (7.5.4)

Ha a [0, 7] intervallumon kimondott 7.3.1. tételt erésebb formaban is ki tud-
nank mondani, nevezetesen, ha el tudnank hagyni a )\zi feltételt és a bizonyitas
soran hasznalt ¢(D) konstansokat fiiggetlenné tudnank tenni az intervallum 7
hosszatol, akkor ez az erésebb tétel megfelels6 médositasokkal automatikusan
igaz lenne a félegyenesen is. Ilyen tételt azonban az eddigi eszkozeinkkel nehéz
lenne bizonyitani, ezért a félegyenes esetében méas utat, a kozvetlen, véges esettsl
fiiggetlen bizonyitast valasztjuk.

7.6. Potencial szerinti derivalt és becslések a fél-
egyenesen

A félegyenesen tekintett Schrodinger-operéator esetében tobbnyire foltessziik, ho-
gy xq(x) is L'(0, co)-beli.
7.6.1. Tétel. Legyen ||q||, ||¢*|| < D, Sz > 0. Ekkor

‘y(%, /\,q)—y(x, Avq*)‘ SC(D)H(]—(]*H- (761)
Bizonyitds. Emlékeztetiink ra, hogy

y(x, A\ q) = 6””—1—/ K(x,t, q)eitz dt, (7.6.2)
ahol (lasd (1.4.24)-et)
[ 1t = Kt dt < D)= (7.63)
Ebbdl a tétel allitasa kovetkezik. O
7.6.2. Tétel. Ha q € L'(0,0), akkor
0
a—?;(x) — ()11 ()y2(@) — v ()91 ()] x (0,0 (8), (7.6.4)
oy’ , )
a—q(x) =y(O) [y (t)ys(z) —y2 ()Y (2)] X (0,0) (). (7.6.5)

A bizonyitas szinte szor6l széra ugyanaz, mint véges esetben a 7.1.1. tételé.

7.6.3. Lemma. Legyen ||(1+z)q(x)|y < D. Ekkor

° D
sup/ y*(x, N, q) do < Q, (7.6.6)
A<0 Jo 2]
PR s e(D)
/1\22/0 vy (x, A, q) doz > E (7.6.7)

valamilyen q-tdl figgetlen c¢(D) és e(D) > 0 szdmmal.
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Bizonyitds. Induljunk ki a (6.3.20) egyenl8ségbdl. Mivel az A,:L>°— L> operator
mindkét iranyba folytonos,

/OO 1-y?(z,A) dz < ||A, ]| /OO |e*™*| da, (7.6.8)
0 0
és
/ Tl de < A / @\ de, (7.6.9)
0 0
ami bizonyitja a lemma &allitasat. O

7.6.4. Lemma. Legyen ||¢| <D, SVA>0, A€ o(m,q). Akkor

0 c(D)
— A< .6.1
2N < (7.6.10)
€s
0 , 1+ |z|
a2 <c(D . .6.11
2y N < D)) (r6.11)
Ha még ||(1+22)q(x)||1 < D is teljesiil, akkor
0
559N < e(D)(1+2). (7.6.12)
Bizonyitds.
) & ) D ] D
’%y(% M= \ixelx2+/$ K(x,t)e™it dt| < CTZ‘) ili% lizze™| < C(Sz)
(7.6.13)

9, : . o0 ,
]a—y’(:ﬂ, M| <| —z2e™?| —i—\ixK(x,a:)e’“jL/ K, (z,t)e™it dt| (7.6.14)
< x

¢(D) o 1+|z|
1z < D -t
P )ili% lizze™| < (D) 3.

<(1+

Ha pedig ||(1+2?)q(z)||y < D, akkor | [7° K(xz,t)e*it dt| < (D), tehat a har-
madik allitas is kovetkezik. O

7.6.5. Kovetkezmény. Legyen (1+2%)q(x) € L1(0,00), SV > 0, és tegyiik
fel, hogy RzRz* > 0. (Ez mindig teljesiil, ha A\ és \* ugyanahhoz a spektrumhoz
tartoznak.) Akkor

(e, N) —y(a, A7) < 42

S RGOS (7.6.15)
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Bizonyitds. Az el6z6 lemmabol éppen ez kovetkezik |z| helyett |z+ z*|-kel. De
IR(z+2%)| > |Rz| és S(2+2*) > 32z miatt az allitas |z|-kel még inkabb igaz. O

7.6.6. Lemma. Legyen (1+x)q(x) € L1(0,00), SVA >0, A € a(m, q). Akkor

— /OOO y*(x, \) dz = 4(0, \)y'(0, ) — (0, \)y(0, \). (7.6.16)
Bizonyitds. Ugyanigy, mint a 7.1.3 lemmaban,
Yoo~ Yoo = Yo (7.6.17)
Igy
~ [N do = = W = (0.0 0.0 -5/ 0. (0.3, (7619
ha belatjuk, hogy lim, ... Wy, y] =0. A 7.6.4. lemma alapjan azonban
xlinolo 9(0, M)y (0,A) = xhjrolo y'(0, N)y(z, ) = 0. (7.6.19)
]

7.6.7. Allitas. Legyen q € Li(0,00), A <0, A\, = M\(q) € o(m,q). Ekkor X\,
analitikus fiigguénye q-nak, és

— =g:(t), 7.6.20
S = 9A(0) (7.6.20)
ahol g, a \,-hez tartozdé (L*-ben) normdlt sajdtfigguény.

Bizonyitds. Ugyanigy, mint a véges esetben a sajatértékek derivalasardl szolo

7.1.4 éllitasban, teljesiilnek az implicit fiiggvény tétel feltételei, mert |z [ 42|
alulrol és feliilrdl is korlatos, tovabbéa

N 3y~ 55y

55 7.6.21
aq _ fo y2 ( )
Ezuttal a 7.6.2. tétel eredményét felhasznilva
) t t )y
0 _ y( )[y(O)yl(og +2y2( )y (O)] 292(t7 )\mQ)- (7.6.22)
dq Io
O

7.6.8. Tétel. Legyen 2% € o(m), és tegyiik fel, hogy a p és q potencidl olyan
kézel van egymdshoz, hogy a differencidlhato z = z(q) implicit figgvény a p,q
szakaszon értelmes. Ekkor ||pll, ||q|| < D esetén

2(p) = 2(q)| < c(D)lp—ql|- (7.6.23)
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Bizonyitds.
I/ g°(z, A g +t(p—q))(p—q) da| < (7.6.24)
0
<D ‘)uy (0 A g to— )l lp—all:  (7.625)
D)
)\ 2[lp—all, (7.6.26)
azZaZ
0z c(D)
7.6.27
aq(p q) < (D)Hp qll1, (7.6.27)
amibdl a tétel allitasa mar kovetkezik. ]

7.7. A stabilitas kérdése a félegyenesen

Ebben a szakaszban 6sszegezziik a félegyenessel kapcsolatos eredményeinket. Ha-
sonl6 becsléseket bizonyitunk, mint a véges intervallum esetén, &m ezek minGsé-
gileg eltér6 kévetkeztetésekre Vezetnek Egyel6re csak sejtiik, hogy az inverz
ahhoz, hogy relvans eredményekhez jussunk [36].

Legyen B egy olyan normalt tér, hogy az A, operatorok B — B izomorfiz-
musok; jelolje [ a C értékii végtelen sorozatok terét egy ||-||; norméaval ellatva.
Tekintsiik a

h i ({h, e**)) (n>1) (7.7.1)

B — [ leképezést.

7.7.1. Tétel (Horvath-Kiss). Legyen ||(1+2%)q(z)|1, [[(1+2*)¢*(2)]1 < D, q €
€ B, ¢* € B, és valamilyen adott m,, valds szdmokkal 0 > X\, € o(m,,q), 0 >
>\ €oa(my,q*). Ha a (7.7.1) leképezés invertdlhatd, és az inverz normdja C,
akkor

Ap— AX

n

¢ —alls < ((D)C \

(7.7.2)

Zn l

Ha az inverz nem korldtos, és még az is teljestil, hogy a rogzitett q potencidl
mellett az {Ap(¢" —q) : ¢* € B} halmaz tartalmaz gombiot B-ben, akkor minden
U >0, M >0 szimhoz van olyan q¢* potencidl, amelyre ||¢—q*||p < U és

_ *
n n

lg—q"| (7.7.3)

l

A véges esethez hasonléan sziikségiink lesz az alabbi becslésre:
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7.7.2. Lemma. [[(1+2)q(2)||1, |(1+2%)¢*|1 < D esetén

[ @@ -t @) did < T -x L @)

|2n]
mig elegendden kis U = ||(1+2?)(q(x) — ¢*(2)||1 esetén
c(D,U)

|2n]

\/ V(2 Ay (2, An) da| > A= A%, (7.7.5)
Bizonyitds.
| @@ =at@Duta )y @) do =
— [T @ =g Al ) ()] ot
FO=A) [ Al ) = (e )] do
FO=AD) [ Al ) e )] dot
=) /Ooo W x,\) de = I+ T+ I+ I,

Itt a 7.6.5. kovetkezmény és |y(x, \)| korlatossaga miatt

= 2 =Xl @) —a(o)] (1.1

ly(z, \)| < ¢(D)e™* miatt

(D)

Jzl

L] < 7 An— Al (7.7.7)

és ha ¢* elég kozel van ¢-hoz, akkor a 7.6.4. lemma és a 7.6.8. tétel szerint

(D)

|2n]

20 = 23] | An = ALl < ] [An = Anlllg™ () —g(2) ls- (7.7.8)

|| <
A 7.6.1. tétel szerint

1)< Oy X g (@) —g@)]| (7.7.9)

|2n]

Végiil a 7.6.3. lemma szerint

c(D
|( ‘)|/\ — N < Iy < ‘( ‘)|/\n—/\;;\, (7.7.10)

amibdl a lemméban megfogalmazott becslés kovetkezik. O
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A 7.7.1. tétel bizonyitasa.

/0 " Ay (g (@)~ (@) * da = (7.7.11)
- [ @@ =atwDute. Ay 0 do
Ha a (7.7.1) leképezés inverze folytonos, akkor
la—q*[|z <c(D)||Ag-(¢"(x) —q(@))| 5 <

SC(D)C" / Ay (q* () —q(x)) ez dg
0
A= A2

Zn

< (7.7.12)
l

<c¢(D)C

l

Ha azonban a (7.7.1) leképezés inverze folytonos, tetszélegesen nagy adott M-
hez véalasszunk 0 # h € B-t Ggy, hogy

1h]lp > M H/ h(z)e? ™ da (7.7.13)
0

l

teljesiiljon. Ez megtehets, ha A« (¢* —q) tartalmaz gémbo6t B-ben. S6t, barmi-
lyen kis v-ra létezik olyan ¢*, hogy

/O T Ay (¢°(2) — q(2)) do = h(a). (7.7.14)

Valasszuk -t olyan kicsire, hogy megfelels U-val (14 2?)(q(z) —q*(2))] < U

. . G e 2114 < U
is biztosan teljesiiljon (példaul legyen v < BRI ). Ekkor
lg—q"llz Zc(D)]|Age (7T z)—q(r—x)) |5 =
—q(z)) ¥ dz|| > (7.7.15)
1
-\
>c(D,U) *
Zn |,




A fuggelék

Dirac operatorok

A.1. Dirac egyenletek

Tekintsiik az alabbi els6rendii rendszert:

—1h+ @)y = Ay, (A.1.1)
Y1+ a2 (2)y2 = Aya, (A.1.2)

a
y1(0) cosa—19(0) sinae =0 (A.1.3)

kezdeti feltételekkel, o € [0, m) adott, A € C, ¢ € L'[0, 7]. Kés6bb altalaban azt
is feltessziik, hogy ¢ val6s értékii, de erre egyel6re nincs sziikségiink. A linearis
differencialegyenletekrd] szolo altalanos tételek szerint (lasd pl. [14], Chapter
3.), (A.1.1)-(A.1.3) megoldasa létezik és egyértelm.

AJ= (1) _01 } matrix bevezetésével az (A.1.1)-(A.1.2) rendszer matrixa-
lakban is felirhato:
Jy' +Q(x)y = Ny, (A.1.4)
¢ (x) 0
hol = }
ahol Q(z) { 0 %(@]
Megjegyzés. Néha a Dirac egyenletben J = { _01 (1] ] A Dirac egyenletnek

ezen kiviil szamos tovabbi felirdsa van (lasd [60]).

Megjegyzés. A Dirac egyenlet egy relativisztikus elektront ir le. Gyakran
¢ (x) = q(x) +m, q2(x) = q(x) —m, ahol m > 0 a részecske tomege.
Megjegyzés. Az 1.1. részben tekintett (1.1.1) Schrodinger egyenletet is atir-
hatjuk elsérendii rendszerré az y; =y, y» = ¢’ helyettesitésekkel:

—yy+q(x)yr = Ay, (A.1.5)
Y1 —y2 = 0. (A.1.6)
Ez a feliras mutatja, hogy a Schrédinger egyenletre bizonyitott allitasok egy

része — ha nem is mindig valtozatlanul — 4tfogalmazhat6 a Dirac egyenletre.
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A.2. Polarkoordinatak
Legyen y(x, \) (A.1.4) tetsz6leges megoldésa. Vezessiik be az alabbi valtozokat :
() = 7, N sin p(a, V), (A2.1)

ya2(xz, N) =r(x, \) cos p(x, A), (A.2.2)

ahol 7(x, \) > 0. Uj valtozoéinkra a kdvetkezs egyenldségek teljesiilnek:

2+ @—q

¢ = —A+qycos® p+qsin® p=—\+ 5 + 5 Cos 20, (A.2.3)
" oe-q
— = 2. A24
" 5 Sin2yp ( )

Megjegyzés. Ez a transzformacié nemdiagonalis () matrix esetén is elvégezhe-
t6.

Megjegyzés. q folytonossagi pontjaiban ezek a formulék a klasszikus értelem-
ben teljesiilnek, mig a tobbi pontban altalanositott (disztribiuicios) értelemben.
Megjegyzés. A Schrodinger esettdl eltérGen most nincs értelme modositott
Priifer-valtozokat hasznalni, hiszen y;(z, z) és yo(z, 2z) nagysagrendje megegye-
zik.

Megjegyzés. Késébb 2n x 2n-es matrix potencidlok esetére is levezetiink ha-
sonl6 formulét.

A.3. A véges intervallumon értelmezett Dirac ope-
rator spektruma

Tekintsiik az (A.1.1)-(A.1.2) egydimenzios Dirac egyenletet az
y1(0) cos a+y2(0) sina = 0, (A.3.1)

y1(m) cos B+ya(m)sin f=0 (A.3.2)

peremfeltételekkel, ahol «, 3 adott valos szdmok. Ha valamilyen A komplex
(vagy, mint latni fogjuk, valos) szamra az (A.1.1)-(A.1.2)-(A.3.1)-(A.3.2) prob-
léménak van nemtrividlis megoldéasa, akkor A\ sajatérték, a megoldassal, mint
hozza tartozo sajatfiiggvénnyel.

A.3.1. Tétel. Az (A.1.1)-(A.1.2)-(A.3.1)-(A.3.2) sajdtértékproblémdnak meg-
szdmldlhatoan végtelen sok sajdtértéke létezik, -+ < A_, <--- <A1 <A<\ <
<< Ay < ol, Mg, — t00. A sajdtfiigguények teljes ortogondlis rendszert
alkotnak L*([0, 7], R?)-ben.

Megjegyzés. A sajatfiiggvények tobbféleképpen szamozhatok, de Ay megadasa
utdn a szamozas méar egyértelmii.
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Bizonyitas. Mivel a sajatfiiggvények ortogonalisak egymésra, minden sajatér-
ték valos, igy a tovabbiakban tegyiik fel, hogy A valés. Feltehetd, hogy 0<a, <

7. (A.1.1), (A.1.2) és (A.3.1) megoldasa minden A-ra egyértelmi, legyen ez
a megoldas y(x, \), és alkalmazzuk a polarkoordinatakban valo felirast. (A.2.3)
szerint

o'==X+ e ‘;‘91 +2& g% cos 2¢p, (A.3.3)
mig a (A.3.1) kezdeti feltételbol
©(0,\) = a. (A.3.4)

Mivel —A+min(qi, ¢2) < ¢' < —A+max(qi, ), ezért, ha |A\| — 0o és © >0, a
Riemann-lemma miatt ¢(z, \)=—Az— ’ ‘D;’ql +0(1). A pontosan akkor sajatér-
ték, ha ¢(m, A\) = § modul6 7. De az 1.6.1. osszehasonhto tétel miatt p(m, \)
monoton csokken A-ban. Tehat létezik a sajatértékek mindkét iranyban végtelen
sorozata, s6t, ha ¢(x, \,) = —nm, akkor

A=t / q22““ +o(l). (A.3.5)
0

™

A sajatfiiggvényrendszer teljességét illetGen a Green fliggvényr6l szolo részre
hivatkozunk (A.4.6. kovetkezmény). O

A.4. Green fiiggvény, m-fiiggvény és spektralfiigg-
vény

A.4.1. Definicio. Tekintsik az (A.1.1)-(A.1.2) Dirac egyenletet két tetszdleges
u,v megolddsdat! A

(%1

W(A) =W (u,v, \) = det (A.4.1)

Uy Uy
mennyiséget az (A.1.1)-(A.1.2) rendszer Wronsky determindnsdnak nevezzik.

Az x-t6l valo fliggést nem jeloltiik, mert, akiarcsak a Schrédinger esetben,
A.4.2. Allitas. A Wronsky determindns x-ben dllandd.

A.4.3. Allitas. [{7] Jelolje az (A.1.4)-(A.8.1)-(A.8.2) sajdtértékprobléma n.
sajdatértékét N, a hozzd tartozé normdlt sajdtfiiggvényt g,. Akkor a Green fiigg-
vény (Green mdtriz) a kovetkezdképpen dllithatd eld:

G(x,t,\) = lim Z 9" g" A% An. (A.4.2)

N—oo
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A sor minden 0 <z, t <m-re konvergens, x # t-re lokdlisan egyenletesen. Legyen
u ésv (A.1.1)-(A.1.2) egy-egy megolddsa, u az (A.3.1), v az (A.3.2) feltételek
mellett. x # t-re (A.1.1)-(A.1.2) Green figgvénye a

u(z, ol (5, N), <t

G(x,t,)\):{ Zgi w(t (), x>t (A.4.3)

alakban is elddll. A Green figgvényt az (A.1.1)-(A.1.2)-(A.3.1)-(A.3.2) problé-
ma sajdtértékeiben (u=c-v esetén) nem értelmezziik.

A.4.4. Allitas. Legyen f€L*([0,7],R?). Hay(z,\)= [ G(z,t,\) f(t) dt, akkor
JY (2, )+ Q(z)y(z, N) = Ay(z, \) + f(x). (A.4.4)

Legyen L az (A.1.4)-(A.3.1)-(A.3.2) sajatértékprobléma linearis operatora,
azaz legyen
Ly =Jy' +Q(x)y, (A.4.5)

DomlL = {y € LQ([()?’/T]?RZ)‘Z/D?JZ € AC(O,’/T),
y1(0) cosa—yo(0) sinaw = 0,y () cos f—ya(m) sin 3 =0} .

Legyen tovabba G : f(t) — [ G(x,t,\)f(t) dt, L* — L? folytonos linearis. Az
el6z6 allitasokat az L és a G operatorok segitségével a kovetkez&képpen fogal-
mazhatjuk meg:

A.4.5. Allitas. Ha \ nem sajdtérték, akkor
(L-ADGf=f,  felL(0,7],R?), (A.4.6)
G(L—N)y=y, y € Dom L. (A.4.7)

A 1.9.6. definici6 értelmében tehat —G az L operator rezolvense.

A.4.6. Kovetkezmény. Az (A.1.4)-(A.3.1)-(A.3.2) sajdtértékprobléma y,, sa-
jdtfiigguényei teljes ortonormdlt rendszert alkotnak az L*([0, 7], R?) térben.

Bizonyitds. Ha f € L*([0, 7], R?) az dsszes sajatfiiggvényre merdleges, akkor az
el6z6 els allitas és az (A.4.6) egyenlGség miatt f = 0. O

A .4.7. Definicié. Jelilje u(x,\) (A.1.1)-(A.1.2) u1(0,\) = sina, uy(0,\) =
=cos « kezdeti értékekbdl induld megolddsdt. A o(\) spektrdlfiigguény egy jobbrdl
folytonos lépcsds fdggvény, ami az (A.1.4)-(A.3.1)-(A.3.2) sajdtértékprobléma
sajdtértékeiben ugrik e /\)HQ -t, tovdbbd p(0) = 0.

Lathato, hogy a spektralfiiggvény fiigg a definicibban 6nkényesen megvélasz-
tott kezdeti feltételekbdl indul6 megoldastol. Segitségével dtfogalmazhatjuk a
Green fiiggvény els6 elGallitasat:
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A .4.8. Tétel.

Gla,t\) = pov. / h “(x’:)_“;(t’ N do(0). (A.4.8)
A.4.9. Allitas (Spektralfiiggvény tulajdonsigai). f € L?([0, 7], R?)-re létezik
FO\) = /0 " )T () de, (A.4.9)

és
o) = /R POy, A) do()). (A.4.10)

A.4.10. Definici6. Jeldlje v(z, \) az (A.1.1)-(A.1.2) rendszer vi(m, \) =sin 3,
vo(m, \) = cos 3 végpontbeli feltételeket kielégité megolddsdt. Akkor az

- UQ(O, )\)
N U1 (0, )\)

ms(\) (A.4.11)

figguényt az (A.1.4)-(A.3.1)-(A.3.2) sajdtértékprobléma m-figguényének nevez-

A.4.11. Allitas (m-fiiggvény tulajdonsagai). Az m-figguény meromorf, gyékei
és polusai valdsak, eqyszeresek, tovdbbd

(a) SA>0-ra Sm(A) >0,
(b) Neo(a,B) <= m(\) =cota.
A.4.12. Tétel. [30] Legyen m,, g = mese—sine Ay (A 1.4)-(A.8.1)-(A.3.2) sa-

m sin a+4cos a *

jatértékprobléma m-fiigguénye és spektrdalfigguénye kozott a kovetkezd dsszefiig-
gés dll fenn:

1
Ma (%) :p.v./ do(N), (A.4.12)
RA—Z
valamint o folytonossdgi pontjaiban
1 p
o(p)—o(A) ==lim [ Smqag(z+ie) dz. (A.4.13)

T €l0 A
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