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A disszertacio harom nagyobb témakorrel foglalkozik, amelyek a kovetkezOk:
kémiai reakciok kvadratikus elsé integraljai, mikroszkopikus reverzibilitds vagy
reszletes kiegyensulyozottség ioncsatorndkban és hatarciklusok kémiai reakciok
modelljeiben. A fébb eredmények a kovetkezék.

1. Tranziens viselkedés—kvadratikus elsé integralok

Tomeghatas tipusu kinetikai di Cerencialegyenletek olyan osztalyait hataroztuk meg,
amelyeknek van kvadratikus els6 integrélja [7]. Az els6 integralok megtalalasanak
f6 eszkdoze polinomok egyltthatdinak 0sszehasonlitasa volt, figyelembe véve,
hogy a kinetikai dilerencialegyenletek olyan polinomialis dilerkncidlegyenletek,
amelyekben nincs an. negativ kereszthatas. Megvizsgaltuk a tdmegmegmaradas
feltételeit is, és igazoltuk, hogy ez kizarja bizonyos tipusu kvadratikus els6 integralok
létezését. Az egyes osztalyokba tartozd dilerkencialegyenletekhez konstrualtunk
kémiai reakciokat is.

1.1. Kvadratikus els6 integralok létezése és nemlétezése—

Diagonalis els6 integralok
Tétel 1 Tekintsuk a kovetkez6 di Lerkncidlegyenlet-rendszert:

X =Fm (X X200 Xm); (M=1;::1,M) 1)

. ¢ , . ¢
Fn(Xi;X2; 1100 Xm) = AmpXp + BmipXmXp
p=1 p=1
p&Em
D2 ¢ . ¢
m .
+ ChigXpXq + DmpXp + Em: (2)
p;a=1 p=1
p<q
p&m;qé&m

Tegyuk fel, hogy a di[erkncidlegyenlet-rendszer kinetikai. A
V(X1 X210 Xm) = apXe + apXs + + ayxs,

figgvény (ahol a,, > 0, m = 1;2;:::; M) pontosan akkor elsd integralja a fenti
rendszernek, ha az F, fuggvények a kovetkez6 alakuak, ahol Ky, 0:

X

TR — 2 .
p=1 p=1
p&m p&m



Példa 1 Legyen M =2 és V (X;y) = x? + y2. Ekkor az egyenletrendszer

0 — 2

x'=ay? bxy; y'=bx? axy 4

ami tekinthet6 ugy, mint a kovetkez0 reakcid altal indukalt di Lerkncialegyenlet:

a b b a

X X+Y "ry 2x Pmox+vy 2y f®EX+2V: (5)

Egy tipikus trajektoria a[2a] abran lathatd.
Példa 2 Legyen M = 3 és V (X;y;z) = x? +y? + z2. Ekkor az egyenletrendszer

X' =ay? +bz> cxy exz
y'=cx?+dz? axy fyz (6)
' =ex?+fy? bxz dyz

(ahol a;b;c; d;e; f nemnegativ egyutthatok), ami tekinthetd gy, mint az [1} abran

lathato reakci6 altal indukalt di Cerencialegyenlet. Egy tipikus trajektdria a[2bj&4bran
lathato.

Y —<—¢d— vz

A

2Y+7 -—F 2Y a—> X+2Y
\\ / X+27 -—p—— 27 ——d—» Y+2Z
X —a—ph—— X417 2X+Y -—p 2X — > 2X+Z

1. abra. 3 dimenzids rendszer kvadratikus els6 integrallal

A kovetkezd eredmény azt mutatja, hogy (sulyozott) négyzetdsszeg nem lehet
els6 integrél, ha teljestl a tdomegmegmaradas.

Tétel 2 Tekintsik az di Cerkncialegyenlet-rendszert, ahol az F, fliggvények
alakja a (2)-beli. Tegytk fel, hogy a dilerencialegyenlet-rendszer kinetikai, és
teljestl a kinetikai tomegmegmaradas. Ekkor a

V(X1 X2, 110 Xm) = apXe + apXs +  + ayXxs,

figgvény (ahol a,, & 0 minden m-re) pontosan akkor elsd integrélja az
rendszernek, ha minden m-re
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2. abra. (@) A rendszer trajektoriai, ahol a = 2;b = 3 és a kezd6pont
x(0) =1,y(0) =0:

(b) A () rendszer trajektorii, ahol a = 2;b = 3;c = 4;,d =5;e = 6;f =7 és a
kezddpont x(0) = B5;y(0) = #5;2(0) = O:

Tétel 3 Tekintsuk a kovetkez6 di Lerkncidlegyenlet-rendszert:

X, = Xe (Xuonxkayniinynz), (k=15 K)
yi = Y (Xeinxksyniinyoz); (1=1:L) @)
' = Z (Xqiin Xk Yy z)

ahol az Xy; Y,; Z fuggvények a valtozok kvadratikus polinomjai, és K; L pozitiv egé-
szek. Tegyuk fel, hogy az egyenlet Kinetikai és teljesil a kinetikai tdtmegmegma-
radéas valamely pozitiv %%; % ;%* szamokkal (k = 1;:::;K;1 = 1;:::;L). Ekkor
a

V(Xe i Xk Y iYL z) = anxé +agxk by iiboy?
figgvény (ahol ax > 0, b; > 0 minden k; I-re) pontosan akkor els6 integralja a
rendszernek, ha

XK
Xe(Xe; i Xk Yoy z) = bAYiZz, (k=1;:::;K)

=1
p_¢
Yi(Xe; i Xk Y i yL z) = akAixkz; (I=1;:::;L)
k=1 1
D ¢ X )
Z = %’k‘Xk+ %¥Y|
k=1 1=1

ahol Ay 0 minden k;l-re. Ha K =0 vagy L =0, akkor Xy =Y, =Z =0.
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Példa 3 Ha V(x;y;z) = x2 y? és % = % = % = 1, akkor az egyenletrendszer
(a 0
" = ayz
" = axz

2’ = axz ayz (8)

Egy lehetséges reakcid a kovetkez6:
X+Z "B X+Y % Y+Z

Példa 4 Ha V (X1 X2, Y1;Y2,Z) = X2+ X3 y2 y2és W =W =% =% =% =
akkor az egyenletrendszer (a;b;c;d 0):

x] = ay,z + by,z Yyl = axqZ + CXpZ

Xy = cy1Z + dy,z Yo = bx1Z + dx,z

= X5 x5 Y 9)
Egy lehetséges reakcié a kovetkezd:

X1 +Z ¥ aY;+bY,+X; + (1l-ah)Z
X, +2Z 0oy, +dY, + X + (1-c-d)Z
Yi+Z 'V aX; +cX, + Y+ (1-ac)Z
Y,+2Z ¥ bXy+dX, + Y, + (1-b-d)Z

Egy maésik lehetséges reakcio lathat6 a[3 abran.

X, +Y, «—pe—— Y +Z

SN,

X, +Z Xi+Y,
XX +Y X, +Z
Y>+Z —b——b X +Y,

3. dbra. Kémiai reakcio a (9) rendszerhez.



1.2. Az elsO integral kétvaltozés kvadratikus alak

Most olyan elsd integralokat vizsgalunk, amelyek kétvaltozos kvadratikus homogén
polinomok, azaz V (x;y) = ax? + 2bxy + cy? alakuak. Az altalanossag megszoritasa
nélkil feltehetd, hogy a > 0 és b & 0. Tekintsik a kovetkez6 di[erencialegyenlet-
rendszert:

X! =A;X2+B1Xy+C1y?+DX+E 1 y+F;
Y =A,X2+B,oxy+Coy2+Dox+E,y+F, (10)

és tegyuk fel, hogy az egyenlet kinetikai. Ekkor teljestilnek a kovetkezé allitasok.

Tétel 4 A V(X;y) = ax? + 2bxy + cy? fuggvény (ahol a > 0, ¢ > 0, ac b &
0) pontosan akkor elsG integralja a rendszernek, ha az a kovetkezé alakd
(K O;L 0)

x'= bKx?+( cK + bL)xy+cLy?
y'= aKx?+ (bK alL)xy bLy? (11)

Ha a rendszerben teljesiil a kinetikai tomegmegmaradas, akkor x* =y’ = 0.

Tétel 5 A V(X;y) = ax® + 2bxy + cy? fuggvény (ahol a > 0, b > 0, ¢ > 0,
ac b? = 0) pontosan akkor elsé integralja a rendszernek, ha az a kovetkezd
alaki (K 0O;L 0O;M O;N 0, S tetszbleges):

x' = bKx?+cSxy+cLy? bMx+cNy
y'= aKx?® bSxy bLy?+aMx bNy (12)

Ha a (12)) rendszerben teljesul a kinetikai tdmegmegmaradas valamely %;; %, pozitiv
szdmokkal, akkor a kovetkezd alaku:

X = U Kx2+%,Sxy+U,Ly?  %,Mx+%,Ny
Yy = U KX? %Sxy %Ly*+% Mx %Ny (13)

Tétel 6 A V(X;y) = ax®> 2bxy + cy? fuggvény (ahol a > 0, b > 0, ¢ > 0,
ac b? = 0) pontosan akkor els6 integralja a rendszernek, ha az a kdvetkezd
alaki (K 0O;L O;M O;N 0;R 0, S tetsz6leges):

X! =bKx?+cSxy+cLy?+bMx+cNy+cR
y! =aK x?+bSxy-+bLy?+aM x+bNy+bR (14)

Ha a rendszerben teljestil a kinetikai tomegmegmaradas, akkor x” =y’ = 0.



Tétel 7 A V(x;y) = ax?+ 2bxy cy? fuggvény (ahola > 0, ¢ > 0, b 6 0)
pontosan akkor els® integralja a (10) rendszernek, ha az a kdvetkez® aldku (0;
L oM 0):

x°= bKx?+(cK bL)xy+cLy? bMx+cMy

yo= aKx?+(bK + aL)xy+ bLy?+ aMx+bMy (15)

Ha a (15) rendszerben teljesul a kinetikai tomegmegmaradas, akkdY= y°=0.

Tétel 8 A V(x;y) = ax?+ 2bxy fuggvény (ahol @ > 0, b6 0) pontosan akkor els®
integrélja a (10) rendszernek, ha az a kbvetkez® alakl ( O;M 0, S tetsz®leges):

x%= bKx2 bSxy bMx
yo= aKx?+(bK + aS)xy+bSy+aMx+bMy (16)

Ha a (16) rendszerben teljesul a kinetikai tomegmegmaradas, akkdt= y°=0.

Megjegyzés 1 A (11) rendszer stacionarius pontjai a kovetkez®k: (1)x;y) =
(0;0); (2) halL 6 0 ésK 6 0, akkory = %x; (3) haL =0, akkor x = 0; (4)

haK =0, akkory =0. Haac I? > 0, akkor a trajektoriak ellipszisek, ha pedig
ac I? < 0, akkor a trajektériak hiperbolak, ahogy ez a 4a és 4b abran lathato.
Példak reakcidkra és a trajektdridkra a (11) rendszernél:

Példa5 Haa=2;b=1;c=3;K =1;L =1, akkor a rendszer alakja

x%= x% 2xy+3y?
y'=2x" xy oy

Egy lehetséges reakcid a kdvetkez®:

2 1 1 2 1 3

2X+Y 2X! X X+Y ! Y 2Y! X+2Y

Példa 6 Haa=2;b= 3;c=2;K =1;L =1, akkor a rendszer alakja

x?=3x? Bxy+2y?
yo= x? 4xy+3y?

Egy lehetséges reakcio a kovetkez®:

2X+Y ' o2x1® 3X
X+2Y % 2v1?® 3y
X 4 xX+vy1° vy



(@a=2;b=1;c=3;K=1;L=1 (b) a=1;b= 3c=2;K=1;L=1

4. bra. Trajektoriak az 5. és 6. példahoz

1.3. Eltolt négyzettsszeg

Tétel 9 Tekintsik a (10) dierencidlegyenlet-rendszert, és tegytk fel, hogy a
rendszerkinetikai . A V(x;y) = (x + a)®> + (x + b)? fuggvény pontosan akkor
els® integralja a (10) rendszernek, ha az a kovetkez® alaku:

x°= Ay(y+ b Bx(y+ b= Ay? Bxy bBx+ bAy

yo=Bx(x + a) Ay(x+ a)=Bx?> Axy + aBx aAy (17)

aholA OB 0;a O;b 0. Haa< 0, akkorB =0, és hab <0, akkor A =0.
Ebb®I kbvetkezik, hogy az els® siknegyedben nincs periodikus palya.

Ha V(x;y) = (x+1)?+(y+1)2, akkor az egyenletek és a reakciok:

x°= Ay?2 Bxy Bx+ Ay
y'= Bx? Axy + Bx Ay



2. Stacionarius viselkedés

Az ioncsatorndk témeghatas tipusu determinisztikus kinetikai modelljei rendszerint
olyan modellek, amelyekre teljesil a részletes kiegyensulyozottsag (vagy mikrosz-
kopikus reverzibilitas) elve. Ennek két célja van: egyrészt hogy az ilyen modellek
0sszhangban legyenek a termodinamika térvényeivel, masrészt hogy kevesebbet kell-
jen mérni, mivel a részletes kiegyensulyozottsagot biztositd feltételek csokkentik a
mérend® sebességi egyutthatok szamat. Megvizsgaltunk tébb olyan ioncsatorna-
modellt, amelyek a szakirodalom alapjan részletesen kiegyensulyozottak, azonban
ezek a modellek egyrészt megsértik a tbtmegmegmaradas elvét, masrészt ezekben
az esetekben csak a szlkséges feltételeket (az un. korfeltételeket) veszik gyelem-
be. Megmutattuk, hogy az ioncsatorna-modellek olyan speciélis struktaraval ren-
delkeznek, ami a pontatlan feltevések ellenére helyes kovetkezményekhez vezet. A
modelleket atalakitottuk ugy, hogy teljestljon rajuk a tomegmegmaradas, és alkal-
maztuk a részletes kiegyensulyozottsagot biztositd sziikséges és elégséges feltételeket
(az un. korfeltételeket és feszit®fa-feltételeket). A f® eredményiink az, hogy az ismert
ioncsatorna-modellek rekeszrendszerek, ezért eredetileg nulla de cienciajuak, majd
atalakitva ezeket a tomegmegmaradas gyelembevételével, az igy kapott modellek-
ben nem lesz kor, ezért elegend® csak a feszit®fa-feltételeket ellen®rizni. Erdekes
eredmény, hogy a transzformalt modellekre vonatkoz6 feszit®fa-feltételek pontosan
ugyanazok, mint az eredeti modellekre vonatkozé korfeltételek. Az eredmények meg-
talalhatok a [6] cikkben és rovid, vazlatos formaban [4]-ben.

2.1. A f® eredmény - A stratégia

Az ioncsatorndk mikodése reverzibilis kémiai reakciokkal modellezhet®, amelyek
rendszerint négyzetradcsos szerkezetfek.  Abbol a célbdl, hogy a részletes
kiegyensulyozottsagot biztosito feltételeket ellen®rizhessik az eredeti és az
atalakitott modellben, a kdvetkez® jeldléseket és eljarast alkalmazzuk.

Legyen rendre M;P; ;N;L;S;K és M%P% CNOC | CSCKO a7 anyagfajtak
szama, a reakcioparok szama, a de ciencia, a komplexek szama, a lancosztalyok
szama, a sztdchiometriai altér dimenzidja (azaz a fuggetlen reakciolépések szama)
es a fuggetlen korok szama az eredeti €s a transzformalt rendszerben.

Feinberg tételét alkalmaztuk, mely szerint egy reverzibilis kémiai reakciorendszer
pontosan akkor részletesen kiegyensulyozott, ha a sebességi egyutthatdkra teljesul
aP (N L) szamu korfeltétel és a szamu feszit®fa-feltétel. A korfeltételek
a kovetkez®képpen irhatok fel: egy tetsz®leges feszit® fat valasztva az FHJ-
grafban, megadhatoP (N L) szamu fuggetlen kor, és minden ilyen kor
mentén az éramutato jarasaval megegyez® és ellentétes irAnyban kdrbehaladva, a
sebességi egyttthatok szorzata egyenl®. A feszit®fa—fe|tételeis megfogalmazasahoz
feltesszuk, hogy a feszit® fanak adott egy iranyitasa. Ekkor a . ,ajvj = 0
vektoregyenletnek szamu flggetlen megoldasa lesz, ahol az 0sszeget azokra a
reakciolepésekre irjuk fel, amelyek az iranyitott feszit® faban szerepelnekyvgs
a megfelel® reakcidlépest megado vektor. Ezekkelagzegyutthatokkal a feszit®fa-
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feltételeket megadd egyenletek™ k
egyutthato.

Minden vizsgalt eredeti (nem tdmegmeg®rz®) ioncsatorna-modell formalisan
rekeszrendszer, azaz minden komplex egyetlen anyagfajtabdl all, és minden
anyagfajta kilonb6z®. Ez azt jelenti, hogy ezek a modellek nulla de cienciajuak,
igy esetikben a korfeltételek 6nmagukban sziikségesek és elégségesek a részletes
kiegyensulyozottsaghoz.

Mi atalakitottuk ezeket a modelleket Ugy, hogy teljesiuljon bennik a
tomegmegmaradas, €s ugyanazt a zikai jelenséget irjak le. A transzformalt
modellek a kdvetkez® tulajdonsagokkal rendelkeznek.

k!

i = i » ahol kj a megfelel® sebességi

1. Az éatalakitott rendszerben nincs kor.
2.5=8°

3.NO L0 80= 0=K

4

. Az eredeti rendszerbeli korfeltételek ekvivalensek a transzformalt rendszerbeli
feszit®fa-feltételekkel.

Megfogalmaztunk egy lemméat, melynek segitségével tobb modellt megvizsgal-
tunk, majd a f® eredményt formalisan is igazoltuk.

2.2. Lemma

Tekintslink egy iranyitott grafot, melynek élei és csucsai egy sikbeli négyzetracs élei
és cslcsai. Tegyik fel, hogy a grafnak csticsa van, és @-edik csticshoz aR"*? -
beliy; vektort rendeljik ugy, hogy ezek a vektorok linearisan fliggetlenek. Legyenek
c1 ésc, olyan R"*2-beli vektorok, amelyek egymastél is és mindey, vektortdl is
linearisan fliggetlenek. Jeldljes; az i csicsbol aj cstcsba mutatd iranyitott élt,
és mindene; élhez rendeljuk hozza avy = y; vy, vektort. De nialjuk az uj
vektorokat a kovetkez®képpen. He; az x tengelyhez képest pozitiv, illetve negativ
iranyba mutat, akkor legyen rendreuj = vjj Cy, illetve uj := vj + ¢;. Hasonloan,
ha g; azy tengelyhez képest pozitiv, illetve negativ iranyba mutat, akkor legyen
rendreuj = v Cy, illetve uj = vy + c,. Jeldlje spariv; g av; vektorok altal
kifeszitett alteret.

Lemma 1 Ezekkel a feltételekkel teljestilnek a kdvetkez® allitasok.

P P
1. A grafban minden iranyitott kor menten g vy = aju; = 0, ahol
aj := 1, ha a graf élei és a kor ugyanugy vannak iranyitva, ég = 1
kilonben.

2. A sparfvj g és spafiu; g dimenzidjan 1.

10



(@) (b)

5. dbra. Négyzetracs iranyitott élekkel

Megjegyzés 2 Nyilvanvald, hogy a lemma allitasai akkor is teljestuilnek, he; vagy
c, a nulla vektor, vagy ha a graf tartalmaz olyan élt, ami nem része kérnek. A
lemma allitasai olyan grafokra is igazak, amelyek dimenziés k  3) kockaracsbdl
allnak.

2.3. Példak

A kovetkez® harom példaban (6., 7. és 8. abra) a bal oldali abran lathato az
eredeti rendszer, a jobb oldali abran pedig a transzformalt rendszer egy iranyitott
feszit® faval. Mindkét rendszer reverzibilis, az élek irdnyitasara a feszit®fa-
feltételek felirhsa miatt van sziikség. Az anyagfajtak szamozasa és a reakcidvektorok
irAnya is tetsz®leges, de ezek mindkét rendszerben egymasnak megfelel®en vannak
megvalasztva. A lemma felhasznalasaval igazoltuk, hogy az eredeti rendszerbeli
korfeltételek ekvivalensek a transzformalt rendszerbeli feszit®fa-feltételekkel.

2.4. Négyzetracsos szerkezet{ reakciok

Tekintslik reverzibilis rekeszrendszerek egy specialis osztalyat, ahol az anyagfajtak

ezek az atomok egy receptorhoz kapcsolodnak, amelyet nem tiintettink fel, mivel nem
jatszik szerepet a szamolasokban. Jel(')ljeCﬁ;}lG)Z(2 e GED anyagfajtanak megfelel®

hogy csak a kdvetkez® reakcidlépések mennek végbanyagfajtak atomszerkezetét
gyelembe véve

(X1;X2;111,Xp) (X135 %2511 Xd 13 Xd + 15 Xae 5115 Xp) (18)
(0O Xqg ps Lpa2N;d=1;2:::;D): (19)
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(@ M =10;N =10;L =1; (b)y M9=11;N%=14;L°=3;
S=9; = =2 S0=9; 0=2:K0=0

6. &bra. Az 1 glicin csatorna modellje, aholA az agonista, éR, F ésF jeloli
rendre a receptor zart (aktivalhatd), nyitott és inaktiv (nem aktivalhatd) allapotat

(@M =11;N =11;L =1; (b) M9=13;N%=22;L%=8;
S=10; =0;K =4 S°=10; °=4;K°=0

7. 4bra. Receptor két kot®hellyel aA ésG agonistdk szamara

Ez azt jelenti, hogy a reakcié Feinberg,Horn Jackson-grafja (FHJ-graf) egy olyan
kockaracs az els® ortansban, melyn(%{‘?:l (pg + 1) csucsa van.

Mivel az atomok nem ®rz®dnek meg a fenti reakcidban, ezért azt megprdobaljuk
agy javitani, hogy az Uj modell mar mentes legyen ett®l a hibatol, és ugyanazt a
zikai jelenséget irja le. Ebb®I a célbol bevezetink szamu G, egy atombdl allé

anyagfajtat legyenek ezekGY(d=1;2;:::;D) , és a kovetkez® reakciolépéseket:
eq+(X1;X2; 111 Xp)  (XaiXg;iiiiXa+ 1111 Xp); (20)
ahol e4 a d-edik standard bazisvektor.
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