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A disszertáció három nagyobb témakörrel foglalkozik, amelyek a következők:
kémiai reakciók kvadratikus első integráljai, mikroszkopikus reverzibilitás vagy
részletes kiegyensúlyozottség ioncsatornákban és határciklusok kémiai reakciók
modelljeiben. A főbb eredmények a következők.

1. Tranziens viselkedés—kvadratikus első integrálok
Tömeghatás típusú kinetikai differenciálegyenletek olyan osztályait határoztuk meg,
amelyeknek van kvadratikus első integrálja [7]. Az első integrálok megtalálásának
fő eszköze polinomok együtthatóinak összehasonlítása volt, figyelembe véve,
hogy a kinetikai differenciálegyenletek olyan polinomiális differenciálegyenletek,
amelyekben nincs ún. negatív kereszthatás. Megvizsgáltuk a tömegmegmaradás
feltételeit is, és igazoltuk, hogy ez kizárja bizonyos típusú kvadratikus első integrálok
létezését. Az egyes osztályokba tartozó differenciálegyenletekhez konstruáltunk
kémiai reakciókat is.

1.1. Kvadratikus első integrálok létezése és nemlétezése—
Diagonális első integrálok

Tétel 1 Tekintsük a következő differenciálegyenlet-rendszert:

x0m = Fm � (x1; x2; : : : ; xM); (m = 1; : : : ;M) (1)

ahol az Fm függvények a változók kvadratikus függvényei, azaz

Fm(x1; x2; : : : ; xM) =
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Tegyük fel, hogy a differenciálegyenlet-rendszer kinetikai. A

V (x1; x2; : : : ; xM) = a1x
2
1 + a2x
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M

függvény (ahol am > 0, m = 1; 2; : : : ;M) pontosan akkor első integrálja a fenti
rendszernek, ha az Fm függvények a következő alakúak, ahol Km;p � 0:
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Példa 1 Legyen M = 2 és V (x; y) = x2 + y2. Ekkor az egyenletrendszer

x0 = ay2 � bxy; y0 = bx2 � axy (4)

ami tekinthető úgy, mint a következő reakció által indukált differenciálegyenlet:

X
a �� X + Y

b��! Y 2 X
b��! 2 X + Y 2 Y

a��! X + 2 Y: (5)

Egy tipikus trajektória a 2a ábrán látható.

Példa 2 Legyen M = 3 és V (x; y; z) = x2 + y2 + z2. Ekkor az egyenletrendszer

x0 = ay2 + bz2 � cxy � exz
y0 = cx2 + dz2 � axy � fyz (6)
z0 = ex2 + fy2 � bxz � dyz

(ahol a; b; c; d; e; f nemnegatív együtthatók), ami tekinthető úgy, mint az 1. ábrán
látható reakció által indukált differenciálegyenlet. Egy tipikus trajektória a 2b ábrán
látható.

1. ábra. 3 dimenziós rendszer kvadratikus első integrállal

A következő eredmény azt mutatja, hogy (súlyozott) négyzetösszeg nem lehet
első integrál, ha teljesül a tömegmegmaradás.

Tétel 2 Tekintsük az (1) differenciálegyenlet-rendszert, ahol az Fm függvények
alakja a (2)-beli. Tegyük fel, hogy a differenciálegyenlet-rendszer kinetikai, és
teljesül a kinetikai tömegmegmaradás. Ekkor a

V (x1; x2; : : : ; xM) = a1x
2
1 + a2x

2
2 + � � �+ aMx

2
M

függvény (ahol am 6= 0 minden m-re) pontosan akkor első integrálja az (1)
rendszernek, ha minden m-re

Fm(x1; x2; : : : ; xM) = 0:
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(a) (b)

2. ábra. (a) A (4) rendszer trajektóriái, ahol a = 2; b = 3 és a kezdőpont
x(0) = 1; y(0) = 0:
(b) A (6) rendszer trajektóriái, ahol a = 2; b = 3; c = 4; d = 5; e = 6; f = 7 és a
kezdőpont x(0) = 1p

2
; y(0) = 1p

2
; z(0) = 0:

Tétel 3 Tekintsük a következő differenciálegyenlet-rendszert:

x0k = Xk � (x1; : : : ; xK ; y1; : : : ; yL; z); (k = 1; : : : ; K)

y0l = Yl � (x1; : : : ; xK ; y1; : : : ; yL; z); (l = 1; : : : ; L) (7)
z0 = Z � (x1; : : : ; xK ; y1; : : : ; yL; z)

ahol az Xk; Yl; Z függvények a változók kvadratikus polinomjai, és K;L pozitív egé-
szek. Tegyük fel, hogy az egyenlet kinetikai és teljesül a kinetikai tömegmegma-
radás valamely pozitív %x

k; %
y
l ; %

z számokkal (k = 1; : : : ; K; l = 1; : : : ; L). Ekkor
a

V (x1; : : : ; xK ; y1; : : : ; yL; z) = a1x
2
1 + : : : aKx

2
K � b1y

2
1 � : : : bLy

2
L

függvény (ahol ak > 0, bl > 0 minden k; l-re) pontosan akkor első integrálja a (7)
rendszernek, ha

Xk(x1; : : : ; xK ; y1; : : : ; yL; z) =
LX

l=1

blAk;lylz; (k = 1; : : : ; K)

Yl(x1; : : : ; xK ; y1; : : : ; yL; z) =
KX

k=1

akAk;lxkz; (l = 1; : : : ; L)

Z = �

 
KX

k=1

%x
kXk +

LX
l=1

%y
l Yl

!
ahol Ak;l � 0 minden k; l-re. Ha K = 0 vagy L = 0, akkor Xk = Yl = Z = 0.
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Példa 3 Ha V (x; y; z) = x2 � y2 és %x = %y = %z = 1, akkor az egyenletrendszer
(a � 0):

x0 = ayz

y0 = axz

z0 = �axz � ayz (8)

Egy lehetséges reakció a következő:

X + Z
a��! X + Y

a �� Y + Z

Példa 4 Ha V (x1; x2; y1; y2; z) = x2
1 + x2

2 � y2
1 � y2

2 és %x
1 = %x

2 = %y
1 = %y

2 = %z = 1,
akkor az egyenletrendszer (a; b; c; d � 0):

x01 = ay1z + by2z y01 = ax1z + cx2z

x02 = cy1z + dy2z y02 = bx1z + dx2z

z0 = �x01 � x02 � y01 � y02 (9)

Egy lehetséges reakció a következő:

X1 + Z
1��! aY1 + bY2 + X1 + ( 1-a-b)Z

X2 + Z
1��! cY1 + dY2 + X2 + ( 1-c-d)Z

Y1 + Z
1��! aX1 + cX2 + Y1 + ( 1-a-c)Z

Y2 + Z
1��! bX1 + dX2 + Y2 + ( 1-b-d)Z

Egy másik lehetséges reakció látható a 3. ábrán.

3. ábra. Kémiai reakció a (9) rendszerhez.
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1.2. Az első integrál kétváltozós kvadratikus alak

Most olyan első integrálokat vizsgálunk, amelyek kétváltozós kvadratikus homogén
polinomok, azaz V (x; y) = ax2 + 2bxy + cy2 alakúak. Az általánosság megszorítása
nélkül feltehető, hogy a > 0 és b 6= 0. Tekintsük a következő differenciálegyenlet-
rendszert:

x0 =A1x
2+B1xy+C1y

2+D1x+E1y+F1

y0 =A2x
2+B2xy+C2y

2+D2x+E2y+F2 (10)

és tegyük fel, hogy az egyenlet kinetikai. Ekkor teljesülnek a következő állítások.

Tétel 4 A V (x; y) = ax2 + 2bxy + cy2 függvény (ahol a > 0, c > 0, ac � b2 6=
0) pontosan akkor első integrálja a (10) rendszernek, ha az a következő alakú
(K � 0; L � 0):

x0 =�bKx2+(�cK + bL)xy+cLy2

y0 = aKx2+ (bK � aL)xy�bLy2 (11)

Ha a (11) rendszerben teljesül a kinetikai tömegmegmaradás, akkor x0 = y0 = 0.

Tétel 5 A V (x; y) = ax2 + 2bxy + cy2 függvény (ahol a > 0, b > 0, c > 0,
ac � b2 = 0) pontosan akkor első integrálja a (10) rendszernek, ha az a következő
alakú (K � 0; L � 0;M � 0; N � 0, S tetszőleges):

x0 =�bKx2+cSxy+cLy2�bMx+cNy

y0 = aKx2�bSxy�bLy2+aMx�bNy (12)

Ha a (12) rendszerben teljesül a kinetikai tömegmegmaradás valamely %1; %2 pozitív
számokkal, akkor a következő alakú:

x0 =�%2Kx
2+%2Sxy+%2Ly

2�%2Mx+%2Ny

y0 = %1Kx
2�%1Sxy�%1Ly

2+%1Mx�%1Ny (13)

Tétel 6 A V (x; y) = ax2 � 2bxy + cy2 függvény (ahol a > 0, b > 0, c > 0,
ac � b2 = 0) pontosan akkor első integrálja a (10) rendszernek, ha az a következő
alakú (K � 0; L � 0;M � 0; N � 0; R � 0, S tetszőleges):

x0 =bKx2+cSxy+cLy2+bMx+cNy+cR

y0 =aKx2+bSxy+bLy2+aMx+bNy+bR (14)

Ha a (14) rendszerben teljesül a kinetikai tömegmegmaradás, akkor x0 = y0 = 0.
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Tétel 7 A V(x; y) = ax2 + 2bxy � cy2 függvény (ahol a > 0, c > 0, b 6= 0)
pontosan akkor els® integrálja a (10) rendszernek, ha az a következ® alakú (K � 0;
L � 0; M � 0):

x0 = � bKx2+( cK � bL)xy+ cLy2� bMx+ cMy

y0 = aKx 2+( bK + aL)xy+ bLy2+ aMx+ bMy (15)

Ha a (15) rendszerben teljesül a kinetikai tömegmegmaradás, akkorx0 = y0 = 0.

Tétel 8 A V(x; y) = ax2 + 2bxy függvény (ahol (a > 0, b6= 0) pontosan akkor els®
integrálja a (10) rendszernek, ha az a következ® alakú (K � 0; M � 0, S tetsz®leges):

x0 = � bKx2� bSxy � bMx

y0 = aKx 2+( bK + aS)xy+ bSy2+ aMx+ bMy (16)

Ha a (16) rendszerben teljesül a kinetikai tömegmegmaradás, akkorx0 = y0 = 0.

Megjegyzés 1 A (11) rendszer stacionárius pontjai a következ®k: (1)(x; y) =

(0; 0); (2) ha L 6= 0 és K 6= 0, akkor y =
K
L

x; (3) ha L = 0, akkor x = 0; (4)

ha K = 0, akkor y = 0. Ha ac � b2 > 0, akkor a trajektóriák ellipszisek, ha pedig
ac � b2 < 0, akkor a trajektóriák hiperbolák, ahogy ez a 4a és 4b ábrán látható.
Példák reakciókra és a trajektóriákra a (11) rendszernél:

Példa 5 Ha a = 2; b= 1; c = 3; K = 1; L = 1, akkor a rendszer alakja

x0 = � x2� 2xy+3y2

y0 = 2x2� xy� y2

Egy lehetséges reakció a következ®:

2 X + Y 2 �� 2 X 1��! X 1 �� X + Y 2��! Y 1 �� 2 Y 3��! X + 2 Y

Példa 6 Ha a = 2; b= � 3; c = 2; K = 1; L = 1, akkor a rendszer alakja

x0 =3x2� 5xy+2y2

y0 = x2� 4xy+3y2

Egy lehetséges reakció a következ®:

2 X + Y 1 �� 2 X 3��! 3 X

X + 2 Y 2 �� 2 Y 3��! 3 Y

X 4 �� X + Y 5��! Y
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(a) a = 2 ; b = 1 ; c = 3 ; K = 1 ; L = 1 (b) a = 1 ; b = � 3; c = 2 ; K = 1 ; L = 1

4. ábra. Trajektóriák az 5. és 6. példához

1.3. Eltolt négyzetösszeg

Tétel 9 Tekintsük a (10) di�erenciálegyenlet-rendszert, és tegyük fel, hogy a
rendszerkinetikai . A V(x; y) = ( x + a)2 + ( x + b)2 függvény pontosan akkor
els® integrálja a (10) rendszernek, ha az a következ® alakú:

x0 = Ay(y + b)� Bx (y + b) = Ay2 � Bxy � bBx + bAy

y0 = Bx(x + a)� Ay(x + a) = Bx 2 � Axy + aBx � aAy (17)

ahol A � 0; B � 0; a � 0; b � 0. Ha a < 0, akkor B = 0, és hab < 0, akkor A = 0.
Ebb®l következik, hogy az els® síknegyedben nincs periodikus pálya.

Ha V(x; y) = ( x + 1) 2 + ( y + 1) 2, akkor az egyenletek és a reakciók:

x0 = Ay2 � Bxy � Bx + Ay
y0 = Bx 2 � Axy + Bx � Ay
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2. Stacionárius viselkedés

Az ioncsatornák tömeghatás típusú determinisztikus kinetikai modelljei rendszerint
olyan modellek, amelyekre teljesül a részletes kiegyensúlyozottság (vagy mikrosz-
kopikus reverzibilitás) elve. Ennek két célja van: egyrészt hogy az ilyen modellek
összhangban legyenek a termodinamika törvényeivel, másrészt hogy kevesebbet kell-
jen mérni, mivel a részletes kiegyensúlyozottságot biztosító feltételek csökkentik a
mérend® sebességi együtthatók számát. Megvizsgáltunk több olyan ioncsatorna-
modellt, amelyek a szakirodalom alapján részletesen kiegyensúlyozottak, azonban
ezek a modellek egyrészt megsértik a tömegmegmaradás elvét, másrészt ezekben
az esetekben csak a szükséges feltételeket (az ún. körfeltételeket) veszik �gyelem-
be. Megmutattuk, hogy az ioncsatorna-modellek olyan speciális struktúrával ren-
delkeznek, ami a pontatlan feltevések ellenére helyes következményekhez vezet. A
modelleket átalakítottuk úgy, hogy teljesüljön rájuk a tömegmegmaradás, és alkal-
maztuk a részletes kiegyensúlyozottságot biztosító szükséges és elégséges feltételeket
(az ún. körfeltételeket és feszít®fa-feltételeket). A f® eredményünk az, hogy az ismert
ioncsatorna-modellek rekeszrendszerek, ezért eredetileg nulla de�cienciájúak, majd
átalakítva ezeket a tömegmegmaradás �gyelembevételével, az így kapott modellek-
ben nem lesz kör, ezért elegend® csak a feszít®fa-feltételeket ellen®rizni. Érdekes
eredmény, hogy a transzformált modellekre vonatkozó feszít®fa-feltételek pontosan
ugyanazok, mint az eredeti modellekre vonatkozó körfeltételek. Az eredmények meg-
találhatók a [6] cikkben és rövid, vázlatos formában [4]-ben.

2.1. A f® eredmény - A stratégia

Az ioncsatornák m¶ködése reverzibilis kémiai reakciókkal modellezhet®, amelyek
rendszerint négyzetrácsos szerkezet¶ek. Abból a célból, hogy a részletes
kiegyensúlyozottságot biztosító feltételeket ellen®rizhessük az eredeti és az
átalakított modellben, a következ® jelöléseket és eljárást alkalmazzuk.

Legyen rendre M; P; �; N; L; S; K és M 0; P0; � 0; N 0; L0; S0; K 0 az anyagfajták
száma, a reakciópárok száma, a de�ciencia, a komplexek száma, a láncosztályok
száma, a sztöchiometriai altér dimenziója (azaz a független reakciólépések száma)
és a független körök száma az eredeti és a transzformált rendszerben.

Feinberg tételét alkalmaztuk, mely szerint egy reverzibilis kémiai reakciórendszer
pontosan akkor részletesen kiegyensúlyozott, ha a sebességi együtthatókra teljesül
a P � (N � L) számú körfeltétel és a� számú feszít®fa-feltétel. A körfeltételek
a következ®képpen írhatók fel: egy tetsz®leges feszít® fát választva az FHJ-
gráfban, megadhatóP � (N � L) számú független kör, és minden ilyen kör
mentén az óramutató járásával megegyez® és ellentétes irányban körbehaladva, a
sebességi együtthatók szorzata egyenl®. A feszít®fa-feltételek megfogalmazásához
feltesszük, hogy a feszít® fának adott egy irányítása. Ekkor a

P
(i;j ) aij v ij = 0

vektoregyenletnek � számú független megoldása lesz, ahol az összeget azokra a
reakciólépésekre írjuk fel, amelyek az irányított feszít® fában szerepelnek, ésv ij

a megfelel® reakciólépést megadó vektor. Ezekkel azaij együtthatókkal a feszít®fa-
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feltételeket megadó egyenletek
Q

kaij
ij =

Q
kaij

ji , ahol kij a megfelel® sebességi
együttható.

Minden vizsgált eredeti (nem tömegmeg®rz®) ioncsatorna-modell formálisan
rekeszrendszer, azaz minden komplex egyetlen anyagfajtából áll, és minden
anyagfajta különböz®. Ez azt jelenti, hogy ezek a modellek nulla de�cienciájúak,
így esetükben a körfeltételek önmagukban szükségesek és elégségesek a részletes
kiegyensúlyozottsághoz.

Mi átalakítottuk ezeket a modelleket úgy, hogy teljesüljön bennük a
tömegmegmaradás, és ugyanazt a �zikai jelenséget írják le. A transzformált
modellek a következ® tulajdonságokkal rendelkeznek.

1. Az átalakított rendszerben nincs kör.

2. S = S0

3. N 0 � L0 � S0 = � 0 = K

4. Az eredeti rendszerbeli körfeltételek ekvivalensek a transzformált rendszerbeli
feszít®fa-feltételekkel.

Megfogalmaztunk egy lemmát, melynek segítségével több modellt megvizsgál-
tunk, majd a f® eredményt formálisan is igazoltuk.

2.2. Lemma

Tekintsünk egy irányított gráfot, melynek élei és csúcsai egy síkbeli négyzetrács élei
és csúcsai. Tegyük fel, hogy a gráfnakn csúcsa van, és aj -edik csúcshoz azR n+2 -
beli y j vektort rendeljük úgy, hogy ezek a vektorok lineárisan függetlenek. Legyenek
c1 ésc2 olyan R n+2 -beli vektorok, amelyek egymástól is és mindeny j vektortól is
lineárisan függetlenek. Jelöljeeij az i csúcsból aj csúcsba mutató irányított élt,
és mindeneij élhez rendeljük hozzá av ij = y j � y i vektort. De�niáljuk az u ij

vektorokat a következ®képpen. Haeij az x tengelyhez képest pozitív, illetve negatív
irányba mutat, akkor legyen rendreu ij := v ij � c1, illetve u ij := v ij + c1. Hasonlóan,
ha eij az y tengelyhez képest pozitív, illetve negatív irányba mutat, akkor legyen
rendre u ij := v ij � c2, illetve u ij := v ij + c2. Jelölje spanf v ij g a v ij vektorok által
kifeszített alteret.

Lemma 1 Ezekkel a feltételekkel teljesülnek a következ® állítások.

1. A gráfban minden irányított kör mentén
P

aij v ij =
P

aij u ij = 0, ahol
aij := 1, ha a gráf élei és a kör ugyanúgy vannak irányítva, ésaij := � 1
különben.

2. A spanf v ij g és spanf u ij g dimenziója n � 1.
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(a) (b)

5. ábra. Négyzetrács irányított élekkel

Megjegyzés 2 Nyilvánvaló, hogy a lemma állításai akkor is teljesülnek, hac1 vagy
c2 a nulla vektor, vagy ha a gráf tartalmaz olyan élt, ami nem része körnek. A
lemma állításai olyan gráfokra is igazak, amelyekk dimenziós (k � 3) kockarácsból
állnak.

2.3. Példák

A következ® három példában (6., 7. és 8. ábra) a bal oldali ábrán látható az
eredeti rendszer, a jobb oldali ábrán pedig a transzformált rendszer egy irányított
feszít® fával. Mindkét rendszer reverzibilis, az élek irányítására a feszít®fa-
feltételek felírása miatt van szükség. Az anyagfajták számozása és a reakcióvektorok
iránya is tetsz®leges, de ezek mindkét rendszerben egymásnak megfelel®en vannak
megválasztva. A lemma felhasználásával igazoltuk, hogy az eredeti rendszerbeli
körfeltételek ekvivalensek a transzformált rendszerbeli feszít®fa-feltételekkel.

2.4. Négyzetrácsos szerkezet¶ reakciók

Tekintsük reverzibilis rekeszrendszerek egy speciális osztályát, ahol az anyagfajták
D 2 N számú különböz® atomból állnak, legyenek ezek példáulG1; G2; : : : ; GD , és
ezek az atomok egy receptorhoz kapcsolódnak, amelyet nem tüntetünk fel, mivel nem
játszik szerepet a számolásokban. Jelölje aG1

x1
G2

x2
: : : GD

xD
anyagfajtának megfelel®

vektort (x1; x2; : : : ; xD ) 2 ND
0 , és tegyük fel (ez a rendszer speciális tulajdonsága),

hogy csak a következ® reakciólépések mennek végbeaz anyagfajták atomszerkezetét
�gyelembe véve:

(x1; x2; : : : ; xD ) 
 (x1; x2; : : : ; xd� 1; xd + 1; xd+1 ; : : : ; xD ) (18)

(0 � xd � pd � 1; pd 2 N; d = 1; 2; : : : ; D): (19)
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(a) M = 10; N = 10; L = 1 ;
S = 9 ; � = 0 ; K = 2

(b) M 0 = 11; N 0 = 14; L 0 = 3 ;
S0 = 9 ; � 0 = 2 ; K 0 = 0

6. ábra. Az � 1� glicin csatorna modellje, aholA az agonista, ésR, F ésF � jelöli
rendre a receptor zárt (aktiválható), nyitott és inaktív (nem aktiválható) állapotát

(a) M = 11; N = 11; L = 1 ;
S = 10; � = 0 ; K = 4

(b) M 0 = 13; N 0 = 22; L 0 = 8 ;
S0 = 10; � 0 = 4 ; K 0 = 0

7. ábra. Receptor két köt®hellyel azA ésG agonisták számára

Ez azt jelenti, hogy a reakció Feinberg�Horn�Jackson-gráfja (FHJ-gráf) egy olyan
kockarács az els® ortánsban, melynek

Q D
d=1 (pd + 1) csúcsa van.

Mivel az atomok nem ®rz®dnek meg a fenti reakcióban, ezért azt megpróbáljuk
úgy javítani, hogy az új modell már mentes legyen ett®l a hibától, és ugyanazt a
�zikai jelenséget írja le. Ebb®l a célból bevezetünkD számú új, egy atomból álló
anyagfajtát � legyenek ezekGd (d = 1; 2; : : : ; D) �, és a következ® reakciólépéseket:

ed + ( x1; x2; : : : ; xD ) 
 (x1; x2; : : : ; xd + 1; : : : ; xD ); (20)

ahol ed a d-edik standard bázisvektor.
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