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,,A matematikusok mintdinak, miként a festo és a kolté mintainak, szépeknek kell lenniiik. A
gondolatoknak, miként a szineknek vagy a szavaknak, harmonikusan kell egymdshoz
illeszkedniiik. A szépség az elsé kritérium: a csunya matematikanak nincs tartos helye a
vilagban.”

G. H. Hardy

1 Bevezetés

Ez az értekezés kompakt feliiletek szimmetriacsoportjait targyalja. Ezért el6szor
Osszefoglaljuk a témahoz legsziikségesebb alapfogalmakat. Részletesen kortiljarjuk a feliilet
fogalmat és leirjuk a kompakt feliiletek fundamentalis csoportjait, valamint az univerzalis
fedofeliilet szerkesztését.

A dolgozat 3. fejezetében ismertetjiik vizsgalataink uj modszerét, a szamitogéppel
eloallitott feliiletkiteritéseket. [S 1998]. Ez azt jelenti, hogy meghatarozzuk egy 2n-szog
Iényegesen kiilonbozd oldalparositasait ugy, hogy az oldalpadrok mentén Osszeragasztva
(logikailag azonositva a pontokat) a 2n-szog egy kompakt feliilet lesz. Forditva, a feliilet egy
2n-szogbe terithetd ki. A problémat algoritmikusan [L-M 90], [L-M 91] és [M 1992]
értelmében oldottam meg. Az exponencidlisan novekvd esetszam miatt akkor egy
Commodore 64 szamitdgéppel csak 2n=10-ig tudtam a programot lefuttatni. Majd késdbb
egy 133 MHz-es Intel Pentium processzora, 16 Mbyte RAM-mal rendelkezd géppel 2n=14-
ig, a futasi id6 ekkor, 14-szog esetén kb. 6,5 o6ra volt. (A dolgozathoz mellékeltem a
szamitdgépes program forraskodjat.)

Meghataroztuk tehat 2n=14-ig egy adott 2n oldalszamu sokszog fixpontmentes
oldalparositasait. Szamitogéppel minden kombinatorikusan kiilonbozo esetet megkaptunk.
Ezutan becslést adtunk a sokszogek oldalszamatol fiiggéen a kombinatorikusan kiilonbozo
feliiletkiteritések esetszamdara .

Eszrevesszik az eredmények tablazatibél, hogy a harom projektiv sik osszefiiggd

egyesitéseként kapott feliilet (tovabbiakban 3 feliilet) 6sszes kombinatorikusan kiilonb6z6

sokszog kiteritését megkaptuk, mivel a 3 feliiletnél a 6 < 2n < 12eseteket kell csak
tekintentink.

A kapott elddllitasok lehetévé teszik, hogy megvizsgaljuk az emlitett feliilet eddig ismeretlen
szimmetriacsoportjait. Gondolatmenetiink altaldnos mddszert ad arra, hogy a feliletek, mint
allandé gorbiiletli 2-dimenzids térformak lehetséges szimmetriacsoportjait meghatarozzuk. De
mint latni fogjuk, a dolgozat 3. fejezetében adott becslés a feliilet nemszamanak (g-nek)
fuggvényében exponencialis novekedést mutat.

Mivel dolgozatunkban a 3  feliilet szimmetriacsoportjait szeretnénk megadni, ezért
tekintsiik 4t néhany (nem csak kompakt) feliilet ismert diszkrét szimmetriacsoportjait.

Az E? euklideszi sikban 17 kristalycsoport van. Ezek els6 teljes felsorolasat Fjodorov
kozolte (1890) a 219+11 térbeli kristalycsoporttal egyiitt, amit vele egyidoben Schoenflies
(1891) is felfedezett. Fricke és Klein is foglalkozott a sikbeli kristalycsoportokkal 1897-ben,
majd Polya Gyorgy 1924-ben. Nowacki absztrakt mddon irta le a kristalycsoportokat.

Az E’ euklideszi térben 230 kristalycsoport van, koziilik 219 nem-izomorf, 11 tiikrés par 1ép
fel, 1890-ben Fjodorov, 1891-ben Schoenflies, 1894-ben Barlow kiilonb6zé helyeken,
kiilonb6zd moddszerekkel egymastol fliggetleniil jutottak ugyanarra az eredményre. Valodi
kristalyokat vizsgalva rontgensugarakkal arra is kovetkeztethetiink, hogy a ,,mi méreteinkben”
a tér euklideszi.

A Hilbert altal megfogalmazott hires problémak kozott vannak kristalycsoportokra vonatkozo
kérdések is. Az egyik: Igaz-e, hogy minden dimenzidban véges sok euklideszi kristalycsoport
van? Bieberbach 1912-ben valaszolt: ez igaz, de szamuk rohamosan n6 a dimenziéval. Az E*



térben 4783 (nem izomorf) kristalycsoport van (111 tiikros par 1ép fel), ezt szamitdgéppel
hataroztak meg. 5 és 6 dimenzidban a szamuk ismert, de a kristalycsoportok felsorolasa nem
reményteljes, az esetek szdma olyan gyorsan no.

A hiperbolikus sik kovezései még attekinthetok [L-M 90, 91], [L-M-V 98]. Végtelen széridk
Iépnek fel, melyeket késdbb a szignatura jellemez majd. A 3-dimenzids hiperbolikus tér
kristalycsoportjair6l nincs attekintésiink.

Jol ismert, hogy barmely g (g>2) nemszamu Riemann-feliilet iranyitast megtartd N/G
izometria- csoportja véges, rendje legfeljebb 84(g-1). Itt G=0% g torusz Osszefiiggd
egyesitésének fundamentalis csoportjat jeldli €s N a G normalizatora H* mozgascsoportjaban,
azaz a hiperbolikus sik orientadciét megtartd izometria-csoportjaban. Ez a becslés végtelen sok
g-re pontos, pl. el6szor g=3-ra.

Ismereteink szerint analdg becslést nem bizonyitottak még g>3 nemszamu, kompakt nem-
iranyithato feliiletre, melynek univerzalis fedbfeliilete, a konstans negativ gorbiilet H*
hiperbolikus sik.

A 0 nemszamu goémb, a 1 nemszamu projektiv sik, a 2= nemszamu Klein-kancso diszkrét
izometriacsoportjait a gomb, illetve az euklideszi sik diszkrét szimmetriacsoportjainak
ismeretében attekinthet;jiik.

A 3 feliilet — ami 3 projektiv sik Osszefiiggd egyesitése - nem iranyithatd, és az els6 e
feliiletek kozott, melynek fedofeliilete hiperbolikus metrikdval rendelkezhet. Mint latni
fogjuk, véges izometria-csoporttal rendelkezik, mint minden hiperbolikusan metrizalt
kompakt feliilet.

Az univerzélis fedofeliilet altalanos konstrukcioja lehetévé teszi, hogy barmely kompakt
nemiranyithato feliiletet mint [T/ G orbitstruktirat tekinthessiink. Itt IT* egyszeresen
Osszefiiggd topologikus feliilet, egy az S°, E*, H*, azaz a gdmb, az euklideszi és a hiperbolikus

sik koziil. G pedig IT*-en fixpont-mentesen (szabadon) hatd izometriacsoport T kompakt

fundamentalis tartoméannyal. Ez a tartomany egy 2g oldali sokszognek valaszthaté az
egymasutani oldalak alabbi (kanonikus) oldalparositasaval, ahol

. -1 y .
(1.1) il Sai-1 = Sai, @i : Sai > Sai , 1<i<g

iranyitasvalté izometridk (eltolastiikrozések). Ez a G fundamentalis csoport kanonikus
eldallitasahoz (prezentalasahoz) vezet:

G=( a;,a2,...,a; — ajajaa, ...aza,=1 )=:®*

S?, g=1 aprojektiv sikot
(1.2) E?, g=2 aKlein-kancsot jellemzi,
H?, g>3 mas, nem iranyithato kompakt feliilethez vezet,
pl. 3 feliiletiinkhoz.

A dolgozat 4. fejezete eloszor a 3 feliilet 8 fundamentalis hatszog eldallitasaibol kapott
szimmetriacsoportokat vizsgalja. Majd megfogalmazza a kovetkezo tételt:

1.1 Tétel. A hatszogtartomanyok csucsalakzataikkal egyiitt a 3 feliilet alabbi
(kombinatorikusan nem bévitheté) N/G szimmetriacsoportjat hozzdk létre a G fundamentdlis
csoport N normalizdtordval a hiperbolikus sik H izometriacsoportjdban.



1. aabbee: |[N/G|=12. Az N normalizatort négy tengelyes tiikrozés gemerdlja, melyek az
oldalaira tiikrozik az Py tartomanyt, amint a 4.3 abra mutatia. Az N Conway-Macbeath
szignaturdja #2223, amely egy peremkomponenssel rendelkezik a felsorolt diédercsucsokkal.
2. aabebC: |N/G|=2. Az N normalizator Fe centrumalakzatdt a csicsalakzatba képezi le
T szerint (2%® szignaturaval, ahol a keresztsapka a projektiv sikot jelenti) a koévetkezo
eloallitassal

N=(m, h, t, g — m?, h?, mtmt’, hggt)
(4.4 abra) .
3. aab¢cBC: |N/G|=4. Az N normalizétor Fn fundamentalis tartomanyanak elodllitasa a

4.5 dabran lathato. N szignaturdja 2%222 (egy masodrendii forgascentrummal és egy
peremkomponenssel rendelkezik).

4. aabeeb: |N/G|=8. Az N alaptartomanya az Py tiikrozéstartomany a 4.6 abran lathato
%2224 szignaturaval.

5. abacbc, 8. abcaBC: |[N/G|=4. Az Fn Sfundamentalis tartomany a kéovetkezé N
normalizatort dllitja el

N:(I’I’Zl, m, h(Z), r — m,z, I’I’I22, hz, m;tm1t'1, m;thmzht'l),

amely a 4.8 abran lathato, N szignaturdja 2+222.

6. abacbC, 7. abacBC: |[N/G|=2. P oldalpdrositasaival a kovetkezd geometriai
eloallitasat lathatjuk
N=(m/, mo, h(Z), r — I’I’I/Z, mzz, hz, mztmzt'l, I’nzl/’lmﬂ’lt_l)

a 4.8 abran, 2% szignaturaval (két peremkomponenssel).
A 3. 5. és 8. esetben izomorf a normalizator és ekvivariansak a szimmetriacsoportok. O

A tovabbiakban a 4. fejezet a szamitdgépes program altal adott mind a 65
kombinatorikusan kiilonb6z6é fundamentalis tartomanyt figyelembe véve 3 feliilet
szimmetridit és az ezekhez tartozo (fundamentélis) kovezd sokszogeit elemzi. Kiilondsen
fontosak az uigynevezett maximalis szimmetriacsoportok, amelyek kombinatorikusan mar nem
bovithetdk tovabb. A 4.2 tablazatban lathaté eredményiink az

1.2 Tétel 3 feliiletnek 2 maximalis, nem bdvithetd szimmetriacsoportia van: a 12-rendii
%2223/G és a 8-adrendii *2224/G csoportok. A tovdbbi N/G (G=®’) csoportok ezek
részcsoportjai, melyek halo strukturaval (részcsoport-halo) rendelkeznek. O

Ez analdgidban van az euklideszi sik (E?) N/T kristaly csoportjainak 17 osztalyaval,
melyeknél

(1.3) Ni=p6mm=%*236 ¢és N,=p4mm=*244
az alabbi téruszcsoportnak a maximalis normalizatorai (tovabbi eltolasok nélkiil!):
(14) T=p1=O=(al, b1 — alblal'lbl'l (:1))

Ezért targyalasunkat tekinthetjiik tigy, mint a 17 diszkrét E* csoport analdg kiterjesztését mas,
hiperbolikus metrikaju kompakt feliiletre. A szamitogépes eldallitasunk [S 98]-ban felsorolja
a H°/®’ jelli 3 feliilet 65 kombinatorikusan kiilonb6z6 fundamentalis tartomanyat

(4.1 tablazat). Az Altalanos algoritmus alapja - amely g -nek minden fundamentalis
tartomanyat megadja [L-M 90, 91], [L-M-V 98]-ben - a 2g oldali sokszog fixpontmentes



oldalparositasa: egy csucsosztallyal, legalabb egy iranyitast megvaltoztatd oldalparral. Ezt
fagraf szerkesztésével kell bdviteniink, esetleg tovabbi csucsok hozzaadasaval. Ezen graf
mentén a feliiletet felvagjuk és kiteritjiikk legfeljebb 6 (g-1) oldalu topoldgiai sokszogge,
legfeljebb 2 (g-1) csucsosztallyal ugy, hogy minden osztalyba legalabb 3 csucs tartozzon
(ezt az eljarast mutatja a 4.10-4.11 abra).

Ily modon majd nem csak a lehetséges N/G csoportokat kapjuk meg, de a H*/G 3™ feliilet
normalizétor- kovezéseit is, az P tartomanyok kombinatorikus (topologiai) ekvivalencidjaig
egyértelmiien. Természetesen a G = ®’ kiilonbozé fundamentdlis tartomanyai indukélhatjak az
N normalizator ugyanazon tartomanyait, igy a 3 feliilet ekvivarians kovezéseit (Isd. pl. 4.9 c-
e, 4.10 és 4.11 abrat). De a fix N-hez tartoz6 kombinatorikusan kiilonbozd Fu-cket meg
fogjuk kiilonboztetni, mint H*/G kiilonboz6 kovezéseit. Az 4.1-es tablazat felsorolja az

ugyanazon Fe-hez tartozod jellemz6 maximalis normalizatort (normalizatorokat), ez néha nem
egyetlen. A 4.2 tablazatban mas fundamentélis kovezésbe alakithatjuk at ezeket részcsoport-
szimmetriatoréssel.

A 37 felilet Py fundamentalis kovezéseinek teljes osztalyozdsa ezutan mar viszonylag
konnyl, de tul hosszadalmas lenne felsorolni. Mint informécidt megadjuk az Osszes

kombinatorikusan kiilonboz8 poligonszimbolumot a 4.3 tdblazatban és egy esetet
illusztralunk a 4.10 abran.

Megfogalmazzuk {6 eredménytiinket:

1.3 Tétel: A hiperbolikus (H?) metrikdval ellatott 3~ feliilet, mint 3 projektiv sik dsszefiiggd
egyesitése, 12 darab N/G izometria-csoportot hatdroz meg. Ezek a csoportok a 3 feliileten
hatnak, amit H’ izometria- csoportjdban a feliilet G=®’ fundamentdlis csoportjanak N
normalizatora indukdl homeomorf ekvivariancidaig egyértelmiien. Ez a 12 darab N
normalizdtor a 3 feliilet 65+58 fundamentdlis kovezését adja (4.1-4.4 tabldzat). O

Ezutén bizonyitjuk majd osztalyozasunk teljességét.

Alapeszkoziink egy tetszolegesen adott szignaturdju tetszéleges kompakt feliilet (orbifold)
fundamentdlis tartomanyainak algoritmikus felsoroldsa [L-M 90], [L-M 91], [L-M-V 98].
Nevezetesen, most a 3~ kompakt feliilet G fundamentélis csoportjahoz és ennek a A sik Isom
H? izometria-(egybevagosag-) csoportjaban vett tetszéleges N normalizatorahoz (Isd. 4.1-4.3
tablazatban).



Az alabbi diagramm

G<Isom II?
N

gi

—
> P Pu € TI? (=1P)

Ni D inkEN/KIsom sz
Pei
I
(1.5) M,25P% —p Pp& € IIP
g’
G;

azt szimbolizalja, hogy a G;={g,}fundamentalis csoport hogyan hat a II*={P;}
univerzalis fedésikon a II7/G; orbittérhez, mint feliilethez képest, és hogyan hat az
orbittéren a Gi-hez tartozd normalizator Ny<Isom II?, mikozben az n; leképezés egy

n

tetszOleges P%  Gi-orbitot képez egy masik PS= PS" orbitba barmely nie Ni-re. Ez
indukalja a feliileten az N/ G, izometria csoportot:

(1.6) G,<IN;<Isom II;, ezért n;G;,=G;n,e N/G,.

Itt a TI7 sik vagy az S?, vagy az E?, vagy a H?’sikot jelenti. A G; és N; csoportokat
homeomorfizmus-ekvivariancia erejéig egyértelmiien a szignatira fogja meghatarozni .

1.1 Definicio: A G, csoportnak a IT;*-sikon torténd hatdsa ¢-ekvivarians a G, csoport
I[1,>-sikon valo hatasaval, ha 1étezik egy ¢ homeomorfizmus az aldbbiak szerint:

(1.7) ¢o: > IL* P,— P,:=P°ugyhogy G.=¢ 'G,¢,

tehat a G, hatdsat ¢ viszi at a G hatasaba.

Ha a fenti ¢ homeomorfizmusra még N,= ¢ 'N;¢ is teljesiil, akkor az Ni/G; és N./G;
faktorcsoportokat (szimmetriacsoportokat) szintén ekvivariansnak nevezziik.

HaN,> ¢ 'N,¢, akkor N»/G,> N,/G, azaz N, gazdagabb szimmetriacsoporthoz vezet
a ILY G, felilleten, mint N, a I1,% G, feliileten.

A G csoport izomorf, vagyis ekvivaridns N normalizatorai ekvivalenciaosztalyokat hoznak
1étre és felvethetjiik a kiilonb6zé ekvivalenciaosztalyok meghatirozéasat és a részcsoport-
vonatkozasok vizsgalatait. Ehhez elegendé a maximalis (valodi) részcsoportok tobbi
részcsoporttal valo kapcsolatat tanulmanyozni.



Habar sok kombinatorikusan kiilonb6zé e (‘) tartomanyunk lehet — algoritmusunk

[L-M 90], [L-M 91], [L-M-V 98] mindegyiket felsorolja. Barmely Fe, a baricentrikus
felbontasaval és G—képeivel, a G-t generalo oldalparositasokkal, a nem G—ekvivalens csticsok
a definidld relaciokkal, teljes informacidt ad — véges algoritmikus eljarasban — a lokalisan
minimalis zart geodetikusok rendszerérdl, az irdnyitastartdé ¢&s iranyitast valto
transzforméciokrdl és ezek G—képeirdl (konjugaltjairol) is. Az N normalizatornak barmely n
eleme ezt a rendszert onmagara képezi, most metrikusan is, ha az Fa tartomanyt jol
deformaltuk egy ¢ homomorfizmussal. Tehat Fy —t 1épéstol lépésre hatirozzuk meg.
Természetesen, barmely Fe  deformalhaté oly moddon, hogy barmely lehetséges N

normalizator el6forduljon, mert barmely kombinatorikus Fo—t dtdarabolassal és ragasztassal
atalakithatunk barmely masikba a szokasos topologikus eljarassal. De most csak azokra az
esetekre koncentralunk, ahol

F~ —nek N- képei kikovezik Fe -t N/G reprezentansaival, és tudjuk, hogy ez az eljaras
véges.

1.4 Tétel: A G=®° csoporthoz a fundamentdlis (topologikus) poligonoknak 65 tipusa van,
melyeket a 4.1 tablazatban megadott a szamitogépes eljards. O

Megvizsgaljuk mindegyiket a fenti szempontbol. e kombinatorikus strukturdjabol

kivalasztjuk a normalizator elemeit és 1épésrol 1épésre felvagjuk P —t kisebb tartomanyokra
az indukalt oldalparositdsokkal, eldszor kombinatorikus egyenes tiikrozéssel, azutin
forgatéssal, specidlisan félfordulattal, eltolas-tiikrozéssel, eltolassal, megdrizve az oldalak

G—ekvivalencigjat. Mindig ellendrizzilk a homomorfizmus kritériumat (Isd. 4.15) barmely
lehetséges N —nel (Isd. 4.17.a-b abrat 10/20-szal és 12/5-tel, tovabba 4.18.a-b &brat
ellenérzésre). Igy megkapjuk Fx—t és N-et, majd N/G —t, ezenkiviil a legkisebb Fu-t Fo-hez,

igy adodik a leggazdagabb N és N/G, amely kovezi Fo-t az N/G- t reprezentald Py képeivel.

Ily moédon megkapjuk majd a 4.2 tdblazatot az 4.1 tablazatbdl és a 4.3 tablazatbol.

Végiil a 4. fejezet eredményei alapjan 4ltalanos megjegyzések is megfogalmazhatok
tetszleges g , g>3 feliilet esetére, amely sejtéseket egy késébbi dolgozatban szeretnénk
bizonyitani.

1.1 Megjegyzés Az 4.9.b abran feltiintettiik a séma altalanos eloallitasat tetszOleges g ,g>3
feliilet esetén. Altalanos feltevésiink az, hogy

G = ®* maximalis normalizatora a hiperbolikus sik Isom H* izometria
csoportjdban az N, = *222g |N/G|=4g, mint tiikr6zés csoport a
(m/2, ®/2, ®/2, n/g)szdgl négyszdg oldalegyeneseire.

1.2 Megjegyzés Az altalunk Iétrehozott sémat szabalyos 1/2 szogli 4(g-1)-sz6g is generalja.

Ekkor Ny = *222[2(g-1)] a sejtett masodik leggazdagabb
normalizator. A 4(g-1)-sz0g oldalait g-1 eltolas tiikrozéssel ¢és
ugyancsak g-1 eltolassal parositjuk , és g-1 egyenként 4 csucsot
tartalmazd csticsosztaly keletkezik, |N/G|=4(g-1).



2 Az alapfogalmak attekintése

2.1 A feliilet fogalma

21.1 Kétvaltozés fiiggvény

A feliilet fogalmanak tobbféle megkozelitése lehetséges. Gondolhatunk egy feliiletre, mint
(x,y)—z=f(x,y) altal leirhatdo kétvaltozés fiiggvény diagrammjara ((x;y;z=1f(x,y))
ponthalmazéra) a 3-dimenzids euklideszi térben.

21.2 Gauss-féle megadas

Egy masik lehetdség a Gauss-féle megadas: a sik tartomanyaival paraméterezziik a feliiletet.
PI. ha a feliilet gombfeliilet, a sik tartomanya egy téglalap, a téglalapot u,v-vel paraméterezziik
-if<us<m, -n/2<v<m/2.

Az u=a-val jellemzett v-vonalak (a rogzitett, v valtozik) a szokdsos hossztsagi félkorok
lesznek, a v=b egyenletli u-vonalak a szélességi korok, ahol a,b allandok. A feliilet egy
adott pontjan rendszerint mindkét paramétervonalbdl egy megy 4t, de vannak kivételek is pl.
az Eszaki- és Déli-sark mindegyik hossziisagi kornek pontja. Ha kihagyjuk az Eszaki- és Déli-
sarkot és a -m (vagy m)-hez tartoz6 hosszusagi félkort, a leképezés kolcsondsen egyértelmd, sot
barmely valtozo szerint differencialhato lesz a nyilt téglalap és a hianyos gomb kozott. Az igy
kapott feliilet a sik egy darabjanak topologikus képe lesz. A differencidlhatdsag szokdsos
feltétele azért fontos, hogy érintét lehessen definidlni, felszint szdmolni, stb.

21.3 A 2-dimenzidés sokasag

A sokasag (Manifold, Mannigfaltigkeit) fogalma segitségével is értelmezhetiink feliiletet a
beagyazo tértol fiiggetleniil. Ez a fogalom éppen a feliiletek elméletébdl noétt ki. Jeloljik M-
mel a sokasagot, A-val egy atlaszat, azaz a koordinata-térképek halmazat. Tobb térképet
készitiink, a sokasdg U* nyilt halmazait u* leképezésekkel injektiv modon képezziik le egy
rogzitett d-dimenzids valos koordinatatérbe, R%-be. A kovetkezd tulajdonsdgoknak kell
teljestilnitik:

1. M-et fedjék le a térképek, azaz UU(X ~M (Vae€ I-re, ahol I indexhalmaz a térképek

szdmozasara )

2. Minden olyan esetben, amikor a térképeknek van nem {ires metszete a kapcsold
leképezés
u® o) P (U NUP) 5 u® (U NUP) lesz, azaz egy pont egyik térképen vett
képérdl igy tériink &t a masik térkép ugyanazon pontrol vett képére a feliileten
keresztiil.
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A kapcsol6 leképezések és a hozzajuk tartozd sokasagok kovetkezo fontos eseteit kell
megemliteniink:

Barmelyik kapcsolo leképezés A sokasag

Topologikus (homeomorf) bijekcid, azaz Topologikus sokasag
oda vissza folytonos

k-szor folytonosan differencialhatd, azaz =~ C*differencialhat6 sokasag
C* osztalyu bijekcid

C®, a kapcsol6 leképezés akarhanyszor ~ C*™ sokasag
differencialhato bijekcio

C®, a kapcsol6 leképezés barmely pont Analitikus sokasag
koriil sorbafejthetd bijekcio

2.1 tablazat

M topologidjat a térképezd leképezések meghatarozzak, ha feltessziik, hogy R’-beli nyilt
halmazok M-beli 6sképei legyenek nyiltak.o

Ha M-nek mar van topologidja, akkor a térképezd leképezésektdl megkivanjuk, hogy
homeomorfizmusok legyenek. Feltessziik, hogy M Haussdorff-tér, azaz barmely két pontjdhoz
1éteznek k6zos pontot nem tartalmazé (diszjunkt) kdrnyezetek.

2.1 Definicié: Feliiletnek neveziink egy kompakt (ivszerint) 6sszefliggd 2-sokasagot. O

2.2 Feliiletek osztalyozasa

A feliiletek osztalyozésa nem mas, mint a kompakt 6sszefliggd 2 dimenziés M sokasagok
osztalyozasa.

HcCM kompakt, ha barmely nyilt halmazokkal térténd fedésébdl kivalaszthatd véges fedés.
(A sikban ez a korlatos és zart halmaznak felel meg.)

A késobbiekbol kideriil, hogy osztalyozasunkat altalanositani kell, megengediink peremes
feliileteket is. A peremen levd pontok barmely kornyezete félsikkal homeomorf, ellentétben a
tobbi pont egész sikkal homeomorf kérnyezetével. (Késobb ezt részletesebben kifejtjiik.)

2.1 Tétel: Minden kompakt feliilet triangulalhato, azaz homeomorf véges sok szabdalyosan
csatlakozo haromszog egyesitésével (azaz két haromszog metszete vagy iires, vagy egy csucs,
vagy egy oldal). O

Ez azért fontos, mert igy minden feliiletet megkaphatunk sokszégekbdl, ahol bizonyos oldalak
Ossze vannak ragasztva, a sokszogek véges sok haromszogre bonthatok. Az affin geometria
alaptétele szerint egy ¢és csak egy affinitds van, ami két tetszoleges hdromszoget egymasba
visz. Egyik haromszogrol a masikra a hatdron folytonosan attérhetiink. A haromszogek
konnyen koordinatazhatok, baricentrikus (affin) koordinatakkal.

Hogy a feliiletek osztidlyozasdhoz eljussunk be kell vezetniink a fundamentdlis csoport
fogalmat. A fundamentélis csoport altaldnos értelmezéséhez pedig sziikséges a feliileti gorbe,
gorbék osszeflizése €s a homotdpia definicidja.

2.21 Gorbék értelmezése sokasagon

Egy folytonos gorbe a sokasdgon igy értelmezhet6: A zart 1=[0,1] intervallumot egy
térképekkel értelmezett f folytonos fiiggvény segitségével leképezzilk az M sokasdgba. A
gorbe zart, ha f(0)=f(1). Tekintsiik a gorbék osszefiizését: f: =M, g: 1= M,

fxg: =M, te[0,1/2] = f(2t), te[1/2,1] —g(2t-1). (Ez azért lehetséges, mert
a [0,1] intervallum homeomorf barmely részintervallumaval. Ha adott két azonos kezdépontd,
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zart gorbe f és g, értelmezziik a h homotopiat, mint egy olyan folytonos leképezést, ami f-et
g-be deformalja Ggy, hogy h: I(t)xI(s) =M, h(t,0)=f(t), h(t,1)=g(t) teljesiiljon.

0l t ¢

f
abra

2.2 Definicio: Egy 0szefiiggd M sokasag rogzitett kezddpontu zart gorbéinek homotdpia-
osztalyai az egymasutanfiizés muiveletével alkotjak az M fundamentalis csoportjat, vagy elso
homotdpia-csoportjat, mert 6sszefiiggd M esetén tetszoleges kezddpontot valaszthatunk. o

2.2.2 Fundamentalis csoport
Egy M feliilet fundamentalis csoportjat kétféleképpen is megkozelithetjiik:

1. acsoport generatorai egy M-et el6allitd sokszog oldalparositasaia: a ' —a,
al'l:a=a', b: b'=b, b':b—=b"", itt a sokszdg (alaptartomany) kivalasztasa
nem egyértelmii.

2. A generatorok bizonyos kozds kezddpontu zart gorbék (homotopia osztilyai a
feliileten), melyek nem 6sszehtizhatok, az 6sszehtizhatd kozos kezddpontu gorbék az
identikus leképezésnek, mint egységelemnek felelnek meg.

Az elsd esetben a generdld leképezések tobbszori végrehajtasaval torténik a ,kovezés”. A
masodik esetben, példaul a téruszon, ez tobbszori koriiljardst jelenthet, vagyis a gorbék
egymasutan flizését.

A fundamentélis csoportot ugy is megkaphatjuk, hogy a generatorok, mint betiik (és
inverzeik) szabad csoportjat a definiald relaciok (a csucsok koriiljarasaval kapott szavak) altal
generalt normalis részcsoport szerint faktorizaljuk. (Itt aa~'=1=a"'a tipusu iires szavak
egyszeriisitési szabalyait is megengedjiik tetszoleges a generatorra és a inverzére.)

Nézziink néhany példat a fundamentalis csoportra (elsd homotopia-csoportra).

1. A gomb fundamentalis csoportja trividlis, azaz mindegyik zart gérbe 6sszehuzhat6 egy

pontra

2. Glegyen a g fogantyus gomb fundamentalis csoportja: 2g db generdtora,, b, ...
az, by, ésegyrelacicabia;'b;'...a,ba, b, ' =1 meghatarozza, ezt igy
irjuk:

(2.1) G=0%:={ a;,by,...,a, bg| alblal'lbl'l...agbgag'lbg'IZI },
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ekkor egy csucsosztaly 1ép fel egy 4g oldalu sokszogben.

3. A T torusznal egy téglalap (paralelogramma) szemkozti oldalait a; €s b, eltolasok
parositjak, teljesiil a;b;= bia; azaz G kommutativ (Abel- csoport), altaldban a
fundamentalis csoport nem kommutativ. Ezek a sokszégoldalak tigynevezett elséfaji
¢lparok voltak, a parositasok irdnyitastarto transzformécidkat irtak le.

4. A nemirdnyithatd feliileteknél masodfaja élpar 1ép fel, amely irdnyitasvalto
transzformaciot hataroz meg. Ilyen lesz a g keresztsapkas gomb, ahol a generatorok
ai, az, ..., Ag:

(2.2) G=®:*:={ a;,...,as| aja;...aga,=1 },
ekkor is egy cstucsosztaly 1ép fel egy 2g oldalu sokszogben.

E’ egyszeresen Osszefiiggd (a fundamentalis csoportja trividlis) , az euklideszi sik fedi a
toruszt. (Szemléletesen mindig azt jelenti ez a p-vel jelolt fedés, hogy a térusz G
fundamentalis csoportjaval adodo kovezés a teljes euklideszi sik kovezése.) p: EZ =T
lokalisan homeomorfizmus, azaz barmely te T pontnak van olyan te U kornyezete, hogy

—1 _
p U)= UUi barmely i indexre diszjunkt egyesités, ¢s p/Ui: Ui U homeomorfizmus.

2.2.3 Univerzalis fed6tér
Ismertetjiik (vazlatosan) egy topologikus tér univerzalis feddterének szerkesztését:

2.2 Tétel: Legyen T egy ivszerint dsszefiiggo, lokdlisan egyszeresen Osszefiiggo ter, te T egy
pontjia és n,(T,t) a T fundamentalis (elsé homotopia) csoportjia. Legyen H a 7, (T,t)
tetszoleges részcsoportja, ekkor létezik olyan S fedotér p : S = T fedoleképezéssel, hogy
sep'(t) eseténw,(S,s) fundamentdlis csoportianak p-nél indukdlt injektiv képe éppen H
lesz: p«m,(S,s)=H. Ha H=1 a trividlis részcsoport, akkor S egyszeresen 0sszefiiggo lesz
és univerzalis fedotérnek nevezziik.

Ha a feliiletnek van (lokdlis, Riemann-féle) metrikdaja, akkor bdarmely fedeés ezt kiterjeszti a
fedotér (lokdlis, Riemann-) metrikdajava ugy, hogy a fedés lokdlis izometria legyen.
Ertelmezhetd az S feddtér y fedbtranszformdciéibol alkotott G csoport (ye G). y: S—S
yop(s)=t barmely te T esetén a rogzitett p: S— T fedés mellett. Hap: S— T univerzdlis
fedeés, akkor a fedotranszformdciok G csoportja p kozvetitésével geometrikusan izomorf, mdas
szoval ekvivarians lesza T tér n, (T, t) fundamentalis csoportjaval. O

Minden kompakt feliilet fedoétranszformacidinak csoportja fixpontmentes. Tehat az
univerzalis fedésben, a szomszédos lapokat egymasba vivd feddtranszformaciok is
fixpontmentesek, ezek, a G fundamentalis csoport generatorainak felelnek meg. Példaul a
toruszbol G eltolasaival az E° sikot fedd paralelogramma- kovezést is megkapjuk. Ha a
toruszon volt metrika, ami sokféle lehetett, ez Oroklodik az univerzalis fedotér
paralelogrammadin. A feliilet szimmetriaviszonyait elég lesz az univerzalis feddfeliileten
vizsgalni. Kiilonb6z0 metrikdk esetén més-mdas szimmetridkat kaphatunk, de azonosakat is.
Az alland6 gorbiiletli univerzalis fedéfeliiletek éppen E?, H, S°.

2.2.4 Orbifoldok, egy feliilet szimmetriacsoportja.

Nem csak feliileteket (manifold), hanem orbifoldokat (palyafeliileteket, palyasokasagokat) is
kell vizsgéalnunk, ahol a pontok kdrnyezetei nem csak teljes korlemezek lehetnek, hanem
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a) korcikkhez hasonld, (ha két sugarat Osszeragasztjuk, kupszerii) tartomany, a
,korcikk™ csucsa kortili elforgatas értelmezi ezt,

b) félkorszerii tartomany Kkitiintetett peremponttal, melyet a peremre torténd
egyenestiikrozés egészit ki teljes korlappa,

c) 2 tikorfélegyenes altal meghatarozott szogtartomany, azaz reflektor-
kornyezet .

Az orbifold fogalmara akkor is szlikségiink van, ha csak kompakt feliileteket vizsgalunk (mint
a mi esetiinkben latni fogjuk), mivel a feliilet szimmetriacsoportja N/G mar létrehozhat
orbifoldot, H*/N mar valddi orbifold lehet. Nézziik ezt meg 1épésrol Iépésre.

2.3 Definicié: Egy feliilet szimmetriacsoportjat a kovetkezOképpen kapjuk meg. A G
fundamentalis csoporthoz keresiink egy N csoportot a kovetkezé mdodon:

G<IN c Isom H?*(G az N normalosztdja a H* sik izometriacsoportjaban.). Legyen
n'Gn = G mindenne Nesetén.A g'Gg = G egyenldség mindig érvényes, ha ge G.
Ekkor belso automorfizmusrol beszéliink, ne N\G esetén G kiils6 automorfizmusarol van

sz0. Az N/ G faktorcsoport szolgaltatja teljesen altalanosan az F = HY/G feliilet szimmetriait,
ha A az univerzalis fed6tér (1asd az (1.5) diagrammot). O

A szimmetriacsoportok felkutatasa azt jelenti, hogy a 3 feliilet metrikajat specializaljuk gy,
hogy ezen szimmetriakat el6allité normalizator elemei hiperbolikus izometriak lesznek. A 3
feliilet ,lokalis” szimmetriai kovezik  ezutan a feliillet fundamentélis tartomanyat a
normalizator valamely fundamentalis tartoméanyaval.

Ehhez a lehetséges fundamentélis sokszogek szimmetridinak vizsgalataval jutunk.
Gondolatmenetiink altalanosan a kovetkezd. Egy feliilethez meghatarozzuk az univerzalis
feddteret, majd a G fundamentalis csoportot , amit lehetséges tovabbi szimmetridkkal
bovitiink ki (,,bels6 szimmetridk), igy kapjuk az N csoportot, amelynek fundamentalis
tartomanya egy orbifold-feliilet lesz (az orbifoldnak megfelel egy 6sszeragasztott sokszog). A
kapott orbifold feddtere lesz az eredeti feliilet. A fedésben mar nem csak fixpontmentes
azonositasok, hanem tiikrozések, forgatasok Iéphetnek fel, ennek megfeleléen szingularis
pontok keletkeznek. Mivel 3-féle allandé gorbiiletli metrika van, ezért az orbifoldok a 3-féle
metrika egyikének strukturdjat viselhetik. A kiteritett feliileti sokszog szogosszegét
Osszehasonlitjuk a megfeleld euklideszivel és igy kapjuk a (2.5) gorbiileti formulat, ami
megmutatja majd, hogy E*-, H*-, $’-r6] van-e sz0.

2.2.5 Két dimenzids orbifoldok osztalyozasa, a szignatura fogalma

A két-dimenzids orbifoldok teljes osztalyozasat Macbeath végezte el. Poincaré sejtette, de
nem tudta teljesen bebizonyitani. Azt mondhatjuk, hogy Poincarétdl szarmazik a topologia
naiv megalapozasa, a feliiletek osztdlyozdsa és a fundamentdlis csoport fogalma. A
hiperbolikus sik diszkrét transzformacidé csoportjait sokszog oldalparositasokkal adta meg,
ezeket Fuchs-féle csoportoknak nevezte és komplex fiiggvényekkel is jellemezte Oket egy
Poincaré-féle modellben (korlemez-modell, félsik-modell).

A hiperbolikus sik egybevagosagai legfeljebb 3 egyenestiikrozés szorzataiként allnak eld. Két
egyenestiikrozés szorzata mozgas: parabolikus, ha a két egyenes parhuzamos, elliptikus, ha
metszOk, hiperbolikus, ha van kozos merdleges. Héarom egyenestiikr6zés szorzata
eltolastiikrozés, kivéve, ha a harom egyenesnek k6zos pontja, k6zos merdlegese van, vagy
parhuzamosak, akkor a szorzat specialisan egyenestiikrozés lesz.

Az orbifoldok szignaturdjanak Conway — Macbheath jelolését hasznaljuk a hiperbolikus N
normalizatorra és az orbitterére (orbifoldfeliiletre) egyarant. A szignatura meghatidrozza a
H*N orbifold N csoportjat homeomorfizmus ekvivariancia erejéig. Ezenkiviil, kompakt
alaptartomanyu izomorf csoportok, melyek nem-folytonosan hatnak E*n vagy H’-n
sziikségképpen ekvivariansak. Ezt jelenti példaul a
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(2.3) Of hi,....hn*hi\,...,hn

*... *hqu...,hqn

1 q

irdnyithato orbifold feliilet, mint g térusznak Osszefiiggd egyesitése, rendre 4, ..., h,(=2)
rendld n darab forgascentrummal, ( legfeljebb sorrendjiikben kiilonbozhetnek egymastol), q
darab perem komponenssel, %;,,...,h;n; (=2)rendli tikrozési sarokkal egyértelmien,
ciklikus permuticid erejéig barmely i-edik (1<i<q)komponensen, 0Osszhangban a
tetszOlegesen rogzitett pozitiv iranyitassal. A peremkomponenseket, melyek *-gal vannak
elvalasztva, szintén permutdlhatjuk. Az iires szignatura jelenti a gombfeliiletet, melyen a
trivialis csoport hat.

Egy nem-iranyithato orbifold szignaturaja

(2.4) By ha® by hin, * %,y ®F

1 q

jelenti g keresztsapka, azaz g projektiv sik Osszefiiggd egyesitését, a tobbi adat, mint fent. A
tiikkor sarkok ciklikus rendje barmely perem komponensen megfordithato.

Megemlitjiik, hogy 4 kitiintetett 2-dimenzios orbifoldtipus létezik:

h1(1<h1€ N), hl, h2(1<h1¢h26 N),

*h](l<h|€ N), >kh1,hz(1<h|?fhz€ N),

melyek a gombfeliiletbdl szarmaztathatok, de nem jonnek létre gombi diszkrét csoport
palyatereként. Tudniillik ekkor szemkozti gombi pontoknak kiilonbozd forgasrendje lenne,
ami izometrikus leképezésekre nem lehetséges. Ezek a rossz-orbifoldok. Az a sejtés, hogy
ilyen 2-dimenzios rossz-orbifoldok fellépte miatt jonnek létre a magasabb dimenzids rossz-
orbifoldok.



- 15 -

2.2.5.1 Nem-iranyithato6 (egyoldalu) kompakt feliilet (orbifold) jellemzése
Tekintsiik a g keresztsapkds gobmbot n darab forgascentrummal, q darab peremkomponenssel.
A 2.2 abran lathato egy kanonikus felbontas fundamentalis sokszdgre egy o csucsbol, x, az
u-adik keresztsapka felbont6 hurka 0<u<g, m egy j-edik peremkomponenshez tartozd
hj-rendi  diédersarok 2<hye N, 1<j<q, 0<k<n;, 0<je N, e egy i-edik
forgascentrum, h; a forgasrend 2<h; € N, 1<i<n, 0<ne N,

2.2 abra
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G:zhl,...,hi,...,hn*hH,...,h1k,...,h1n1*...*hjl,...,hjk,...,hjnj *...*hql,...,
Ry shgnq®® (2<h;e N, vagyires), (2<hjre N, vagy iires)
(0<ge N, 0<ne N, 0<qe N)

Nem iranyithat6 (egyoldalt) g nemszamu feliilet orbifoldjat és G csoportjat ugyanugy
jeloljik.

G kanonikus eldallitasa generatorokkal és definidld relaciokkal a feliilet felvagasanak

megfelelden a kovetkezoképpen torténik. Korbejarjuk a csucsokat az Fo kovezésében
(Poincaré algoritmus):

— -1
O l—mjoejmjnjej .

— ... mj02=mj12=...mjnj2=l ' '
B 1=(mjom;)"'= . =(mju.mj) "= =(mjej-1ymjnj)"";

2.3 abra

A 2.3 dbra részlet az Fe-vel torténd fundamentdlis kovezésbdl. Fo' az 1 egységelem
alaptartomanya onkényesen valaszthatd. A szomszéd tartomanyok koziil az x,” é1 menti

C'X 112 r r ey X r roor .

Fy o képet és az x, él menti F¢ . képet érzékeltettiik.
X

Xqy: (xu_lg %ZG) = (xlla (2_7[(; U)

X
] g, 0 gX.
Xl Fo) (T Pe u)
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A o csucs korbejarasakor rendre a tartomanyok kovetkezd P képeibe 1épiink be

(2.4 abra):

=i ' =y == e x e

ri ' =xg ey it =1 ez pedig ekvivalens az els6 (o utdn kovetkezd)
relacioval.

2.4 abra

Most nézzilk meg atobbi @, o, —, m ,,csticsndl” fellépd relacidt szemléltetéssel
(2.5-8 abrak):

e csucsnal (r;iHM=lerhi=1 ocstcsnal e;mj,je; 'mjo=1

2.5 abra 2.6 abra

o m csucsnal (mjem;;)"'=1
— -nél my=1

2.7 abra 2.8 abra

A hy,, ..., h,22 forgascentrumok ¢és a b,,...bg peremkomponensek sorrendje
megvaltoztathatd (permutalhatdk). A peremkomponenseken felsorolt tiikrozési sarkok
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ciklikusan permutalhatok €s sorrendjiik barmely peremkomponensen egymastdl fliggetleniil
megfordithatd.

2.2.5.2 Iranyithato (kétoldalu) kompakt feliilet (orbifold) jellemzése

Egy g fogantylis gomb n db forgascentrummal, q db peremkomponenssel lathat6 a 2.9 abran:
kanonikus felbontas fundamentalis sokszogre a P csticsbol, a, b, az u-adik fogantya felbonto
hurkai 0<u<g, m a j-edik peremkomponenshez tartozé hj-rendli diédersarok 2<hjxe N,
1<j<q, e az i-edik forgascentrum, h; a forgasrend 2<h;e N, 1<i<n. n>0 a
forgascentrumok (szinguléris képcsucsok) szdma, q=0 a peremkomponensek szdma (a
ciklikus sorrend az Osszes peremkomponensen egyszerre fordithatdé meg), n; a j-edik
peremkomponenshez tartozd diédersarkok szama.

2.9 abra

Adott szignatiraju orbifoldok eldallitasa fundamentalis csoporttal és a megfeleld feliileti
diagrammal. A Conway-Machbeath szignatarat hasznaljuk a kovetkezo jeloléssel:

2) G:=0¢8 hy,...,hi,c..,ho®ho, o hog o hon 0 b, Ry R L
*hatyeooslgiy .oy hgng (2<h;e N, vagyiires), (2<h;xe N, vagyires) (0<ge N,
0<ne N, 0<qe N)

g nemszamu iranyithat6 feliilet
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G eloallitasa
Tekintsikao, e, O, —, m csucsok koriili relacids korutakat:

o l=a;'b;'aibs...ay'by 'ayby...a, 'by lagb, 1. i Ty €1...€j...€q,

l=r "= "= 1",
e me =1
O mjo€ijmjnj€; =1,
2_ 2_ 2_
— ... Mjo =M1 " =...Mjnqj =1
= . C)hil— — . . \hik— — L . )hin,
m 1=(mjom;j;) o= (mj e nmix) o= (Mo myng) M

=7 —c7 |
l g 0‘:}_ J{J
| |ﬂj"|
5 m_ll A o
hy, ;fffﬁ,?,;;? my, & L
h;,
2.10 abra

A 2.10 dbra az Fs-vel valé fundamentalis kovezés részlete, Fs' az egységelem tartomanya
tetszolegesen valaszthatd.

A o csucs korbejarasakor rendre a kovetkezd képtartomanyokba 1épiink be 2.11 4bra:
l-a,—bja,—~a; 'bja;=b;-la;"'bja;~>...—>r;7'...b; 'a; 'bra; > ...~

e;”'... ri"'... by 'a; 'bra; — ... = 1, ami ugyanazt jelenti, mint

eq...ejtrit o bita biai=1 ez pedig ekvivalens az elsd (o utan kovetkezd) relacioval.
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2.11 abra

Most nézzilk meg a tobbi @, o, —, m ,,csucsnal” fellépd relacidt szemléltetéssel
(2.12-15) éabrak:

e csucsnal (riHti=lerhi=1 ocsucsnal e;jmjqje; 'mjo=1

T

o ™

2.12 abra 2.13 abra

¢ A ) L )hil=
— peremnél my=1 m csucsnal (mjom;;) 1

e

2.14 abra 2.15 abra

A hy, ..., h,22-rendli forgiscentrumok és a b,,...b, peremkomponensek sorrendje
megvaltoztathatd (permutalhatok). A hatdrkomponenseken felsorolt tiikkrozési sarkok az adott
iranyitast megorizve ciklikusan permutalhatok, vagy egyszerre megfordithatok.

Kombinatorikus (gorbiileti) mérték (a fundamentélis tartomany teriilete):

(2.5) Tzz ksz{hzk —2}+{i{—2+§[—1+é)}+zg

1
K # 0a IT sik (szorzat)-gorbiilete, t . =4-4g:=2X, t.=4-2g:=2% ,g= 2(2—)(), ha

€=+, g=2-X, ha €=-. Ha X T>0,a II sik szférikus, = 0 esetén euklideszi, <0
esetén hiperbolikus, g a nemszam, X az Euler karakterisztika.

2.2.6 Kompakt feliiletek izometriacsoportjai

Természetes példa az E’ euklideszi térben lev toruszfeliilet izometriacsoportja, amely
egy tengely koriili forgatdsokbol alld csoport egy jellemzé szogparaméterrel. Ezen csoport
nem folytonos (diszkrét) részcsoportjait végtelen sokféle modon valaszthatjuk meg. Ha a
toruszfeliiletet, mint +1 nemszama, iranyithato topoldgikus feliiletet tekintjiik, az univerzalis
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fedofeliilet euklideszi metrikat is indukéalhat. A fundamentélis csoportot,

G=(1,12 — 1T27T ' 12')-t két eltolds generalja egy, a kommutativitast kifejezo relacidval.
Az (ei,ej)=gij=g;i Gram matrix meghatarozza a 1, és 1, eltolasok ey, e, eltolasvektorainak
hosszait és sz6gét ugy, hogy az E*/G toruszfeliilet belsd metrikdja a szokasos lesz. Ismeretes,
hogy ey, e, felveheto a kovetkezoképpen

T T

|e1|§|ez| és 3 < (el,ez) < 2.

Az E? sik 17 lehetséges T kristalycsoportjai teljes attekintést adnak a téruszfeliilet lehetséges
diszkrét I'/G 1izometriacsoportjairdl. Az még végtelen sok lehetdséget ad, ha a fenti G

eltolascsoportnak tetsz6leges I'-ban invarians, diszkrét H részcsoportjait vessziik. Igy kapjuk a
I'/H faktorcsoportot, mint lehetséges téruszcsoportot [S 88].

Ahogy a bevezetésben emlitettiik, az iranyithaté Riemann-feliiletek izometriacsoportjaival
oriasi irodalom foglalkozik ([B 00], [C-B 88], [K-W 99], [SS 98], [Z 97], [Z-V-C 80]. Tudjuk
azt is, hogy a g" (g>2) nemszamu Riemann felilletek iranyitast megtarto N/G izometria
csoportja véges, legfeljebb 84 (g-1) rendi.

Ebben a dolgozatban analdg becslést fogalmazunk meg g>3nemszdmu, kompakt nem-
iranyithatd feliiletre, melynek univerzalis fedd feliilete, a konstans negativ gorbiiletii
hiperbolikus sik (1.1 és 1.2 megjegyzés).

A 0 nemszamu gomb, a 1 nemszamu projektiv sik, a 2= nemszamu Klein kancsé diszkrét
izometriacsoportjait a gomb, illetve az euklideszi sik szimmetriacsoportjainak ismeretében
attekinthetjiik.

A 3 feliilet — ami 3 projektiv sik Osszefiiggd egyesitése - nem iranyithatd, és az els6 e
feliiletek kozott, melynek fedoéfeliilete hiperbolikus metrikaval rendelkezhet. Véges izometria
csoporttal rendelkezik, mint minden hiperbolikusan metrizalt, kompakt feliilet. F6 célunk ezen
3 feliilet szimmetriacsoportjainak vizsgalata és osztalyozasa.



-2 -

3 Feliiletek eléallitasa sokszogekbdl szamitogéppel

Ebben a fejezetben egy adott oldalszdmu sokszogbdl (a sokszog oldalainak péaronkénti
egyesitésével) eldallithatd feliileteket osztalyozzuk szamitogépes program segitségével.

A feliilet-topoldgiabdl ismeretes, hogy minden zart feliilet (a tovabbiakban csak feliiletnek
nevezziik) trianguldlhato. Tehat a feliilet sokszogbdl allithato eld. A sokszog azonositando,
azaz Osszeragasztandd oldalparjai egy feliileti, kormentes grafot definidlnak, melynek mentén
a feliilet felvaghato ([L-M 91]). Tudjuk, ([L-M 90]) hogy egy g nemszamu F feliilet mindig
2n-sz6gbdl keletkezik, ahol 2n a kovetkezd feltételt elégiti ki:

(3.1) 20g < 2n < 60g-6,
ittn>2 és

2, ha F iranyithato, és 0<g;

o:==
1 kilonben, és 1 <g.

Az als6 hatart akkor érjiik el, ha az 6sszes csticsot egy pontba ragasztjuk. A felsé hatart pedig
akkor, ha a csucsok az F feliilet

(3.2) x =20g-2

kiilonb6z6 pontjahoz vezetnek. Ebben az esetben minden cstcsnak a feliiletet tartomanyba
kiteritd grafban a fokszdma 3.

Az egyik természetes problémafelvetés az, hogy minden F feliilethez soroljuk fel az Osszes
lehetséges (kombinatorikai ekvivalencidig) kiteritd sokszoget, azaz kérmentes grafot. Ezt a
problémat a sikbeli diszkrét csoportokra, €s specialisan azokra, melyek egy felilet
fundamentalis csoportjaval izomorfak €s szignaturajuk

(3.3) G=0¢,vagy G=®¢,

Molnar Emil és Zoran Luci¢ oldotta meg [L-M 91]. Az eredmény [L-J-V 90] alapjan példaul a
perecfeliiletre G=( +, 2 )= O?

3.4 8-sz6g:4 10-szog: 18  12-szog: 34
14-sz6g: 38 16-sz6g: 20  18-sz0g: 8  Osszesesen: 122

alaptartomany létezik.

Egy masik értelmes kérdésfeltevés az, hogy egy adott 2n-szog minden Ilehetséges
oldalpérositasahoz az Osszes lehetséges feliiletet €s a fentiekben értelmezett kiteritd grafokat
meghatarozzuk. Ezzel a kérdéssel foglalkoztam [S 98]- ban.

A problémat algoritmikusan [M 92] értelmében oldottam meg, egy késdbbi pontban
részletezett mdédon. Az exponencidlisan novekvO esetszam miatt a bevezetésben emlitett
szamitogépekkel eloszor csak 2n=10-ig, majd 2n=14-ig tudtam megoldast adni a
problémadra. Szeretném a kozeljovoben a programot lefuttatni 2n=16-ra, ami a
szamitogépeink sebességét figyelembe véve még reményteljesnek latszik.
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Ugyanebben az idoben algoritmizalta D. Huson az A. Dress altal javasolt és kidolgozott
Delaney-Dress-szimbolumokat [D-S 84], [D-H 87], [D-H-Z 92] el6szor az euklideszi
kovezésekre. [H 92] tobbek kozott egy algoritmust is leir, ami minden ,,fundamentalis” lap-
tranzitiv kovezést felsorol, N- szogli kovekkel, ahol az i-foku csucsok szama q(i) adott, 3 <i.

Az algoritmus a kovetkez6 tipust jellemzi:
(3.5) i q(i) iz3, 2AD=N=2n

Az algoritmus a kovezés minden lehetséges kombinatorikus esetét generdlja (euklideszi sik,
gomb vagy hiperbolikus sik). Ez az algoritmus a kovetkezd specidlis problémank
megoldasahoz is elvezet: Keressiik azokat a kovezéseket, ahol a kovek 2n-szogek és minden
csucs 2n-foku.

Az érdekes 2n>4 esetekben a feliiletek 2n szogbdl vald eldallitdsdnak kombinatorikus
osztalyozasat kapjuk 2 dimenzidban, ha 2n=2 ag ugy, ahogy fent emlitettiik A 2n=4 eset
az euklideszi metrikaval rendelkezo toruszhoz vezet, tovabba a Klein kancsoéhoz a 3.4 abran,
ekkor 2 eldallitdas van. Ha 2n>6, hiperbolikus metrikaval rendelkez6 g nemszamiu — g>2
iranyithato, és g>3 nemiranyithato —feliiletet kapunk, ahogy a tablazat is mutatja.

2n A 2n-szogek iranyithato oldalparositasai
ekvivalenciaosztalyainak szama
4 2
6 5
8 17
10 79
12 555
14 5284

3.1 tablazat

Eredményeink mas analog eredményekkel is megegyeznek [H 92], [L-M-V 98], melyeket mas
modszerekkel nyertek.

3.1 Egy 2n-szég oldalparositasai

Tekintslink egy P 2n-szoget (2n>4) és vegyiik a szokasos pozitiv koriiljarast (3.1. dbra). Egy
I oldalparositas (azonositds) minden iranyitott s;’ oldalhoz egy masik iranyitott s; oldalt rendel
hozza egy si azonositd6 homeomorfizmussal. A P sokszdg I oldalparositdsa megadhaté mint a
ciklikusan szdmozott oldalak involutiv permutacidja, ahol az indexben a megfeleld
kezddcesucsot is jeloljiik. Az i cstcs az i-1 és 1 oldalak végpontja. Két I; és L, parositast
kombinatorikusan ekvivalensnek neveziink, ha van P-nek egy y automorfizmusa ugy, hogy

(36) I,= Y _111'Y.
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Itt P automorfizmus csoportja (a 4n-rendii D,, diédercsoport) csucs-oldal illeszkedéstartd
bijekciokbol all, igy mondhatjuk: I, és I, ekvivalens pérositds, ha P egy automorfizmusa
egymashoz rendeli Oket. Ekkor a fenti ekvivalenciaosztdlyok szdma é&s reprezentdnsai
megadhatok.

Minden olyan parositast kizarunk, amelyeknél egy csucs-ekvivalenciaosztialyba kevesebb,
mint 3 cstcs tartozik. A 3.1. dbran példaul mind a 4 nem-ekvivalens parositast meghataroztuk,
amelyek a perecfeliilet kiillonb6z6 eldallitasat szolgaltatjak egy csucsosztallyal. A 2. parositas

crer

(3.7) (11, 34) (22, 56) (44, T5) (66, 81).

A csucspontok mind ekvivalensek:
-1 -1 -1 -1
S S S, s, S, s, S S

(3-9) I >4 8 —>7 5 >3 P2 P P!

A fundamentélis csoportnak ez az eldallitasa a két fogantys gombhoz, réviden a
perecfeliilethez vezet.

(310) G:(Sl, S2, S3, S4, — 1: S4 So S]il Szfl S371 S471 S3 Sl)
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3.1 abra

Ugyanezt a hozzarendelést a fent emlitett Delaney-Dress-szimbolumok, roviden D-
szimbolumok segitségével is leirhatjuk. Ekkor tekintsik a P nyolcszog baricentrikus
felbontasat haromszogekre. A haromszogek kozos csucsat, ami a nyolcszog formalis
kozéppontja 2-vel jeloljik, a haromszogek 1-gyel jelolt cstucsai a nyolcszog oldalfelezd
pontjai, a 0-val jelolt cstcsok, pedig a nyolcszég csucsai legyenek. A szemben levo
(pontozott) 0-oldalak, a (szaggatott) 1-oldalak ¢&s a (folytonos) 2-oldalak menti
szomszédsagok vezetnek a co-, 61-, €s 6, —miiveletekhez a haromszog-palydk halmazan, azaz
a D-halmaz 16 elemén. A kritikus o, —mitvelet éppen az a parositas, amit (3.7)-ben a 3.1.b
abra alapjan megadtunk.
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Eppen igy felirhatjuk a sokszog-parositasok altalanos esetében is az ekvivalenciaosztalyokat
¢s az eldallitott feliiletek fundamentalis csoportjainak megfeleld relaciokat. Fontos, hogy a
modszerben a parositas-ekvivalencia konnyen algoritmizalhato.

Az F feliilet irdnyithatdsaga, a nemszam ¢€s az Euler karakterisztika kozott fennall

(3.11) x(F)=fo-f1+f:=2-0g.

Mint szokasos, f; jeloli a P sokszog i dimenzids alkotorészei ekvivalenciaosztalyainak szamat
(itt /=1 mindig teljesiil), és oo=2 az irdnyithatd, =1 a nem irdnyithat6 esetet. F nem
iranyithatd, ha P-nek legalabb 1 oldalparja van ugy, hogy mindkét oldal irdnyitdsa P
koriiljarasanal megegyezo.

Megemlitjiik, hogy a (3.9) oldalparositas a D-szimbolummal is eléallithatd.

Ekkor a kritikus o,- muivelet (operacio) az 1-16 baricentrikus haromszogekre az 3.1.b dbra
alapjan

(3.12) o:: (1,6) (2,5) (3,10) (4,9) (7,14) (8,13) (11,16) (12,15)

lesz, pl. (1,6) (2,5) —6t a I" csoporthoz s, irja le (3.11)-ben
Ugyanezt a parositast algoritmusomban a kovetkezoképpen jel6lom:

(3.13) (10) (20) (10) (30) (20) (40) (30) (40) vagy révidebben 12 13243 4

3.1.1 Az algoritmus és példak
A szamitogépes program elso részében a 2n-szogek irdnyithato oldalparositasaval
foglalkoztam.

AT A - -
- .., g e,
21~ ~. 21 20 -~ ~._ 20 s .
R o -~ H“‘m_ ™,
- . - - -, A A '

_j e . _,i" "o \-.__

E—_'-: I ! \
2

' |

1 =11 =3 1 —= !
2 ., 1 - "'U | /‘A '_\\ ] |

\‘ T i // /fd"‘ \\\:\
"". __L- L_\ ,-"I ﬁ ‘ J
| i p "‘\

T | 2~ . A AN A
':-._Hr A q‘h Py . p -
31 11 30 10 .

-, . - ——
S ~ s
o) [e
,
3.2 abra

A maésodik részben minden kordbban nyert irdnyithatd parositasbdl nem-iranyithatd
parositasok lesznek ugy, hogy legalabb egy i oldalhoz ... (i1 1) ... (i 1) ... tipusu
hozzarendelést tesziink.

A 3.2 dbran mutatunk egy ilyen parositast

(3.14) (11) (11) (21) 21) (31) (31); n3, (6)

A hatszognek, amely egy harom nemszadmu nem-irdnyithatd feliilethez vezet, mind a hat
csucsa egy ekvivalenciaosztalyba esik.
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20 20
4o 5 - 0o 5
TN fo— & AN
’ D ., E_"_-. - - h . l-l )
61, . A 60/ - )
A — 4] /N — 40
30 | 30 | '
- 2 Al I' -"'II | 1..\. Wi ; -d
. g | e 11 3 | el 10
| _?:; ® | P &
50 y 50 1
5o ,/ - /30 b f '30
: . :__."' P .’ = .1|-... Fi .
R ETE 60 ®——0"20
3.3 abra

A megfeleld iranyithato parositas a gombdot allithatja eld, trividlis modon I'=1 csoporttal. A
tovabbiakban ilyen parositasokat kizarunk, ha van egy csucsosztaly (itt harom olyan is van),
amihez kevesebb, mint harom cstcs tartozik.

Az ilyen trividlisnak tekintett eseteket is figyelembe kell venniink a késObbi becslésekben (1sd.
3.1 tablazat).

Mas példat allit el a 3.3 abra.
Az els6 képet leird formula:
(11) (20) (30) (11) (41) (50) (20) (41) (61) (30) (50) (61);

(3.15) n3, (3,3,3,3)

Egy harom nemszadmu nem-irdnyithatd feliiletet ir le (azaz n3-mat) 4 csicsosztallyal, ahol
mindegyikbe harom cstics tartozik.
A masodik kép a megfeleld 2 nemszamu irdnyithat6 feliilet, azaz roviden p2.

(3.16) 123145246356; 2, (3,6,3).

A (3.12) formulabdl latszik, hogy a p2 perecfeliilethez harom csucs-ekvivalenciaosztaly
(3, 6, 3) is tartozhat. A H* hiperbolikus sikon mindkét 12 szdg metrikusan realizalhato.

3.1.2 A program eredményei

A 3.2 tablazat minden 2n-szogre 1 <n<7 tartalmazza a g nemszamu pg iranyithato és ng
nem-irdnyithato feliiletek megfelel6 eldallitdsainak szamat.

2n pl p2 p3 n2 n3 n4 nS n6 n7
4 1 2

6 1 2 8

8 4 22 47

10 18 24 279 473

12 34 82 11 682 4928 7192

14 38 1022 838 20979 110266 144906

3.2 tablazat
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Az eredmények tablazatabdl lathatd az exponencialis novekedés, 6sszhangban a 2n-szogek
kedvez6 nem-ekvivalens oldalparositasait kereso s(n) 1épésszam alabbi becsléseivel.

3.1.3 Egy 2n-sz6g nem-ekvivalens oldalparositasainak becslései

3.1.3.1 Iranyithato oldalparositasok becslése

Megadjuk a kedvez6 parositasokat keres6 program o(2n) és s(2n) lépésszamainak alsé és felsd
korlatjat, amelyek megmutatjak, hogy algoritmusunk bonyolultsaga g-vel exponencialisan nd.
A korlat elég durva, de célunkhoz elegendd [S 98]:

(2n _1)' (2n_ l)' nlogn—n(1-log2)
<o 2”1 < = e g g
(317) 2n+1 n! ( ) 2n_l(n_1)!
—1)! 1\
(318) (2n 1) < S(ZI/I) < 2(2]’1 1) - ZeHIOgn+n(log471)

2! (n —1)!

Itt o (2n) a 2n-szogek kombinatorikusan nem-ekvivalens iranyithatd oldalpérositasait kereso
M M r 7 n b /4 ’ r . b ”or e r
1épések szadmat jeloli, a g nemszdmu 0<g< 5 iranyithato feliiletek minden eldallitasat

megadja, s(2n) ugyanezt a keresd 1épésszamot jeloli minden (irdnyithatd €s nem-irdnyithato)
feliiletre.

A keresd 1épések nem mindig vezetnek kedvezd sokszogekhez. Lathatjuk, hogy a kedvezd
sokszogek szdma még az also becslést sem éri el, de biztosan kisebb a felsé korlatnal.

Eldszor hatarozzuk meg a 2n-szog irdnyithato oldalparositasainak becsléseit. A 2n-sz6g cstcs
¢s oldalszamozasat pozitiv koriiljaras szerint rogzitsiik (ez lathaté a 3.1 abran). A pozitivan
iranyitott 1 oldalhoz rendeljiink egy masik oldalt ellentétes iranyitassal. Ezt 2n-1 kiillonb6zo
modon tehetjiik meg. Ezutan vegyilk a kovetkezd szabad pozitiv oldalt egy ellentétes
iranyitassal hozzarendelt 0j oldallal. Az elsd rogzitett par utan a masodik part

2n-3 mddon lehet kivalasztani és igy tovabb.

Végiil

3 B a1 2n-1)!
(3.19) 2n-1)12n-3)...-3-1 2 (- 1!

kiilonb6z6 modon  hozhatjuk  létre az  irdnyithatd  parositdsokat. A csucsok
ekvivalenciaosztalyaiban 1étrejohetnek 1 vagy 2 elemi osztalyok is, ahogy a 3.2 vagy 3.4
abran lathat6. Ezek nem lesznek kedvezd sokszogek.

A (3.19)-ben az irdnyithatd oldalparositasok ekvivalenciaosztalyai keresd 1épésszamanak felsd
korlatjat adtuk meg, ezen parositasok kozott ekvivalensek is lehetnek a 2n szog
diéderszimetridinak alapjan.
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3.4 abra

Ez a szimmetriacsoport a 4n-rendt diédercsoport, melyet

(3.20) D»,=(0,, c—1= 6,*=c*"= 6,¢06,C)
allit elo.

Itt

(3.21) c=(1,2,3, ... (2n))

a 2n rend ciklikus csucspermutacié és

(3.22) c,=(1,2n) (2, 2n-1) ... (n, nt+1)

egy tiikrozés két elemii csucsciklusokkal. Egy masik tiikkrozés:
(3.23) o= coc=(1) (2, 2n) ... (n, nt2) (nt+1).

A fenti felsorolasnal egy rogzitett parositashoz legfeljebb 4n ekvivalens lehet.
(3.19)-ben 4n-nel vald osztéssal, az o(n) also korlatjat kaphatjuk.

-1)! 2n-1)!
<o(2n) <
(324) 2n+1 . n! ( ) 2n—l (I’l—l)'
Egyes parositasokat D», bizonyos részcsoportjai onmagukba visznek.
Példaul egy specidlis parositas:

(3.25) 123..n123...n,

ezt onmagaba transzformalja a teljes D., csoport, hiszen D,, minden eleme ezt a parositast
invariansan hagyja, ugyanis a parok szamozasatdl eltekinthetiink.

3.1.3.2 Az dsszes (iranyithato és nem-iranyithato) oldalparositas becslése

Az 0Osszes parositds ekvivalenciaosztalyaindl a keresd s(2m) 1épésszamra analdg
gondolatmenetet kovethetiink. Rogzitett 2n sz6gnél az elsé part 2-(2n-1) mddon valaszthatjuk
ki, mert az els6 ,.képoldal” iranyitasa az eredetivel vagy azonos, vagy ellentétes lehet. Ez a két
lehetéség van minden oldalparnal. Igy a kovetkez6 korlatokat nyerjiik:
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(2n-1)! 2-2n-1)!
2 <s(2m)<
(3-26) 2-n! (2) (n—=1)!
A Stirling formula:
(3.27) n!z(”) o n
e

lehetdséget nyujt, hogy a korlatot kényelmesebben tudjuk megbecsiilni (e=2,71828... az Euler
szam)

PL: a (3.24)-bd] kovetkezik

2 _1 2n-1 2n-1
- (”e ) . 275(211—1).(’:)
(3.28) o -

2n+l . ' n 2n—1 -
" 241" o |7
e e

Igy a kovetkezé korlatokat nyerjiik:

1 (1= log2 ) (e
enlogn n(l-log2)-logn < 0(2”) < 2 'enlogn n(l-log2)

(3.29) .

1 +n(l —1)—! + 4—
1 o 5 4. log log log
nlogn+n(log I)-logn < (2 ) < "22” ogn+n(log4-1)

(3.30) .

ahogy az (3.17-18) formuldban bevezettiik
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Becslésiinkbol adddik

4826 < o(14) < 135135

(3.31) 617760 < s(14) <17297280
63344 < 0(16) <2027025
16216200 < s(16) < 518918400
a (3.24) és (3.26) formulak alapjan, és

4855 < o(14) < 135941

(3.32) 621444 <s(14) < 17400425
63675 < 0(16) <2037600
16300802 < 5(16) < 521625686
a (3.29) és (3.30) formulak alapjan.

Tanulsagos az 0sszevetés a 3.2 tablazattal.
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4 A3 feliilet szimmetriacsoportjai és fundamentalis
kOvezései

4.1 Szimmetriacsoportok hatszég kiteritésekkel

Vizsgélatainkban felhasznaljuk az el6zd fejezetben kapott eredményeket, a szamitdogéppel
eléallitott feliiletkiteritéseket. [S 98]. Meghatdroztuk 2n=14-ig egy adott 2n oldalszamu

sokszog fixpontmentes oldalparositdsait szamitogéppel. A 3 feliilet esetében azt kaptuk,
hogya6 < 2n < 12eseteket kell tekinteni.

Minden kombinatorikusan kiilonb6z6 esetet megkaptunk. Az eredmények a 3.1 tablazatbol
leolvashatok: 8 darab 6-szog, 22 darab 8-szog, 24 darab 10-szog, 11 darab 12-szog. Ha
hatszog allitja el6 a feliiletiinket, akkor minden csucs 1 osztalyba kertil, 8-sz6gnél 2,
10-sz6gnél 3, 12-szognél 4 ekvivalencia osztalyba esnek a csucsok.

El6szor a hatszog eldallitasokat elemezziik. Ezek a 4.1 dbran lathatdk, a fudamentalis csoport
eléallitasaval (prezentalasaval) egyiitt.

41.1 A csucsok és a fundamentalis hatszdog kézéppontjanak
6sszehasonlitasa D- szimbélumok segitségével

Csoportositsuk a 3.2 tdblazatban kapott 8§ fundamentalis hatszoget (4.1 abra). Az els6 négy
esetben a hatszogek 6nmaguk dualisai lesznek, ez azt jelenti, hogy a csucsstabilizatorok €s a
centrum stabilizator szimmetriai egymasnak megfeleltethetok. Az 5-6s eset csucsalakzata a
8-as eset kozépponti alakzatdhoz rendelhetd. Hasonld a helyzet a 6-os és 7-es esetekkel is.
Nézziink mindegyik esetre egy példat.
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aabbcc aabchC aabcBC
JLpeap Lt e gttt =1
1

aabcch abacbc abachC
g2EEg g =1 Bigg g 'gg~1 ggti'ggin=1
4 5 )

abacBC abcaBC
gkl g L=1 gl m it =1
7 8

4.1 abra

Tekintsiik egy P hatszog baricentrikus felbontasat haromszogekre a 3.1 abra alatti leirasban
megadott modon a D-szimbdlumok felhasznalasaval. A fundamentalis hatsz6g baricentrikus

felbontasa utan képezziink egy 1 csucsalakzatot a megfeleld oldalparositasok figyelembe
vételével.
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5.és 8. eset

4.2 abra

Részletezziik elszor az elsd esetet (4.2 abra 1. eset és 4.1 abra 1. eset). A (1, 3) (2, 4); (5,7)
(6, 8); (9, 11) (10, 12) o»-operacid hatarozza meg az aabbcc poligonszimbdlumot és a
megfeleld gi; g»; gs eltolastiikrozésekkel az oldalparositdsokat. A természetes ciklikus
<0y,0> sorrend a kovetkezo:

N R - - [ : [

It 2r3:415:617:819 :10!11:12:
A e - [ '
> —» —> —> - —-p

a a b b c C

A <o,,0, > ciklikus sorrend a o >-operaciobol kovetkezik:

| | | | | |
1‘3:2‘4:5’7:6‘8: ‘11:10’12:

» —» —> —> --p --p
a’ a’ b’ b’ c’ c’

ahol az a’a’b’b’c’c’ poligonszimbolumot a 6 -operacio hatarozza meg.
Ez P csucsalakzatanak oldalparositasa. A ¢ <> 61, 6 <> 6> dudlis csere €s a

({1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1 32 4 5 7 6 8 9 11 10 12
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megfeleltetés az aabbcc poligonszimbolummal dudlis szimmetriat allit eld, és a centrum ill.
csucsstabilizatorok szimmetridit egymashoz rendeli.

Ezutan vizsgaljuk az 5. esetet, melynek csucsalakzata megegyezik a 8. eset centrum
alakzataval (4.1 abra és 4.2 4bra 5. és 8. eset):

A g, &, gs eltolastiikrozések az abacbc poligonszimbolumot irjak le, és a o ,-operacid itt a
kovetkezo: (1, 5) (2, 6); (3,9) (4, 10); (7, 11) (8, 12).

A fentiekhez hasonloan vegyiik a <6y, 6>

: : : : : l :
11213 i4 156 7 8 9 10 11112,
> >—» --p —> --b

a b a c b c
| | | | | |
¢s <62.61> 3‘9: ’12:1‘5:4‘10:11’7: ’2:ciklikus
—> —> > —> > 4--
sorrendeket. a’ b’ ¢’ a’ B’ C

A 01 01, 69 <> 0, hozzarendelés utan

Tss 2 34 5 6 7 8 910 11 12 1
3 9 8 121 5 4101 7 6 2
megfeleltetéssel megkapjuk a 8. esetet, mint csucsalakzatot (4.2 abra).
Hasonléan kapjuk a

Tss 1 2 3 4 5 6 7 & 910 11 12
512 1 7 6 11 10 3 2 8 9 4

megfeleltetéssel az 5. esetet, mint csucsalakzatot a 8. esetbdl (4.7 abra).
A 6. és 7. eset ekvivalencidjat hasonloan lathatjuk be (4.8 abra), igy csak a 6. esetet kell
megvizsgalnunk.

4.1.2 A hat kiilonb6z6 fundamentalis hatszég vizsgalata

Eldszor nézziik az 1. esetet (4.1 abra 1. eset, 4.2 abra 1. eset €s 4.3 abra), amit az aabbcc
poligonszimbdlum allit el6. A 3~ feliilet G fundamentélis csoportjat harom kombinatorikus

szimmetridval m;, m,, ms-mal bdvithetjik ki ugy, hogy a tiikortengelyek péaronként

nagysagu szoget zarnak be egymadssal. Ezek a szimmetridk a fundamentalis csoport
generatorain hatnak a kovetkezoképpen:

glmlzgl—l’ mel:gS_I, g3m1:g2—1, glm2:g3—1, g2m2:g2—l’ g3m2:g1—1’
m3_ -1 m3_ -1 m3_ -1
g1 782, 82 T8, 83 TE83 .
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A D-szimbélumot — melynek eredetileg 12 eleme volt — a bevezetett 6 elemi
szimmetriacsoport 2 elemd D’-szimbdlumra redukalja ((1,4,5,8,9,12)—1°, (2,3,6,7,10,11)
—2’). A D’ (ugyanugy, mint az eredeti D-szimbdlum) 6ndudlis D-diagramm lesz.

A 6 > 02, 6 <> G csere a baricentrikus 1°, 2° haromszégeken 2 elemii csoportot allit el

T TR
m,’, m,’ tiikrozésekkel. A kibdvitett N csoport Fx fundamentalis tartomanya egy 2797973

szogekkel rendelkezd négyszog , a szomszédos tartomanyokba az oldalakra vonatkozd m;,

mp, m;’, m,’ tengelyes tiikrozésekkel juthatunk el. Az N/G faktorcsoportnak, — mint a 3
feliilet szimmetriacsoportjanak — 12 eleme van. A 4.3 abra mutatja N/G szerkezetét: D; XDy,
azaz két diédercsoport direkt szorzata.

Tekintsiik az aabcbC poligonszimbolum altal meghatérozott 2. esetet (4.1 abra 2. eset és 4.4
abra). Ennél az oldalparositasnal nem kapunk belsd szimmetridt. Vegyiik az eredeti alakzatban
a kovetkezo ciklikus sorrendet.

: | . | : | : I : | . I
<6p01>:1:213+415:617 819 10111121
: I ' : : I :

> s 4--

a a b c b C

¢s a megfeleld masik ciklikus sorrendet

| | | | | |
<(52,(51>:4‘2:3 ‘1 :12‘ 7: 6’10: 11’ 8: 9‘5:

> > > --p —> 4--
a’ a’ b’ ¢’ b’ C

A 019 01,00« 0, hozzarendelés és a

m (|1 2 3 4 5 6 7 & 9 10 11 12
4 2 3 112 7 6 10 11 8 9 5

permutacié utdn megkapjuk azokat az egybevagdsigokat, amelyek N fundamentalis
tartomdnyat — ami egy olyan hatszog, melynek minden szoge 5y a szomszédos

tartomanyokra képezik le. A 2,3 — 2,3 hozzéarendelés n »»-ben m tengelyestiikr6zést, a

4,5 <> 1,12 hozzarendelés t eltolast és a t' inverzét hatarozza meg. A 6,7 — 7,6 hozzarendelés
ponttiikrozés, a 8,9 <> 10,11 pedig a g eltolastiikrozés és a g' inverze, mert az iranyitast
megvaltoztatja.

A 3. esetben (4.1 abra 3. eset és 4.5 abra) a poligonszimbolum aabcBC lesz. G-t egy m
tengelyes tiikrozéssel bovithetjiik ki. D’ egy 6 elemi szimbolum lesz ((2,3) —»1°, (1,4) —=2°,
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(5,12) =3, (6,11) =4, (7,10) —5°, (8,9)) —6). A dualitést figyelembe véve az N

normalizator J fundamentélis tartomanya Otszog lesz, szogekkel. A fundamentalis

2
tartomdny a szomszéd tartomanyokra 4 tengelyes tiikrozéssel és egy ponttiikrozéssel
képezhet? le.

Tekintsiik a 4. esetet (4.1 abra 4. eset és 4.6 dbra) az aabccb poligonszimbdlummal. Ennél az
oldalparositasnal a 3~ felillet G szimmetriacsoportjat két kombinatorikus szimmetridval m,-
gyel és my-vel bovithetjiik ki, melyek egymasra merdleges tengelyii tengelyes tiikrozések. A
D-szimbdlumot — melynek eredetileg 12 eleme van — 3 elemii D’- szimbolumra redukalhatjuk
((5,6,11,12) —1°, (1,4,7,10) —2°, (2,3,8,9) —3°). D’ egy 6ndualis D-diagramm. A 6 ;<> ¢ ¢s
00 <> 0 dudlis csere 8 elemii N csoportot hoz 1étre a baricentrikus haromszogek tiikrozésével.
TR RN
2°2°2°4
melybdl a szomszédos tartomanyokhoz az oldalakra vonatkozd tengelyes tiikrozésekkel
jutunk.

A kibovitett N csoport v fundamentalis tartomanya négyszog — szogekkel—,

Nézziik az 5. és 8. esetet egylitt (4.1 dbra 5., 8. eset és 4.7 abra). Mindkét esetben a G csoport
két tengelyes tiikrozéssel bovithetd ki. A 4.1.3-ban emlitettiik, hogy az 5. és 8. esetnek
ekvivalens a fundamentalis tartoménya é&s ugyanaz a normalizatora. Habar az eredeti D-
diagramm D nem o6ndudlis, az N éltal indukalt D’ harom elemii 6nduélis diagramm lesz. Az
T TR N
2727376
képezd egybevagdsag, harom tengelyes tiikkrozés és egy ponttiikrozes lesz.

F~ fundamentalis tartomany négyszog — szogekkel—, és az -t a szomszédokra

Végiil vizsgaljuk a 6. és 7. esetet egylitt (4.1 abra 1.6, 1.7 eset és 4.8 abra). Itt egy m,
egyenestiikrozést kapunk a G csoport bovitésekor. D’ hatelemli (6ndudlis) szimbdlum, a
T TN
272737373
a szomszédos tartomanyokra képezo egybevagdsagok: két tengelyes tiikkr6zés m,, m,, t eltolas
(t! inverzével egyiitt) és egy ponttiikrozés.

fundamentalis tartomany I Otszog — szogekkel. A fundamentalis tartomanyt

A kapott eredmények 0sszefoglaldsat a bevezetés 1.1 tételében fogalmaztuk meg
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1. eset

aabbcc

= *2223

N

4.3 4bra
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2. eset
aabchC

4.4 4bra
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3. esect
aabcBC

N =2%222

4.5 abra
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*2224

N:

4. eset
aabcch

4.6 abra
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S.eset 5. esel
a'b'a'c'b'c’ abcaBC

N =2%222

4.7 dbra
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7. eset

6. eset

abachC

a'b'a'c'B'C

*
*
-l

™N =

4.8 abra
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4.2 A normalizator-diagram elballitasa

A kovetkezOkben a 3 feliiletnek nem csak a hatszog eldallitasait, hanem a 2. tablazat tovabbi
lehetséges sokszog eloallitasat (8-, 10-, 12-sz6g) is figyelembe vessziik.

fgy teljes osztilyozast adunk a 3~ feliilet, azaz 3 projektiv sik Osszefiigd egyesitése N/G
szimmetriacsoportjaira. A fundamentalis csoportokra vonatkozd algoritmus segitségével, a
bevezetésben ismertetett altalanos stratégiat kovetve az N normalizatorokat 12 osztalyba
soroljuk, topoldgiai ekvivarianciaig egyértelmiien,. A 2.3.1-ben emlitettek alapjan 3 feliiletre
még ilyen eredmény nem ismert, s6t a g>3 nemszamu, kompakt nem irdnyithato feliiletre sem
ismeriink az izometria csoport rendjére az iranyithatd feliiletekre ismert (84 (g-1)
eredményhez anal6ég ) becslést.

Ebben a fejezetben jutunk el f6 eredményiinkhoz, az 1.2, 1.3 tétel és, a g>3 nemszamu,
kompakt nem irdnyithatd feliiletre vonatkozd sejtések (1.1 ¢és 1.2 megjegyzes)
megfogalmazéasahoz.

A kovetkezOkben az orbifoldok szignaturdjanak Conway — Macbeath jelolését hasznaljuk a
hiperbolikus N normalizatorra és az orbit terére (orbifold feliiletre) egyarant, ahogy azt
2.2.5-ben részletesen ismertettiik.

Az lires szignatura jelenti a gombot, melyen a trividlis csoport hat. A normalizatorok 4.1-4.4
tablazataban pl. N=24 * jeloli a 0 nemszamu orbifold feliiletet (topologiai gdmb), egy masod
és negyed rendli forgascentrummal, és egy olyan perem komponenssel, amelyen nincs

titkrozési sarok. Ez az v fundamentélis tartoméannyal irhaté le, ahogy a 4.12.b &bran is
lathatjuk, és a kovetkez6 eldallitdsnak felel meg:

(41) N:24*:(h1, hz, m — h12, h24,m2,mh1h2mh2‘1h1),

amint az altaldnosan algoritmizalhatd formuldk (Poincaré algoritmus [M 92], 2.11-15 &brak)
mutatjdk. Az N=2*® normalizator egy keresztsapkas orbifoldot ir le, egy madasodrendii
forgascentrummal, egy hatarkomponenssel, melyen nincs tiikrozési kézéppont. A 4.13. dbra

mutatja az F~ fundamentalis tartomanyt és az eloallitast
4.2) N=2*®=(m, h, t, g — m?, h?, mtmt', hggt).
(Isd. 4.1-ben a 2. esetet aabebC).

4.2.1 lllusztral6é példak

Az 4.9. a dbra mutatja a H*sik g feliilethez tartozo lathatdan legszimmetrikusabb kdvezését,
ha g=3, (2.1) szerint, ez a kanonikus szabalyos hatsz6gbdl, 6/1-bdl szarmazik. A

baricentrikus felbontds (n/2, ©n/6, m/6)szogi haromszogeket hoz 1étre, a --- pontozott, ---
szaggatott, és — folytonos vonalak indukaljak a G-, 61-, G,-szomszédsagokat, illetdleg, a D-
szimbolumot, amelyet 3.1 —ben leirtunk ( Isd. [H 93] is).

Az aabbcc sokszogszimbolum a generatorok oldalparositasait indukalja (1.1) alapjan. A
fundamentdlis tartomény F="F lesz az identitas esetén (ezt 1-gyel jeloljiik), a szomszédok

képei F1, F L, FEIT ) FP lesznek, ésigy P v-val jeldljiik F* y-képét, azaz F-
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nak a-szomszédjat a ;" oldal mentén, vagyis (?Y)Y_la" Vlesz F! képe a; y-konjugaltjaval. Ezek
a tartomanyok a baricentrikus haromszogekbdl épiilnek fel.. A kovetkezd formula

(4.3) (0.:C)'=0c.:(CY)

az asszociativitast mutatja tetszéleges C baricentrikus haromszogre, i=0,1,2; ye G

(pl. 60(3%"™=(003)*""=4""" 2 4.9. b 4bran).

Az 4.9.a dbran és egy részletén a 4.9.b abran az a,’-k és konjugdltjaik invarians egyeneseit
vastag vonallal huztuk ki. Ezek abrazoljak a H*/ G ~Te feliilet lokalisan minimélis zart
geodetikus vonalait. Pl. MiM, a V... V,, fundamentélis sokszog M,... M,, kozépponti
poligonjanak egy ilyen egyenese.

Konnyen lathatjuk, hogy mosta V... V., atloiésaz M,... M,, oldalegyenesei lesznek a
G=®' maximalis normalizatorat generalé tengelyes tiikrozések tiikortengelyei. A
tikkortengelyek a baricentrikus haromszoget felbontjadk. Ezeket a tiikrozéseket 4.9.b abran a
kovetkezdképpen jeldljiik,

(44) mi»: 2(%2’, Mmogi: 112

Ez a két tiikkortengely €s rajtuk kiviil m; (OV7) €s my, (OV5,) hatdrozza meg az N =%2223 ,

| N/ G|=12 maximalis normalizator fundamentalis tartomanyat, Fx =(1,2)-t.

A 4.9.b abra illusztralja az 1.1 megjegyzést is.

A 4.9.c-e abra témank tipikus jelenségét mutatja. A 4.9.a dbrat N=*2223 csoport szerinti I
képekkel koveztiik ki, de G=®’ mas fundamentalis tartomanyait is kovezhetjiik ugyanezekkel
az Fx- képekkel. Nézziik meg a 4.10-4.11 abrak 12-sz6g tartomanyait is.
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a) Az aabbee sokszig szimbolumhoz tartozo 6/1 ko és baricentrikus felbontasa; b) a g feliilet maximalis

normalizitora, g=3, és fundamentalis tartomanya = (1.2); ¢) - ¢) A 3™ feliilet néhany tartoméanya Fy-nel kivezve

d) 10/12: aabedeeDcB e) 8/16: abacdbde

4.9 abra
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A G=" két 12-sz8g fundamentalis tartomanya az N=*2223 maximdalis normalizatorral
ekvivarians kivezéshez vezet a) 12/2 aabeddCeffEB b) 12/9 abeadeBdfCEfF

4.10 abra
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4.11 abra
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Ha kifejezziik Ze generatorainak oldalparositasait Fn oldalpérositasaibol, mivel G <I N
teljesiil, megkapjuk a kovetkez6 homomorfizmust

4.5) N - N/G, n > nG= Gn=:n ,
ami azt bizonyitja szamunkra, hogy It helyesen hataroztuk meg.

Pl ai;=TMmemM;omy, mlzJ—WZé],ml (49b ébra, g:3), ll’ldUkélja mer—mimi2—mi2
m-et, és mg;~m;,m;=M,.Itt M;,=m;,m;=m ;m;, kozéppontos tiikrozést jelent
az Mi,:=mNm,, pontra vonatkozdan. A fenti T a kovetkezd N csoportot allitja eld:

NZ:*2223:(1’1’11, miz, Me1, Meg — 1’1’112, 1’1’1122, 1’1’1612, 1’1’162,
(4.6) (mimi,)?, (miamgi)?, (mgime)?, (memi)?),

N Coxeter-féle tikrozési csoport lesz ¢és a geometriai eldallitdst a fent ismertetett
homomorfizmus szolgaltatja.

(4.7) ¥2223/G:=D3xD,=(m,, m,M,, —

mﬁz’ m]Z’ Mlzza (m6m1)35 (mlMIZ)Z’ (mﬁMIZ)z)

két diéder csoport direkt szorzata. Csak az utolso relaciot kell ellendrizni, de éppen azzal
kezdtiik.

A 4.12.a abra egy masik legszimmetrikusabb G-koévet mutat, amely az — abcdaBcD
sokszog-szimbdlummal, 2 G-cstcsosztallyal (melyek mindegyikébe négy cstics tartozik)

rendelkez0 — 8/22 fundamentdlis nyolcszogbdl szarmazik. T a generatorok kovetkezd
oldalparositasait allitja eld

(4.8) €1: Sa-1 = Sa, g3 Sc.1 —> 5. eltolastikrozések
ty © S, =SB, ti: S4 > Sp eltolasok

a megfeleld invaridns egyenes szakaszokkal, mint lokdlisan minimalis zart geodetikus
vonalakkal, g, g, az iranyitast megvaltoztatjak, t, és ts megtartjak.

Az eltolas két egyenestiikr6zés szorzata, vagy két ponttiikkr6zés¢, mint azt

(4.9) t=m m.=m mmm,=A;A,, ahol mLm,,m,,
mmm=mm;=A;, mm=mom=A,

mutatja. Az m=A4,4; egyenes koti 6ssze a lokalisan minimalis zart geodetikusokat.

F szemlélteti a 0 és @ csucsosztalyok relacidit
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(4.10) G=(gi,byg,tt— 0: gita 'gsta ' (=1), e gitsgs'ty).

Fo-t valaszthatjuk szabalyos nyolcszognek /2 szogekkel. Ekkor az Fx =(1,16) oldalaira
vonatkozo6 tiikrozések az alabbi N normalizatort generaljak:

N=%2224:=(m;, m,, m3, my — m;?, my*, ms?, ms?, (mm,)?,
(411) (m2m3)2, (1’1’131]’14)2, (l’Il4l'Il1)4), ‘N/G|:8

Ez lesz a maximalis normalizator, amely a generatorok invaridns egyenes rendszerét
onmagdra képezi le. A

4.12 =mom msm;m4, ts'=mism;msm;
9

kifejezések indukaljadk a N — N/G homomorfizmust, m,~(m ;m4)*=(msm,)?,
mi;~mmsm;€s a

(4.13) %2224/G:=D,=(m,, m, — m>, m,, (m, m,)*)

nyolcadrendi csoportot. A 4.12.a abra az Fe-kovek baricentrikus felbontasat mutatja ¢és két
szomszédos tipikus csucsalakzatot. E két csucsalakzat egyiitt az
a’b’a’c’b’c’poligonszimbédlummal rendelkezé 6/5 hatszoget adja meg w/2, m/4,
n/4, n/2, w/4, n/4 szogekkel, a hatszog csticsai G-ekvivalensek a nyolcszog O
kozéppontjaval. A 4.13 abran lathat6, hogy a w/3 szogekkel és N=2%222 normalizatorral
rendelkezd 6/5 hatszog kiterjeszthetd kombinatorikusan (ekvivaridnsan, G-6rz6 homeomorfia
cserével) szimmetrikusabb G-tartomanyba gazdagabb *2224 normalizatorral, de a
tartomany ekkor nem szabalyos hatszog.

A fentiek tanulméanyozasa utdn megfogalmazhatjuk az 1.2 megjegyzésben megfogalmazott
sejtésiinket.

A 4.12 abran feltintettik *2224 3 lehetséges 2 indexli részcsoportjat, ezek: 24%*,
*¥22222, 2*%222,mindegyik normalizdlja ®’-t, mindegyik fundamentélis tartomanya
tartalmaz kett6t * 2 2 2 4 fundamentalis tartomanyabol.

Az 4.14 abra megmutatja, hogy hogyan szarmazik a 2-es illetve 3-as index(i maximalis valddi
részcsoport (invarians: — vagy nem: --- a 2. tablazatban) a *22 23 normalizatorbdl is.

A 23*-nak a4.15 dbran, a 2* 33 -nak a 4.16 abran ijjabb maximalis valodi részcsoportjai
mutatjak eljarasunkat a rajzokon kovethetden.
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4.2.2 Osztalyozasunk teljességének bizonyitasa

A bevezetésben leirtuk, hogy mit jelent osztdlyozasunk teljességének bizonyitasa, most
nézziikk meg ezt egy illusztrald példan.

Fa legszimmetrikusabb 12-szoge a 4.10-4.11 abrdn mutatja az eljarast. A 4.10 abra

megmutatja, hogyan szarmazik a 12/2 aabcddCeffEB tizenkétszog a hatszég kanonikus
oldalpérositasabdl. A fagraf élek menti felvagasat 1,..., 6 szamozassal jeloltik. 6 részt
kaptunk. Ezutdn ezeket a hatszog oldalparositdsainal Osszeragasztjuk, figyelembe véve a
csucsalakzatokat és a definialé relaciokat is. Igy megkapjuk a 12-szoget az indukalt
oldalpérositd transzformaciokat és a kovetkezo eldallitast

(4.14) G:=(g1, to, t3, G4, t5, 86 — O Z1git2, Mtats 't37, O gagats™!, @ gegots™') =@’

Ebbdl kiolvashatjuk az invarians egyenes rendszert, azaz azokat az egyeneseket, melyek
ugyanazok maradnak, pl. a g, eltolastiikr6zésnél és a t,=g; g, eltolasnal (az 1 oldal mentén),
¢és a csucsoknal jelzett szogek nagysagat.

Azonnal észrevessziik, hogy a kombinatorikusan kapott 12-sz6g maximalis szimmetridja Ds
¢s kivalaszthatjuk metrikus adatait a D; diéder izometriacsoportbdl. Eldszor csak az m

egyenestiikr6zés bevezetésének hatasat vizsgaljuk meg (4.10 abra). Vegyiik az Fai-t, mint
valamely 7-szdget, amelyet az m tiikoregyenes hatarol. G generatorai (4.14)-ben indukaljdk a
7-sz6g oldalparositasait:

m, egyenestiikrozés a 2 jeld oldalra, mivel mm,=t,, azaz m ~ m, N,/G-nél;
M, ponttiikrozés az 1 jeld oldal M, kozéppontjara, mivel g,=M;m, azaz m ~ M; N,/G-nél,

mas oldalparositasokkal gs-tal és ts=gegs-tal nem cserélddnek fel, mert mgem=g, ',
mtsm=t;"'. Igy megkapjuk a kdvetkezd eldallitast

Nl::(m) Ml) mZ: t59 g6 - mza M12’ m223 liszl’ mt5m2t5-],
(415) gégﬁts-l) 232*®, |N1/G|:2

Poligonszimbolummal a 4.3 tablazatbol konnyli megérteni:
(oy1 I
In~-a2A-beeB,ésm ~ M; ~ my.
(416) N,/G = D;:= (I’H- 1’1’_12) = Cy:= (M] - M12) =D,= (l'iz - I’HQZ)

fgy a3~ feliiletnek pontosan azt a kovét kapjuk meg, ami Fo =10/12-b8l is keletkezhet, ha 2
hétszoget dsszeragasztunk az M, ponttiikrozés M, kozéppontjanal (Isd. 4.9.d ébra).

Ha a 12/2 esetben harmadrendi forgast vezetiink be, akkor Fro-re ugyanazzal (az ekvivarians)
normalizatorral 5 logikailag kiilonb6z6 lehetdséget kapunk.

(417) N2=(r, g1, tz — I'3, g1g1t2, (rt2)3)=:33®,

Faanek két m cstcsot és az uj harmadrendii forgdscentrumot tartalmazo tartomanyt
valasztottunk, |[N./G|=3.
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Ehhez az Fn-hoz bevezethetiink egy m’ és egy m’’ egyenestiikrozést, és igy G Uj
normalizatorat kapjuk (Isd. 4.10 &bra)

N;=(r, m’, M, m” — r’, (m’)?, M?, (m”)? m’rm”r!,
(4.18) m’Mm”M)=:23*%, |N:/G|=6,

Fxs fundamentalis tartomannyal. De ez az s nem kovezi a 12-szoglinket. Egy masik lesz
megfeleld.

Most vezessilk be az m ¢és m egyenestiikrozést egyiitt (4.10 abra), igy G egy tjabb
normalizatorat kapjuk

N4::(m3 Ml) ms, i'Ivl - mza M127 m227 ;1:12’ liszl’
(4.19) (mam) %, (mm) ?) = 2%33, (N./G)=6

N, utolso lehetséges bovitése G maximalis N normalizatoraba az m’ tiikrozés bevezetésével
lehetséges. Ez a tiikrozés Fna —et az Ky tartomany két masolatara bontja fel. Ekkor az

N=%2223, IN/G|=12, csoportot kapjuk meg. 12-szdgiinket P képeivel jellemzd N/G kovezi,
(Isd. 4.9.a 4brat).

N tovabb nem bvithetd G normalizatoraba, mert “x-nek csak egyetlen szimmetriaja lehetne,

az OM,-re vonatkozo tengelyes tiikrozés(4.10. abra), azonban ez nem 6rzi meg H*/G —nek az
invarians egyenes rendszerét (lokalisan minimalis zart geodetikusait).

Hasonldan targyalhatjuk a 4.11. dbran szerepld 12-szoget is, de ezt mar nem részletezziik. Az
els6 m egyenestiikrozés wjra az N;=2*® csoporthoz vezet kombinatorikusan mas
tartomannyal.

Az O kozépponti harmadrendli forgassal torténd bovités az N,=33® csoporthoz vezet
kiilonb6z6 alaptartoméanyokkal. Ebben az esetben N3=23*, majd N4=2%33 ¢és N=%2223
is alkalmas kovezd tartomannyal eldéllithato.

A 4.1. tablazat tartalmazza minden F¢ Gsszes tartomanyat, a normalizatorokat az In
poligon-szimbolumaval adtuk meg ugy, hogy I NG -képeivel kovezi az Fo —t. A 37
feliilet kovezésének altalunk eldallitott osztalyozasdban a 4.1 és a 4.3 tablazat egymadsra utal.
Nevezetesen, darabjaibol 6ssze tudjuk ragasztani Fe —t alkalmas oldalparositassal és igy
megkapjuk a fixpontmentes G = ®° csoportot.

A 4.20 abran és a 4.20.b utan kovetkezd leirasban a 4.3 tablazat egy esetét elemezzilk
részletesen: 24*/®=N/G, |[N/G|=4. A 24* csoporthoz tartozo, 5 fundamentalis
tartomany minegyikébdl a 4.1 tablazat egy realizalodo esetét kapjuk.

4.2.3 A Riemann - Hurwitz egyenlet és a nem-létezés bizonyitasa

A dolgozat bevezetésében emlitettiik a kompakt feliiletek szimmetridinak végességét,
most ezt a tényt egy algoritmikus eljarassal konstruktiv moédon bizonyitjuk.
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Jol ismert [Z-V-C 80], hogy a g" nemszam feliiletek (iranyithatd, a=2), vagya g
nemszamu (nemirdnyithatd, oo=1) kombinatorikus mértéke 4-2 o g.

Az N/G szimmetria csoportot a G egy N  normalizitora hatdrozza meg II*
izometridiban. IT* a H* hiperbolikus sik, ha 20.g>2, amit most feltételeziink. N barmely G
-orbitot egy teljes G-orbitra képez le.

Legyen N szignatirdja a (2.3) vagy (2.4)-ben leirt, nemszama v, irdnyithatosagat a
fenti o helyett most 3 jellemzi. P vagy N kombinatorikus mértékét a Riemann-Hurwitz
formula szolgaltatja.

4—jocg :4‘257‘22[1‘1111. J—2q—i[i[1_ hl ]]

j=l| k=1 ik

(4.20)

azaz

(4.21) 222 +zq:|:

:|+2ag_4=—4+2By+2q+2l+ll+...+1q
n

mint sziikséges feltétel, ahol |[N/G|=n az N/G csoport rendje. Tegyiik fel, hogy a forgés
rendek (ez a halmaz lehet tires is)

(4.22) 2 < hy £...< hie N (természetes szamok),
a tikkr6zési sarkok jellemz6i (halmazuk lehet iires is)

(4.23) 2<hueN;1</<q, 1 <k<

A hj szamokat eloszor nem csokkend sorrendbe rendezziik, azutdn atrendezziik oket a q
hatarkomponensek ciklusaiba (barmelyik lehet iires) az adott (B=2) orientacidnal, vagy a
nemiranyithatdo esetben (B=1) barmelyik ciklikus rendbe, az ellentétes ciklikus rend
ekvivalens lesz az eredetivel.

Tovabba hi|n és 2h;i|n sziikkséges oszthatosagi feltételek.

A (4.21) egyenletet barmely rogzitett 2o g —re meg lehet oldani szisztematikus (probalgatasi)
algoritmussal. A megoldds bonyolultsiga g-vel exponencidlisan novekszik. G = &’
feliiletiinkre a megoldéasok a 4.4 tablazatban lathatok.

A nem-létezés bizonyitasa a G = ®° feliilet 4.1 tdblazatban felsorolt 65 fundamentalis
tartomanyan alapul. Az algebrai megoldasok altal szolgaltatott lehetséges normalizatorokat a

4.4 tablazatban soroltuk fel, koziilik mindegyiknek van (minél kedvezdbben valaszthato) I
fundamentalis sokszoge tipikus stabilizatorokkal (forgascentrummal és tiikrozési sarokkal).

Ezutan ,kioljik” (megsziintetjiik) a fixpontokat, az Fx n mésolatanak Osszeragasztasaval és

egy Uj lehetséges C’;G fundamentalis tartomény 1j oldalparositdsainak megadasaval.
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n
n;

(4.24) (:7(; = (Z-f-Nl ,n;e N, reprezentdlja az N/G faktorcsoportot.
i=1

Az igy kaphato oldalparositasnak meg kell 6riznie N szimmetridit a 4.1 tabldzat 65
lehetdségének megfelelden. A 4.4 tablazatban felsoroltuk a 12 megvaldsuld normalizatort €s a
nem realizal6do megoldasokat is.

Mint tipikus nem-létezé példat, valasszuk ki a (7) sorszamu *2*, n=4megoldast. A 4.19

abra alapjan tekintsilk a *2* [L-M 91] egy tipikus fundamentalis tartomanyat a kovetkezo
poligon-szimbdlummal

(4.25) —2—a—A=%,..
?7‘;2* —nek 4 masolatdt Ossze kell ragasztanunk — a *2* csoport maximalis tiikrozési

stabilizdtorandl — mm —nél, és alkalmas oldalparositassal egy ?G -t kellene kapnunk. A
kombinatorikus nyolcszogek kozott viszont nem talalunk olyan megfeleld oldal parositast ,

amely mm -szimmetridkat ad az %7*2* tartomannyal. A 4.1 tablazatban felsorolt esetek mind

kizérjak PFipe -t.

Hasonloképpen a 4.19.b abran, tekintsiik a(39) sorszamu *255, n=20 esetet. ?*255 egy

tiikorharomszog T;,T; ,TSE szogekkel. Meg kell talalnunk egy dupla 6tszog, azaz egy két

csucsosztallyal rendelkezd nyolcszog megfeleld oldalparositdsat 1gy, hogy minden
csticsosztalyban 21 legyen a szogdsszeg, stb. Ezeket a sziikséges feltételeket nem tudjuk
kielégiteni ellentmondas nélkiil.

Természetesen bonyolult lehet egy altalanos algoritmussal minden lehetséges normalizatort
¢s fundamentalis kovezéseiket minden g -feliiletre (és minden g'—feliiletre is) meghatarozni.
Ugy tiinik a D-szimbélumok modszere eredményes lehet (Isd. [F-H 92]). Meg kell
vizsgalnunk minden lehetséges 2n-szoget 6(g-1)-ig mint [L-M 91] jelzi, de az eljaras
bonyolultsaga exponencialisan nd g-vel [S 98].
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a) Egy hatszbg szarmaztatasa egy nyoleszighdl és viszont.,
b) A felsorolt normalizatorok részesoport relacioi #2224 [>24% #2224 [>2%222 é5
*2224 [>#%22222,

a) 822
abcdaBeD

MN=2%222

4.12 abra
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Hatszogtartoméanyok zart geodetikus vonalakkal és a 3 felillet néhany tipikus normalizatora

ING|

12

aabbee
BEEELE=]

aabebC

ﬂ.m_nun...—u.-—.“—

Conway- Machbeth
szignatura

*2223

2%Q

2%222

4.13 a) abra
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abacbC
2t g gt=1

abacBC
gttt 'g=1

m,

*2224

g 2%222

my

|

~

Nil

4. 13 b) abra
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*2223 maximalis részcsoportjai a 4.9.a abran
a) az index 2, b) az index 3 (nem invariins eset)

2%222 és hasonldan
*22222,

222% 2 A
invarians

3ie

b)

4.14 és 4.15 é4bra
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2%33 maximalis nem-invarians 3 indexii részcsoportja

Extrém szimmetriak a) eltolastiikrozés 10/20 abcadBeCDe, N=2*222
b) eltolas 12/5 aabedeCfedFB, N=2%222

—

?c 10/19 abacdeBeDe kibovitése CJN -be a) eltolastiikrozéssel N= 2* @-be
b} tiikrizéssel N=2**-be

i
b

4.16,4.17 és 4.18 abra
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a) Nem letezd *2%, b) *255

4.19 abra



4.1 tablazat
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A 3 feliilet fundamentdlis tartoméanyainak felsorolasa a tipikus maximalis kovezd
normalizatorokkal, N/G faktorcsoportjaival és azok rendjével

6/1

0 N N N B W

8/1

O 00 9 O WD B~ W N

| \O I O I NS S e e e e e e e
D = O O 0 NN N AW = O

aabbcc
aabcbC
aabcBC
aabccb
abacbc
abacbC
abacBC
abcaBC

aabbcddC
aabcbdCd
aabcbddc
aabcBdcD
aabcBdCD
aabcdbCd
aabcdBCD
aabcdBdc
aabcdcDB
aabcdCDB
aabcddcB
abacbdcD
abacbdCD
abacBdCd
abacdbCD
abacdbdc
abacdBcD
abAcdbDc
abAcdBDc
abcadBCD
abcadcbD
abcdaBcD

és

2*33/3m, 6
®/1,1

2*® /m, 2

2%222 /mm, 4
*2224 /mm o m, 8
2%% /m, 2

2%% /m, 2

2%222 /mm, 4

— 6/4

2*® /m, 2

2*® /m, 2
222* /m, 2
2*%* /m, 2

2*%* /m, 2

2*® /m, 2
®/1,1

— 6/6

— 6/5

— 6/8

®'/1,1
®'/1,1

2*® /m, 2

2*® /m, 2
*2223 /mmo 3, 12
®/1,1
*22222 / mm, 4
*22222 / mm, 4
2*® /m, 2
2*® /m, 2
*2224 /4m, 8
*2223/203m, 12

10/1

O o0 3 N W B~ W DN

[\ I (O T O I NS I NS R e N e e e T e e e
AW NN = O 0O 0NN N R W N~ O

12/1

O 00 1 O W bk~ W N

[N
—_ O

aabcbdeeDc
aabccBdeeD
aabcdbeCed
aabcdBeCDE
aabcdBedcE
aabcdceDeB
aabcdCedEB
aabcdCeDEB
aabcdecDeB
aabcdeCDEB
aabcdeCedB
aabcdeeDcB
abacdbeCDE
abacdbedcE
abacdBceDe
abacdBeCed
abacdCbedE
abacdCbeDE
abacdeBcDe
abcadBeCDe
abcadcebDE
abcadcedBE
abcAdeBCEd
abcAdecbEd

aabcdceffEdB
aabcddCeffEB
aabcdecfDfeB
aabcdeCfDEFB
aabcdeCfedFB
abacdeBctDfe
abacdeCbfDEF
abacdeCbfedF
abcadeBdfCEf
abcadecfDbEF
abcadecfeBdF

— 10/16

2*® /m, 2
®/1,1

2*® /m, 2
222* /m, 2

— 8/16

— 8/19

— 8/18

— 8/18

— 8/16

— 8/15
*2223 /mo 3m, 12
®'/1,1
®'/1,1

2*® /m, 2
2*® /m, 2
222%* /m, 2
2%* /'m, 2
2%*% /'m, 2
2*¥222/mo 2,4
®'/1,1

2*® /m, 2
2%222 /mm, 4
2%222 / mm, 4

2*® /m, 2

*2223 /3mom, 12
— 12/11

— 10/23

— 10/23

2*® /m, 2

2*® /m, 2

222%* /m, 2
*2223/3mom, 12
2*® / m, 2
2*® / m, 2
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4.2 tablazat

Az N/G (maximalis) részcsoport relacioi N normalizatorral: —— invaridns eset ----- nem-invariins eset

{38 ]

*22222

2¥ @

222%

12
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4.3 tablazat

Az P sokszdg szimbolumok felsoroldsa [L-M-V 98] alapjan G =®’ nem trivialis N
normalizatoraival. A szimbdélumban ...a...a... eltolastiikrozéssel torténd oldalparositasra utal
...b...B... hiperbolikus eltoldsra, — egyenes tiikr6zésre; ...anb... n-ed rendii forgatasi, vagy
tiikr6zési kozéppontot jelent, ami a-t b-vel kapcsolja 6ssze, ...c2C... az oldal kézéppontja
kortli ponttiikrozést jelenti, ...dnD... n-ed rendii elforgatasra utal d-bdl D-be.

222* (13 tartomany): —a2Ab2Bc2C, —a2Ab2c¢2C2B, —a2b2B2c2CA, —a2b2c2C2B2A,
—a2A—b2Bc2C, —a2A—b2c2C2B, —a2A—b2B—2C,
—a2Abc2Cd2DB, —ab2Bc2Cd2DA, —ab2Bc2d2D2CA,
—a2bc2Cd2DB2A, —a2A—bc2cd2DB, —ab2Bcd2De2ECA

2*%% (4): —a2Ab—B, —a—A—b2B, —a2b—B2A, —ab—Bc2CA
2*® (16): — ab2Ba, —a2ba2b, —a2b2b2A, —a—ab2B, —a2b—a2b,

—a—a—b2B, —abac2Cb, —abbAc2C, —abbc2CA, —abc2CbA,
— ab2cb2cA, —a2bccBA, —a2 A—bcceB, —ab—ac2Cb, —ab2BcddCA,

— abc2CdbdA
3,3® (8): a3a3b3B3, a3b3a3b3, aab3Bc3C, aab3¢3C3B, a3Ab3cb3c, a3Abc3Ch,
aabc3Cd3DB, a3ABc3CdBd
24* (5): —a2Ab4B, —a4b2B4A, —a2b4B2A, —a2 A—b4B, —ab2Bc4CA
*22222 (1): —2—2—2—22
2%222 (2): —2—2—2a2A2, —2—2—2—al2A
2*%33 (2): —3—3a2A3, —3—3—a2A
23* (5): —a2Ab3B, —a3b2B3A, —a2b3B2A, —a2A—b3B, —ab2Bc3CA
*2224 (1): —2—2—2—4
*2223 (1): —2—2—2-3
65+

58 kovezés
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4.4 tablazat
A Riemann-Hurwitz egyenlet megoldasa, g =3, a=1, G=®’:
jeloli a megfelelé N normalizatort,( ) az algebrai megoldas sorszamat tartalmazza.
1 (1) N=G=®°, n=1
I. 2By+2qg=4, 21+1+...+1,<2
L.i 21+ +...+1,=2
[.i.1 /=1
(2) 2 ®, n=2; (3) O2, n=2; 2 (4) 2*®, n=2; 3 (5) 2%* n=2
[.i.2 /=2 nincs megoldas
[.i.3 /=1 [,=1 nincs megoldas
i 271+0,+...+1,=1
I.11.1 ll =1
(6) *2®, n=4; (7) *2*, n=4,
1. 2By+2¢g=2, 21+1,+...+[,<6

IL.i 20+1,+...+1,=6
.i.1 =3

(8) 222®, n=2; 4 (9) 222%, n=2
IL.ii 20+0,+...+1,=5
11.ii.1 =2, I,=1

(10) 22%2, n=4
11.11.2 [=1, [,=3
5 (11) 2%222, n=4;
I1.11.3 [=0, [,=5
6 (12) ¥22222, n=4;
1.iii 2040, +..+1,=4
I1.111.1 /=2
(13) 24®, n=4; 7 (14) 24%, n=4; (15) 23®, n=6; 8 (16) 23*,
n=6; 9(17) 33®, n=3,;
I1.111.2 /=1,[,=2
(18) 2%23, n=12; (19) 2*24; n=8; 10 (20) 2*33, n=6
I1.111.3 /,=4
11(21) #2223, n=12; 12 (22) #2224, n=8; (23) *2233, n=6;
*2323, n=6;

IL.iv  2[+[+...+1,=3
IL.iv.1 =1, [,=1

(24) 5%2, n=20; (25) 6*2, n=12; (26) 8*%2, n=8; (27) 4*3, n=12;

(28) 6*3, n=6; (29) 3*4, n=24; (30) 4*4, n=8; (31) 3*6, n=12;
II.iv.2 [=0, [/,=3
(32) *237, n=84; (33) *238, n=48; (34) *239, n=36;
(35) *2312, n=24; (36) *245, n=40; (37) *246, n=24,
(38) *248, n=16; (39)*255, n=20; (40)*266, n=12; (41)*334;
n=24;
(42)*336, n=12; (43)*444, n=8
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III. 2g+2g=0 csak iranyithato eseteket ad, nincs geometriailag realizalhato
normalizatora G= ®’-nek

IIL.i 2/+0,+...+1,=10

I1r.i.1  I=5

(44Y22222, n=2

IIL.ii  20+7+...+1,=8
11.ii.1 /=4

(45Y2223, n=6; (46)2224, n=4

IL.iii 2/+1,+..+1,=6
I11.iii.1/7=3

(47Y237, n=42; (48)238, n=24; (49)239, n=18; (50)2312; n=12
(51Y245, n=20; (52)246, n=12; (53)248, n=8; (54)255, n=10;
(55Y266, n=6; (56)334, n=12; (57)336, n=6; (58)444, n=4



- 66 -

& g I B
[,

- ta
D] N

.\lhi {1 {1

N

N l a -

N b dT

c
— A . |
. 7 & 77T

—a2Ab4B ®*: abcdaBcD

—adb2B4A ®’: abacbc (6/5)

b)

N: m: —, t: a—A, h: b—B

24* = N = (m,h,t — m?, h?, emtmt', o (th)*)

G: gi: a—a, g,: b—b, gz: c—c

G=(g1, 82, 83 — 218285 '817'8283)

Az alabbiak szerint m— m, h— h, t— t valdban N— G homeomorfizmushoz vezet:
gi=hm T 1=Fem h

g:=ttm=mtt T I=Ftm tt

gi=t"'mhtT 1=t"mht

N/G=(m,h,t— m*h’mtmt”, (th)*,hm,ttm)~(t, m=t>=h_ t*)
g1g2g:'gi'grgs=(hm)(mtt)(t""hmt)(mh)(mtt)(t'mht)=
=hthmtmhmtmht=htht(mm)ht(mm)ht=h(ththth)t=h(ht ')t=1
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I

.::]_

—a2b4B2A ®’: abcdaBcD

c)

N
r =
D | — —
! =N
o =5
R

—a2A—b4B ®*: abcdaBcD

d)

—ab2Bc4CA ®*: abcdaBcD

e)

4.20 4bra a)-e) kovezések az Fy normalizator alaptartomannyal: N=24*



- 68 -

5 Irodalomjegyzék

[B 00] T. Breuer, Characters and automorphism groups of compact Riemann Surfaces,
London Math. Soc. Lect. Note Ser. 280, Cambridge Univ. Press, 2000.

[B 51] S. Bilinski, Homogene mreze zatvorenih orientabilnih ploha, Jugos!. Akad. Zn. Umj.
Zagreb, Rad 277 (1951), 129-164. — Homogene Netze geschlossener orientierbarer
Flachen, Bull. Int. Acad. Yugosl. 6 (1952), 59-75.

[B—-E—G—G 90] E. Bujalance-J. J. Etajo-J. M. Gamboa-G. Gromadzki, Automorphism Groups
of Compact Bordered Klein Surface, A Combinatorial Approach, Lecture Notes in
Mathematics 1439, Springer-Verlag Berlin Heidelberg 1990

[C 87] M. D. E. Conder, The genus of Compact Riemann surfaces with maximal
automorphism group, J. Algebra (1987), no. 108, 204-247.

[C-B 88] A. J. Casson-S.A.Bleiler, Automorphisms of surfaces after Nielsen and Thurston,
London Mathematical Society Student Texts 9.

[D-F 87] A. W. M. Dress-R. Franz, Zu einer Frage von Herrn S. Bilinski, Pflasterungen von
Brezelflachen betreffend, Jugosl. Akad. Zn. Umj. Zagreb, Rad 428 (1987), 83-101.

[F—-H 92]R. Franz-D. H. Huson, The classification of quasi regular polyhedra of genus 2, J.
Discrete and Comp. Geom. T (1992), 347-357.

[H 93] D. Huson, The generation and classification of tile-k-transitiv tilings of the Euclidean
plane, the sphere and the hyperbolic plane, Geometriae Dedicata, 47 (1993), 269-
296.

[K—W 96] H. Karcher, M Weber, On Klein’s Riemann surface, Manuscript, 1996. — The
geometry of Klein’s Riemann surface. The eightfold way 9-49, Math. Sci. Res. Inst.
Publ. 35, Cambridge Univ. Press, Cambridge, 1999

[L-M 90] Z. Luci¢-E. Molnar, Combinatorial classification of fundamental domains of finite
area for planar discontinuous isometry groups, Arch. Math. 54 (1990), 511-520.

[L-M 91] Z. Luci¢-E. Molnar, Fundamental domains for planar discontinuous groups and
uniform tilings, Geometriae Dedicata, 40 (1991), 125-143.

[L-M-V 98] Z. Luci¢-E. Molnér-N.Vasiljevi¢, Combinatorial structure of fundamental
polygons of finite area for plane discontinuous groups, Manuscript, 1998.

[M 92] E. Molnar, Polyhedron complexes with simply transitive group actions and their
metric realizations, Acta Math. Hung. 59 (1992), 175-216.

[M-S 05] E. Molnéar and E. Stettner, Symmetry groups and fundamental tilings for the
compact surface of genus 3~ 2. The normalizer diagram with classification,
Beitrdge Alg. Geom. (Contr. Alg. Geom.) to appear in 2005

[R 94] J. G. Ratcliffe, On the isometry groups of hyperbolic manifolds, Contemporary Math.
169 (1994) 491-495.

[S 88] M. Senechal, Tiling the torus and other space forms, Discrete and Computational
Geometry, Vol. 3, No. 1, 1988 (55-72).

[S 98] E. Stettner, Die Computergestiitzte Klassifizierung der Flicheneinwickelungen in
einem Vieleck vorgegebener Seitenanzahl, Annales Univ. Sci. Budapest, 41 (1998),
103-115.



- 69 -

[S 03] E. Stettner, Symmetriegruppen und fundamentale Pflasterungen der Fldche vom
Geschlecht —3 1. Maximale Gruppen mit Sechseckbereichen, Studia Scientiarum
Mathematicarum Hungarica, 40 (2003), 41-57.

[SS 98] P. Schmutz Schaller, Geometry of Riemann surfaces based on closed geodesics,
Bulletin (New Series) of the American Mathematical Society, Volume 35, Number 3,
193-214.

[Z 97] E. Zamorzaeva, On isohedral tilings of hyperbolic manifolds, An. Stiint. Univ. Al. 1.
Cuza lasi. Mat. (N. S.) 43 (1997), no. 1, 81-88 (1998).

[Z-V—C 80] H. Zieschang, E. Vogt and H. Coldewey, Surfaces and Planar Discontinuous
Groups, Springer, Berlin Heidelberg New York, 1980.



-70 -

6 A program leirasa

A 2n sz0g oldalaihoz az 1, 2, ...n szamokat rendeltem adott pozitiv koriiljaras szerint, egy
rogzitett 1 jelii csticsbol kiindulva. Egy oldalparositas egy olyan fiiggvény, mely
{1, 2,..2n}-hezaz 1, 1, 2, 2, ...n, n értékeket rendeli. Az Osszes ilyen fiiggvényt eldallitjuk
szisztematikus tovabblépésekkel. Ezen fiiggvényeket ekvivalensnek nevezziik, ha egyik a
masikbol megkaphato6 az alabbi mddon:
1. Az 1,2, ..., n fliggvényértékekek tetszoleges permutéacidjaval,
2. valamint a kezddésokszog ciklikus forgatdsaival és (1, n+1) tengelyl tiikrozésével
komponalva (diéderszimmetria).
3. Az ekvivalens fliggvények koziil egy reprezentanst valasztunk ki, ahol az 1. oldal
legyen az, amelyhez legkdzelebb van a parja. Ha tobb ilyen van, azt valasztjuk, ahol az
1 oldal 2-jelti + irdanyu szomszédjahoz legkdzelebb van a parja, stb.

fgy a lehetséges nemekvivalens fiiggvényekhez vezetd algoritmus 1épésszama becsiilhetd. A
kezddsokszog 1. oldalahoz n értéket rendelhetiink. Ennek parjat 2n-1 oldalhoz rendelhetjiik.
Ezek rogzitése utan a 2. oldalhoz (vagy az 1.-h6z a + iranyban legkozelebbi eddig szabad
oldalhoz n-1 értéket rendelhetiink. Ennek parjat 2n-3 oldalhoz rendelhetjiik. A 3. oldalhoz
(1-hez legkozelebbi eddig szabad oldalhoz n-2 értéket rendelhetiink, parjat 2n-5-féleképpen
valaszthatjuk, stb.)

Teljes indukcioval ez

[n-(2n-1)]-[(n-1)-[(2n-3)]-[(n-2)-(2n-5)]...[2-3]-[1-1]
darab fiiggvény. Ezek koziil n! egy skatulydba oszthato, mert az 1, 2, ..., n fiiggvényértékek
permutalasa biztosan ekvivalens fiiggvényekhez vezet. Igy tehat eddig
(2n-1)- )-@2n-3)... 3.1= V'
2" -n!
fuggvényskatulyat kaptunk, ahogy a 3. fejezetben is leirtuk. Ezek barmelyike a 2n darab
diéder-szimmetrianal legalabb 1, legfeljebb 2n ekvivalens poligonhoz vezet.

A sziikséges 1€pésszam (ez még nem a kiillonb6z6 irdnyithatd parositasok szdma) becsiilhetd
elészor:

(2n-1)! <o(2n)< (2n)!

2" -n! 2"-n!

majd a Stirling formuléaval, ahogy ezt a 3.1-ben leirtuk.
A fenti 3 pontban leirt diéderszimmetriat kezdettdl figyelembe vevd leszamolas kedvezdbb
algoritmusra is lehetdséget ad, s6t finomabb becslésre is vezethet, de ez most nem volt a
célunk.

>

Most bevezetjiik a kovetkezd jelolést. Az dbran lathato (orientacid-tartd) dsszeragasztast
jelolje 0, az ellentétest 1.
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Az eddigi szamokat most kétjegytliekké alakitjuk. P1.: 11 20 11 20 egy négyzet kovetkezd
Osszeragasztasat jeloli:

1

gy minden iranyithat oldalparositishoz, amelyet a program el6z6 részében kaptunk meg,
hozzéarendeltiink 2"* darab feliiletet. Ezek kozott egy kétoldalu feliilet van, a tobbi egyoldali.
(Kétoldalu az a feliilet, ahol a mésodik jegy csupa 0.) Természetesen ezek kozott a feliiletek
kozott vannak azonosak. Ezeket ujra a fent emlitett transzformécidk segitségével sztrjiik ki. A
reprezentans feliiletek felsoroldsanal (pl. a 3 feliilet 65 alaptartomanyanal) betiik jelolik az

oldalparositast: 1—a, 2—b, ..., stb; ...x...x... iranyitasvalto, ...x...X... irdnyitastarto

oldalparositas leirasara utal; a listan lexikografikusan az elébbi megel6zi az utdbbit. igy
sorban minden kétoldali feliilethez (orbifoldhoz) megkapjuk az 6sszes (egy-és kétoldalu)
feliiletet (orbifoldot).

Ezutan megvizsgaljuk, hogy az Osszeragasztds soran, mely csucsok ekvivalensek, azaz hany
csucsosztaly keletkezik. Ez rogzitett 2n oldalt sokszog esetén meghatarozza a feliilet tipusat
(Euler karakterisztik4jat, nemszamat).

gy tablazatba gyljtve megkapjuk, hogy adott 2n oldald sokszdghdz milyen feliiletek
tartoznak, s kombinatorikusan hény kiillonb6z6 mddon jonnek 1étre.

A mellékelt CD-n talalhaté ketoldal.exe file eldallitja egy dat file-ba a program leiras elsd
részében emlitett szamsorozatokat, a egyoldal.exe meghatdrozza hogy az adott oldalszamu
sokszogbdl (a CD-n talalhato program 14 sz6gbdl) milyen feliileteket, hany kombinatorikusan
kiilonb6zé moddon allit elo.
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7 Aforrasprogram

{ A tizennégyszogbdl eldallithaté kombinatorikusan kiilonb6zd
kétoldalu feliiletek meghatarozasa}

program tizennegy;

uses crt;

type sszo=string[14];

var j1,j2,j3,j4.)5,)6,)7,n,m,1,j,kod,szam:byte;

k1,k2.k,poz,l :integer;

S :SSZ0;

f :file of sszo;

log,talal :boolean;

a,e :array[1..14] of byte;

b :array[1..28,1..14] of byte;
W,V :string[ 14];

label cim1,cim2,cim3,cim4,cim5,cim6,vege;
procedure iras;

{A eddig megtalalt, mar elmentett szamsorozatoktol
kombinatorikusan kiilonb6z6 permutécid beirasa a
'tizennegy.dat' adatbazisba}

begin
assign(f,'tizennegy.dat');
reset(f);
if ioresult<>0 then
begin
rewrite(f);
end;
s:=";
poz:=k2;
seek(f,poz);
for i:=1 to 14 do
begin
str(a[i],w); s:=stw;
end;
write(f,s);
writeln(s);
close(f);
end;

procedure olvas;

{A 'tizennegy.dat' adatbazisbdl a mar elmentett
szamsorozatok kiolvasasa}

begin
assign(f,'tizennegy.dat');
reset(f);
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poz:=l;

seek(f,poz);

read(f,s);

for i:=1 to 14 do
begin
v:=s;delete(v, 1,i-1);delete(v,2,14-1);val(v,e[i],k);
end;

close(f);

end;

procedure hasonlit;

crcr

elmentett kombinatorikusan kiilonbdz6 esetekkel }

begin

1:=0;kod:=1;szam:=0;

repeat

1=1+1;:=1+1;

repeat

if(kod=0)then j:=j+1;

kod:=0;

until((e[i]=e[j])or(j=14));

kod:=1;

if((e[1]=e[j])and(b[m,i]=b[m,j]))then szam:=szam+1;
until(((e[i]=e[j])and(b[m,i]<>b[m,j]))or(i=13));
if(szam<7)then talal:=false else talal:=true;end;

procedure transzf;
{elforgatés}

begin
for i:=1 to 14 do
begin
b[1,i]:=a[i];
end;
for j:=2 to 14 do
begin
for 1:=2 to 14 do
begin
b[j,i]:=b[j-1,i-1];
b[j,1]:=b[j-1,14];
end;
end;

{tengelyes tiikrozés}

for j:=1to 14 do
begin
for i:=1to 7 do
begin
b[j+14,1]:=b[j,15-1];
b[j+14,15-1]:=b[j,i];
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end;
end;
end;

procedure jobbra;
begin
while(a[1]<=k)and(i<=n) do 1:=1+1;
if a[i]>k then log:=true else log:=false;
end;

procedure nullaz;
begin
for i:=1 ton do
begin
if a[i]>k then a[i]:=0;
end;
1:=n;
while a[i]<>k do 1:=i1-1;
a[1]:=0;
end;

begin
{Az 11223344556677 szamsorozat permutacidinak eldallitasa}

clrscr;

k1:=1; k2:=1; n:=14;

for i:=1 to n do a[1]:=0;
a[l]:=1;
j1:=2;

ciml: a[jl]:=I;
j2:=2;
while a[j2]<>0 do j2:=j2+1;
a[j2]:=2;
j2:=52+1;

cim2: while a[j2]<>0 do j2:=j2+1;
a[j2]:=2;
j3:=2;
while a[j3]<>0 do j3:=j3+1;
a[j3]:=3;
j3:=53+1;

cim3: while a[j3]<>0 do j3:=j3+1;
a[j3]:=3;
J4:=2;
while a[j4]<>0 do j4:=j4+1;
a[j4]:=4;
J4:=4+1;

cim4: while a[j4]<>0 do j4:=j4+1;
a[j4]:=4;
j5:=2;
while a[j5]<>0 do j5:=j5+1;
a[j5]:=5;
j5:=15+1;
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cim5:  while a[j5]<>0 do j5:=j5+1;
a[j5]:=5;
16:=2;
while a[j6]<>0 do j6:=j6+1;
a[j6]:=6;
j6:=16+1;
cim6: while a[j6]<>0 do j6:=j6+1;
a[j6]:=6;
17:=2;
while a[j7]<>0 do j7:=7+1;
a[j71:=7,
17:=17+1;
while a[j7]<>0 do j7:=7+1;
a[j7]:=7;
write(k1,".");
write(k2);writeln;
if k1>1 then
begin
transzf;
1:=0;
repeat
m:=1;
l:=I+1;0lvas;
repeat
m:=m-+1;hasonlit;
until((talal=true)or(m=28));
until((talal=true)or(1=k2-1));
write(talal);
if(talal=true)then k1:=k1+1;
if(talal=false)then begin

iras;k1:=k1+1;k2:=k2+1;
end;
end;
if k1=1 then begin iras;k1:=k1+1;k2:=k2+1;end;
if k1>10395 then goto vege;
if j6<>n then
begin
1:=)6+1;k:=6;jobbra;
if log then begin
j6:=16+1;
nullaz;
goto cimo6;
end;
end;
if j5<>n then
begin
1:=)5+1; k:=5;jobbra;
if log then begin
J5:=15+1;
nullaz;
goto cim5;
end;



end;

if j4<>n then

begin

1:=j4+1; k:=4;jobbra;
if log then begin
j4:=j4+1;

nullaz;

goto cim4;

end;

end;

if j3<>n then

begin

1:=)3+1; k:=3;jobbra;
if log then begin
j3:=13+1;

nullaz;

goto cim3;

end;

end;

if j2<>n then

begin

1:=)2+1; k:=2;jobbra;
if log then begin
j2:=12+1;

nullaz;

goto cim2;

end;

end;

if j1<>n then

begin

1:=j1+1; k:=1;jobbra;
if log then begin
jli=1+1;

nullaz;

goto ciml;

end;

end;

vege: readln;readln;
end.
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{Az 6sszes kombinatorikusan kiilonb6z6 iranyithatd és
nemiranyithatd feliilet el6allitasa tizennégyszogbol}

program egyoldalu;

uses crt,printer;

const esc=chr(27);

type sszo=string[14];

var c,cs,g:array[1..14] of byte;
b:array[1..128,1..14] of byte;
a:array[1..28,1..14] of byte;
egyes:array[1..5] of byte;
1,J,0sz,11,12,13,11,i2,1,k k1,k2 ,kod,m,szam,al,sz,zs,0,egy,egyl,egy2,egy3,egy4:byte;
g:array[1..10] of longint;
el,e2:real;
poz,k3,db:integer;
$:SSZ0;
f:file of sszo;
e,n:array[1..14] of longint;
d1,d2:longint;
talal,valasz,jo:boolean;
log:array[1..128] of boolean;
z:longint;
fel:string[2];
oszi,tab:string;
v:string[14];

procedure transzf;
begin
for k:=1to 14 do
begin
a[1,k]:=b[k1,k];
end;

{elforgatés}

for 1:=2 to 14 do

begin

for k:=2 to 14 do
begin
a[l.k]:=a[l-1,k-1];
a[l,1]:=a[l-1,14];
end;

end;

{tengelyes tiikrozés}

for 1:=1 to 14 do
begin
for k:=1to 7 do
begin
a[l+14 k]:=a[l,15-k];
a[l+14,15-k]:=a[L,k];
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end;
end;
end;

procedure hasonlit;

kapott kombinatorikusan kiilonb6z6 esetekkel}

begin

1:=0;kod:=1;szam:=0;

repeat

1:=1+1;j:=1+1;52:=0;

repeat

if(kod=0)then j:=j+1;

kod:=0;

until((b[k2,i]=b[k2,j])or(j=14));

kod:=1;

el:=b[k2,i]/10;e2:=a[m,1]/10;
d1:=round(10*(el-int(el)));d2:=round(10*(e2-int(e2)));
if((b[k2,1]=b[k2,j])and(a[m,i1]=a[m,j])and(d1=d2)) then szam:=szam+1;
if((j=14)and(b[k2,1]<>b[k2,j])) then sz:=1;
until(((b[k2,1]<>b[k2,j])or(a[m,i]<>a[m,j])or(d1<>d2)or(i=13))and(sz<>1));
if(szam<7)then talal:=false else talal:=true;

end;

{A csucsosztalyok szdmanak meghatarozasa}

procedure csucs;
begin
if(((zs=1l)and(n[i1]=1))or((zs<>il)and(n[i1]=0)))then 1:=12;
if(not(((zs=il)and(n[il1]=1))or((zs<>il)and(n[i1]=0)))and(i2>1)) then 1:=12-1;
if(not(((zs=il)and(n[i1]=1))or((zs<>il)and(n[i1]=0)))and(i2=1)) then 1:=14
end;

procedure ujcsucs;
begin
11:=1;
while (cs[l11]=1) do 11:=11+1;
if o=1 then egy1:=egy;
if 0=2 then egy2:=egy;
if 0=3 then egy3:=egy;
if 0=4 then egy4:=egy;
cs[l1]:=1;i1:=11;12:=1;zs:=il;egy:=1;sz:=sz+1;0:=0+1;
while((e[il]<>e[i2])or(i1=i2))do i2:=12+1;
end;

procedure olvas;

{A 'tizennegy.dat' adatbazisbol a kovetkezd
szamsorozat kiolvasasa}

begin
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assign(f,'c:\bp\tizenneg.dat');
reset(f);

poz:=db;

seek(f,poz);

read(f,s);

for i:=1 to 14 do

begin
v:=s;delete(v,1,1-1);delete(v,2,14-1);val(v,g[1],k3);
end;

close(f);

writeln(s);

end;

begin
for 1:=1 to 10 do
q[i]:=0;
egyl:=0;egy2:=0;egy3:=0;egy4:=0;0sz:=1;
al:=2;
clrscr;
for db:=1 to 5284 do
begin
olvas;write(db);
for i:=1 to 128 do
for j:=1 to 14 do
b[i,j]:=g[j];
z:=128;
for 11:=1 to 7 do
begin
1:=1;5:=1;
while b[i,j]<>11 do j:=j+1;
2:=5:=+ 1
while b[i,j]<>11 do j:=j+1;
z:=round(z/2);
repeat
if i>1 then 1:=itz;
for 13:=i to i+z-1 do
begin

{Az iranyithat6 és nem-iranyithat6 oldalparositasok eldallitasa
az oldalakat jelold szamok kétjegytiekké alakitasaval,
masodik jegy 0-iranyithatd, 1-nem-irdnyithat6 oldalparositas}

b[13,12]:=10*b[13,12];b[13,j]:=10*b[13,j];

end;

1:=1tz;

for 13:=i1 to 1+z-1 do

begin
b[13,12]:=10*b[13,12]+1;b[13,j]:=10*b[13,j]+1;
end;

until(13>=128);

end;
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k1:=2;al:=2;log[1]:=false;log[2]:=false;
repeat
k1:=k1+1;transzf;
k2:=1;
repeat
k2:=k2+1;m:=1;
repeat
m:=m-+1;hasonlit;
until(talal=true)or(m=28);
until(talal=true)or(k2=k1-1);
log[k1]:=talal;
if(talal=false) then al:=al+1;
until(k1=128);

writeln(al);
for i:=1 to 128 do
begin
if(log[i]=false)then
begin
for j:=1 to 14 do
begin
e[j]:=round(b[i,j]/10);n[j]:=b[i,j]-10*e[j];cs[j]:=0;
end;
cs[1]:=1;sz:=1;zs:=1;i11:=1;i2:=2;valasz:=false;0:=1;egy:=1;
repeat
while ((e[il]<>e[i2])or(i1=12)) do i2:=12+1;
csucs;

if(((cs[1]>0)and(egy<3))or((cs[1]>0)and(sz=14)))then valasz:=true;

if((cs[1]>0)and(egy>=3)and(sz<14))then begin

ujcsucs; end;

if(not(valasz))then

begin

jo:=false;

if((n[11]=1)and(zs=i11))and((i2<14)and(jo=false)))then begin
cs[i2]:=1;11:=12+1;zs:=12;jo:=true;end;

if((n[i11]=1)and(zs=i11))and((i2=14)and(jo=false))) then begin
cs[i2]:=1;il:=1;zs:=12;jo:=true;end,

if((n[i11]=1)and(zs<>il))and((i2>1)and(jo=false))) then begin
cs[i2-1]:=1;11:=12-1;zs:=12-1;jo:=true;end;

if(((n[i11]=1)and(zs<>il))and((i2=1)and(jo=false))) then begin
cs[14]:=1;11:=14;zs:=14;jo:=true;end;

if(((n[11]=0)and(zs=i1))and((i2>1)and(jo=false))) then begin
cs[i2-1]:=1;11:=12-1;zs:=12-1;jo:=true;end;

if(((n[11]=0)and(zs=i1))and((i2=1)and(jo=false))) then begin
cs[14]:=1;11:=14;zs:=14;jo:=true;end;

if(((n[11]=0)and(zs<>i1))and((i2<14)and(jo=false))) then begin
cs[i2]:=1;11:=12+1;zs:=12;jo:=true;end,

if(((n[11]=0)and(zs<>il))and((i2=14)and(jo=false))) then begin
cs[i2]:=1;il:=1;zs:=12;jo:=true;end,

12:=1;sz:=sz+1;egy:=egy+1;

end;
until valasz;
fel:='er';
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if((sz=14)and(egy>=3))then begin

if(i=1)then begin
if(0=2)then begin fel:='p3'; q[2]:=q[2]+1;end,
if(o=4)then begin fel:='p2'; q[4]:=q[4]+1;end,
end;

if(i<>1)then begin
if(o=1)then begin fel:='n7'; q[5]:=q[5]+1;end;
if(0=2)then begin fel:='n6'; q[6]:=q[6]+1;end;
if(o=3)then begin fel:='n5'; q[7]:=q[7]+1;end,
if(o=4)then begin fel:='n4'; q[8]:=q[8]+1;end;
end;

end;

end;end;

end;

{A kapott kombinatorikusan kiilonb6z6 feliiletek
tipusanak és szdmanak kiiratasa}

writeln("p3:',q[2],' p2:'.9[4]);
writeln('n7:',q[5],' n6:',q[6],' n5:',q[7],' n4:',q[8]);
writeln(Ist,'p3:',q[2],' p2:',q[4]);
writeln(lst,'n7:',q[5],' n6:',q[6],' n5:',q[7],' n4:',q[8]);
readln;readln;

end.
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