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BEVEZETÉS

A gráfelmélet a mátrix-algebrához hasonlóan a matematika viszonylag
fiatal ága. Igaz, néhány a gráfelmélet részét alkotó feladat már 100-200 éves,
esetleg még régebbi: ilyenek az Euler-vonal és több más fejtörő, mégis a gráf-
elmélet valódi virágzását König Dénes "Theorie der endlichen und unendlichen
Graphen" cimü, 1936-ban Lipcsében megjelent könyvétől számithatjuk.

A gráfelmélet abban is hasonlit a mátrix-algebrához, hogy legelső perió-
dusától kezdődően napjainkig állandóan felhasználásra került az operációkuta-
tásban, de abban is, hogy mind a gráfelmélet, mind a mátrix-algebra müvelői.
között világviszonylatban előkelő helyet foglalnak el a magyar matematikusok.

A gráfelmélet szakirodalma alkalmazott formában, - legalább is Magyar-
országon - eddig egyenlőtlenül volt hozzáférhető. Elsősorban a hálózattervezés
és a hálós programozás került széleskörü alkalmazásra; éppen ezért ez a rész
szükebben szerepelhetett az előadásban.

Az előadás- sorozatnak nem célja általános matematikai alapok ismerteté-
se. Ezekre csak röviden utalunk, majd inkább néhány ujabb alkalmazási lehe-
tőségre mutatunk rá. Ennek során elsősorban az alapelveket fejtjük ki; a gya-
korlati alkalmazások részletes ismertetését viszont mellőzzük.

Az előadás-sorozat céljából következően a bizonyitások és a szokásosnál
részletesebb szöveges magyarázatokkal szemben a képies ábrázolást és a tény-
leges megoldó algoritmusok közlését részesítettük előnyben. Vonatkozik ez nem-
csak a fogalmak és tételek bemutatására, de a feladatok megoldására is. Né-
hány bonyolultabb feladatnál megelégedtünk csupán a gondolatmenet felvázolá-
sával. Igy azok számára akik saját maguk kivánnak feladatokat megoldani, és
azok számára is, akik feladatokat csak felismerni és megfogalmazni kivánnak;
a szükséges alapokat remélhetően megadtuk.

Az alkalmazással kapcsolatos általános, leiró jellegü, nem érdemi kifej-
téstől tartózkodtunk (ebből ugyis van elegendő). A téma nagysága és napjaink-
ban is állandó fejlődése miatt az előadás-sorozat csak bevezetőnek tekinthető
és, - amennyiben ehhez az érdeklődés megvan - indokolt a téma további, rész-
letesebb kifejtése.





1. ALAPFOGALMAK ÉS TÉTELEK

Egy gráfot két, egymással kapcsolatban álló halmaz határoz meg. Igy a
G(A, B) gráfot meghatározzák:

A
B

a gráf pontjai (csucspontjai),
a gráf ivei.

..

Az A ponthalmaz pontjai legyenek a ap a pontok száma tehát12 ...
n. Ha a ponthalmaznak aj; 29, ag az elemei, ezt igy jelöljük: fé 49, ag) sz A.3
A gráf egy-egy ivét az A ponthalmaz pontjai közül egy-egy pontpár határozza
meg. Ha a pontpár két pontja sorrendjének van jelentősége, akkor a pontpár
rendezett, vagyis az iv irányitott, Ilyen esetben az iv ábrázolásakor nyillal je-
löljük az irányt. A gráf egy ivének a gráf egyik pontja a kezdőpontja és a gráf
egyik pontja a végpontja. Ha ez a két pont egybeesik, hurokról beszélünk.

Legyen az iv két végpontja a és b. Azt, hogy ezeket az A ponthalmaz
tartalmazza, igy jelöljük: a € A; b € A. Ha valamilyen elem nem része egy
halmaznak, azt igy jelöljük: €

Ha az ivek iránya nem lényeges, ugy iv helyett élről beszélünk. Iv és él
között a továbbiakban csak akkor teszünk különbséget, ha ennek jelentősége

Gráfok
a) Rendezett (irányitott) b) Nem irányitott c) Hurok

ivekkel élekkel

Két pontot összeköthet egy vagy több él. Az utóbbi esetben azt mondjuk, .

hogy a gráf többszörös éleket tartalmaz.
Ha a gráf két pontját n számu él köti össze, ugy n-et tekintjük a szó-

fia sso



banforgó pontpárhoz tartozó multiplicitási számnak. Az A halmaz valamennyi
pontpárjához tartozó multiplicitási számok összege egyenlő a gráf elemeinek a
számával.e Lm CC DD

egyszeres él kétszeres él
A giétszeres iv kétszeres iv,

SVAK E más ábrázolásban
Multiplicitás

Az operációkutatásban a csak egyszeres éleket tartalmazó gráfokon kivül
különösen gyakran találkozunk legfeljebb kétszeres éleket tartalmazó gráfokkal.

Az egyszeres, nem irányitott élekkel ábrázolt gráfok gyakran kétszeres,
irányitott ivekből álló gráfokat is jelenthetnek. Igy például egy ország vagy egy
város uthálózatát egyszeres élekből álló gráfként ábrázolhatjuk. Bizonyos fel-
adatoknál azonban jelentősége van a haladási iránynak és ekkor a kétirányu for-

. galmuutak már kétszeres iveket jelentenek.
A legfeljebb kétszeres, irányitott gráfokat gyakran - Pólya György nyo-

mán - digráf-oknak (directed graph) nevezik. A digráfot is jelölhetjük általá-
nosságban G-vel, esetleg D-vel.

Azirányitott gráfot gyakran igy jelöljük: é.
Ha egy ponthalmaz pontjai között két vagy több kapcsolathalmaz (élhal-

maz) van, multigráíról, két kapcsolathalmaz esetén viszont bigráfról beszé-
lünk. Ilyen esetben nemcsak azt kell tudnunk, hogy két pont között milyen élek
vannak, de azt is, hogy az egyes élek melyik élhalmazhoz tartoznak.

Az 1. a) ábra szerinti gráfnak 6 pontja és 7 ive van. Az 1. b) ábra szerinti
gráfnak 6 pontja és 8 éle van. A (rendezetlen) gráf adott a pontjához illesz-
kedő élvégek száma adja meg az a fokszámát (a fokát), amit igy jelölünk: v(a).

A gráf nulladfoku pontját izolált (elszigetelt, egyedülálló) pontnak nevez-
zük. A továbbiakban általában olyan gráfokkal foglalkozunk, amelyeknek nincs
izolált pontjuk. Az izolált poritot nem tartalmazó gráfban minden pont egy
vagy több élnek a végpontja.

A hurokél végpontjának a fokszáma 2, mert két élvég illeszkedik rá, .- no-
ha a két élvég ugyanahhoz az élhez tartozik. Az operációkutatásban a leggyak-
rabban - de nem mindig - hurokél nélküli gráfokkal dolgozunk.

Minden gráfban a fokszámok összege egyenlő az élek számának kétszere-
sével. Igy például az 1/b ábra szerinti gráfnak 8 éle van, 2x8 - 16; a fokszá-
mok összege —2t2t4t12131t3-l16.

Egy gráfban a fokszámok összege mindig páros (hiszen az élek számának .

a kétszeresével egyenlő). Vonjuk le a fokszámok teljes összegéből a páros fok-
számok összegét, az eredmény páros, ami azt jelenti, hogy párosszámu olyan
pont van, amelyeknek páratlan a foka. Igy tehát láthatjuk, hogy minden gráfban
páros számu páratlan foku pont van.

A rendezett gráfban megkülönböztetjük az adott pontba befutó iveket (éle-
ket) és az adott pontból kiinduló iveket (éleket). Ezek is, azok is, nyalábot al-
kotnak. Az adott pontba befutó élek száma jelenti a befelé mért fokszámot (£).
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