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BEVEZETES

A grifelmélet a métrix-algebrdhoz hasonl6an a matematika viszonylag
fiatal 4ga. Igaz, néhédny a gréfelmélet részét alkot6 feladat mar 100-200 éves,
esetleg még régebbi: ilyenek az Euler-vonal és tobb mds fejtors, mégis a graf-
elmélet val6di virdgz4s4t Konig Dénes "Theorie der endlichen und unendlichen
Graphen" cimii, 1936-ban Lipcsében megjelent konyvétSl szdmithatjuk.

A gréfelmélet abban is hasonlit a métrix-algebréhoz, hogy legelss peri6-
dus4t6] kezd8d8en napjainkig 4lland6an felhaszndl4dsra keriilt az operdci6kuta=
t4sban, de abban is, hogy mind a grédfelmélet, mind a métrix-algebra miivelSi_
kozott vildgviszonylatban el6kels helyet foglalnak el a magyar matematikusok.

A gréfelmélet szakirodalma alkalmazott formédban, - legaldbb is Magyar-
orszigon - eddig egyenl6tleniil volt hozziférhet6. Els6sorban a hdlézattervezés
és a h4l6s programozés keriilt széleskorii alkalmazédsra; éppen ezért ez a rész
sziikebben szerepelhetett az el6adédsban.

Az elBadds-sorozatnak nem célja 4ltaldnos matematikai alapok ismerteté-
se. Ezekre csak rdviden utalunk, majd inkdbb néhdny ujabb alkalmaz4si lehe-
t6ségre mutatunk r4. Ennek sordn elsésorban az alapelveket fejtjiik ki; a gya-
korlati alkalmazésok részletes ismertetését viszont mell6zziik.

Az elBadéds-sorozat céljdbol kovetkezben a bizonyitdsok és a szokdsosnél
részletesebb szdveges magyardzatokkal szemben a képies 4brdzolést és a tény-
leges megold6 algoritmusok kozlését részesitettiik elényben. Vonatkozik ez nem-
csak a fogalmak és tételek bemutatdsdra, de a feladatok megolddséra is. Né-
hény bonyolultabb feladatndl megelégedtiink csupin a gondolatmenet felvdzol4-
sdval. Igy azok szdmdra akik sajit maguk kivdnnak feladatokat megoldani, és
azok szdmdra is, akik feladatokat csak felismerni és megfogalmazni kivdnnak;
a szilkséges alapokat remélhetSen megadtuk.

Az alkalmazissal kapcsolatos 4ltaldnos, leiré jellegii, nem érdemi kifej-
téstdl tart6zkodtunk (ebbdl ugyis van elegendS). A téma nagysiga és napjaink-
ban is 4lland6 fejlédése miatt az el6adds-sorozat csak bevezetének tekinthetd
és, - amennyiben ehhez az érdekl8dés megvan - indokolt a téma tovabbi, rész-
letesebb kifejtése.






1. ALAPFOGALMAK ES TETELEK

Egy gréfot két, egymdssal kapcsolatban 4116 halmaz hatiroz meg. Igy a
G (A, B) gréfot meghatdrozz4k:

A
B

a gréf pontjai (csucspontjai),
a griéf ivei.

~

Az A ponthalmaz pontjai legyenek a,8,... 28, a pontok szdma tehdt
n. Ha a ponthalmaznak a,, 8y, 35 8Z elemei, ezt igy jeldljiik {al, 2, 33} = A,

A gréf egy-egy ivét az A ponthalmaz pontjai kiziil egy-egy pontpar hatdrozza
meg. Ha a pontpdr két pontja sorrendjének van jelent&sége, akkor a pontpir
rendezett, vagyis az iv irdnyitott. Ilyen esetben az iv 4dbrézoldsakor nyillal je-
18ljiik az irdnyt. A grif egy ivének a gréif egyik pontja a kezdSpontja és a graf
egyik pontja a végpontja. Ha ez a két pont egybeesik, hurokrdl beszéliink.

Legyen az iv két végpontja a és b. Azt, hogy ezeket az A ponthalmaz
tartalmazza, igy jeldljiik: a € A; b € A, Ha valamilyen elem nem része egy
halmaznak, azt igy jeldljiik: ¢

Ha az ivek irdnya nem lényeges, ugy iv helyett élr6l beszéliink. Iv és él
kozott a tovdbbiakban csak akkor tesziink kiilonbséget, ha ennek jelentSsége

Grifok

a) Rendezett (irdnyitott) b) Nem irédnyitott ¢) Hurok
ivekkel élekkel

Két pontot 8sszekdthet egy vagy tobb él. Az ut6bbi esetben azt mondjuk, .
hogy a gréf tobbszdrds éleket tartalmaz.
Ha a gréf két pontjit n szdmu €l kéti 6ssze, ugy n-et tekintjiik a sz6-

S



banforg6 pontparhoz tartoz6é multiplicitdsi szdmnak. Az A halmaz valamennyi
pontparjdhoz tartoz6 multiplicitdsi szdmok osszege egyenlS a grif elemeinek a
szdmdéval.

— <> > =

egyszeres €l kétszeres €l 9 ég(étszeres iv kétszeres iv,
o ¥ més dbrézoldsban
Multiplicitds

Az operécifkutatidsban a csak egyszeres éleket tartalmaz6 gréfokon kiviil
kiilondsen gyakran taldlkozunk legfeljebb kétszeres éleket tartalmazé grafokkal.

Az egyszeres, nem irdnyitott élekkel dbrézolt grifok gyakran kétszeres,
irdnyitott ivekbsl 4116 gréfokat is jelenthetnek. Igy példdul egy orszdg vagy egy
véros uth4l6zat4t egyszeres élekbsl 4116 grafként dbrézolhatjuk. Bizonyos fel-
adatoknél azonban jelent8sége van a haladési irdnynak és ekkor a kétirdnyu for-

. galmuutak mér kétszeres iveket jelentenek.

A legfeljebb kétszeres, irdnyitott grifokat gyakran - Pélya Gydrgy nyo-
mién - digréf-oknak (directed graph) nevezik. A digréfot is jeltlhetjiik 4ltala-
nossdgban G-vel, esetleg D-vel.

Azirdnyitott grafot gyakran igy jeloljiik: o .

Ha egy ponthalmaz pontjai kdzott két vagy tobb kapcsolathalmaz (élhal-
maz) van, multigrifrél, két kapcsolathalmaz esetén viszont bigrifrél beszé-
liink. Ilyen esetben nemcsak azt kell tudnunk, hogy két pont kozott milyen élek
vannak, de azt is, hogy az egyes élek melyik élhalmazhoz tartoznak.

Az 1.a) dbra szerinti gréfnak 6 pontja és 7 ive van. Az 1.b) dbra szerinti
grifnak 6 pontja és 8 éle van. A (rendezetlen) graf adott a pontjéhoz illesz-
ked§ élvégek szdma adja meg az a fokszdmit (a fokdt), amit igy jelSliink: v(a).

A gréf nulladfoku pontjit izol4lt (elszigetelt, egyediildll6) pontnak nevez-
ziik. A tovébbiakban 4ltaldban olyan gréfokkal foglalkozunk, amelyeknek nincs
izoldlt pontjuk. Az izoldlt pontot nem tartalmaz6 gridfban minden pont egy
vagy tobb élnek a végpontja.

A hurokél végpontjdnak a fokszdma 2, mert két élvég illeszkedik r4, - no-
ha a két élvég ugyanahhoz az élhez tartozik. Az operédciSkutatdsban a leggyak-
rabban - de nem mindig - hurokél nélkiili gréfokkal dolgozunk.

Minden gréfban a fokszdmok Osszege egyenl§ az élek szdménak kétszere-
sével. Igy péld4ul az 1/b dbra szerinti grédfnak 8 éle van, 2x8 = 16; a foksza-
mok osszege=2+2+4+2+3+3=16.

Egy gréfban a fokszdmok dsszege mindig paros (hiszen az élek szdménak
a kétszeresével egyenl6). Vonjuk le a fokszdmok teljes 6sszegébll a pdros fok-
sz4dmok Bsszegét, az eredmény piros, ami azt jelenti, hogy pdrosszdmu olyan
pont van, amelyeknek paratlan a foka. Igy tehdt l4thatjuk, hogy minden gréfban
péros szdmu pdratlan foku pont van.

A rendezett grafban megkiilonboztetjiik az adott pontba befut6 iveket (éle-
ket) és az adott pontb6l kiindul6 iveket (éleket). Ezek is, azok is, nyalédbot al-
kotnak. Az adott pontba befut6 élek szdma jelenti a befelé mért fokszdmot (fb).
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