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1. Bevezetés

1.1. Az értekezés célkitiizései és szerkezete

A disszertacioban harom témaéval foglalkozunk, melyek mindegyike bizonyos al-
gebrai struktirak részstrukturainak kommutativitdsat kovetelik meg. Az elsé
téma vizsgalatainak célja, hogy meghatarozzuk a Grassmann algebrdk kommu-
tativ részalgebrainak maximalis dimenziojat. Ez a fejezet Domokos Matyassal
kozos eredményeinket ismerteti. A méasodik téma vizsgalatai sorén fels6 korla-
tot adunk a véges félhalo-felbonthatatlan félcsoportok részfélhaloinak rendjére.
A harmadik téma olyan S félcsoportokhoz kapcsolodik melyek kongruencidinak
halmaza kommutativ részfélcsoportot alkot az S binaris relacidinak félcsoport-
jaban, ezen félcsoportok az ugynevezett permutalhaté félcsoportok. Ez a fejezet
Nagy Attilaval k6z6s eredményeinket ismerteti.

A disszertacio egy szamozatlan Bevezet6t és tovabbi négy fejezetet tartal-
maz.

Az 1. Fejezet az El6zmények, melyben bemutatjuk a disszertacioban hasz-
nalt jeloléseket, fogalmakat és alapvets eredményeket.

A 2. Fejezet fokuszaban a Grassmann algebrak kommutativ részalgebrainak
maximalis dimenzi6ja van. A maximalis kommutativ részalgebrakkal kapcso-
latos vizsgalatunk f6 motivacioja a [Marl5], ahol az E(™ Grassmann algebra
F™*™ matrix algebraba valo beagyazhatosagat cafoltak kis m-ekre az E(™) nagy
méretld kommutativ részalgebrainak létezése alapjan. A nem-kommutativ al-
gebrak kommutativ részalgebréainak jelents irodalma van. Most csak a Schur
klasszikus tételét [Sch05] emlitenék, mely meghatarozza a F™*™ méatrix algebra
kommutativ részalgebrainak maximalis dimenzidjat, alternativ bizonyitasokért
lasd [Jac44| és [Gus76]. Legyen W egy I test feletti vektortér és my,..., 7. €
Endp(W) paronként felcserélhets projekciok, azaz 72 = m; és mm; = m;m; min-
den i,5 € [r] ;== {1,...,r} esetén. Tekintsiik a kovetkezs direkt Osszeg felbon-
tast, W = ker(nm;) @ im(n;). Minden J C [r] részhalmaz esetén legyen

W; = ﬂ ker(m;) N ﬂ im(7;).

jeJ j¢J

Jelolje Gras(W) a W Gsszes altereinek halmazat,tovabba definialjuk az alabbi
leképezéseket minden 7 = 1,...,7 esetén

v; + Gras(W) — Gras(W), D — ker(m;|p) @ im(mj|p) (1)

ahol 7j|p : D — W a m; projekci6 D C W altérre valé megszoritasat jeloli.

Minden J C [n] := {1,...,n} részhalmazra jelolje vy := v;, ---v;,, ahol
J = {i1,... ik} €s i1 < -+ < 4. Vilagos, hogy {vs | J C [n]} egy bazisa
E-nek mint vektortérnek. A kés6bbiekben a v; € F elemeit az algebranak
monomoknak nevezziik.



Bebizonyitottuk, hogy(2.4.3 Tétel; 1 Tézis): ha D C FE egy részalgebra (nem
feltétlentiil egységelemes), és A := 1 ...7,(D), akkor A egy olyan részalgebra-
ja E-nek mint F-vektortérnek van monomokbol (vy, J C [n]) allo bazisa, és
dim(A) = dim(D). Tovabba, ha D kommutativ akkor A is és ha D? = {0}
akkor A2 = {0}.

A 2 Fejezet 16 eredménye a 2.6.1 Tétel (2 Tézis) mely meghatarozza az E
Grassmann algebra kommutativ részalgebrainak maximaélis dimenzidjat, részle-
ges eredményeket fogalmaz meg ezek strukturajarol is. Kideriilt, hogy paros n
estén az E algebra Osszes maximaélis (tartalmazasra nézve) részalgebrajanak a
dimenzidja megegyezik. Viszont paratlan n-nek esetén a maximalis részalgebrak
dimenzi6ja valtozo.

Mint azt a 2.4.3 Tételben megmutattuk az £ minden kommutativ részal-
gebraja megfeleltethets egy vele megegyezd dimenzios kommutativ részalgebra-
nak melynek mint vektortérnek van monomokbol (generator elemek szorzata)
all6 bazisa. Ez az eredmény onmagéban is érdekes, tovabba lehet&séget biz-
tosit szamunkra, hogy a kérdésiinket megfeleltessiik egy tisztan kombinatorikai
kérdésnek és kapcsolatba hozzuk a metszé halmaz rendszerekkel és az Erdds-
Ko-Rado Tétellel.

A 3 Fejezetben véges félhalo felbonthatatlan félesoportokkal foglalkozunk.
Egy S félcsoport a kongruenciajat félhalo kongruencianak nevezziik, ha az S/«
faktorfélcsoport félhalo. Ebben az esetben azt is mondjuk, hogy az S félcso-
port az a-osztalyainak félhaloja. Egy félcsoportrol akkor mondjuk, hogy fél-
halo felbonthatatlan, ha az egyetlen félhalé kongruencidja az univerzalis rela-
ci6. Tudjuk, hogy minden félcsoport elGall félhalo felbonthatatlan félecsoportok
féelhalojaként. A 3 Fejezetben véges félhalo felbonthatatlan félcsoportokra bi-
zonyitunk egy ujféle karakterizaciot (): egy S véges félcsoport pontosan akkor
felhalo felbonthatatlan ha a C[S/Kg]/J(C[S/Ks])-nek (ahol Kg az S majat
jeloli) pontosan egy 1 dimenzi6s idealja van.

A félesoportelméletben irodalméban sok publikicié foglalkozik a félhalo fel-
bonthatatlan félcsoportokkal (lasd [Chr69], [Nag84], [Nag85], [Nag92], [Nag92-2],
[Nag93], [Nag98], [NJ04], [Nor88|,[PuW71|, [Tam82], [TK54], [Gri01] és [Nag01]).
Egy résziik idempotens elem nélkiili félhalo felbonthatatlan félcsoportokkal fog-
lakozik, mig masok egynél tobb idempotens elemet tartalmazo6 félhalo felbont-
hatatlan félcsoportokat vizsgaljak. Ebben a fejezetben véges félhalo felbont-
hatatlan félcsoportokkal foglalkozunk tekintettel arra, hogy mit mondhatunk a
részfélhaloik maximalis méretérdl. Specidlis félcsoport osztélyok esetén ismert
a valasz. Mivel teljesen egyszertd félcsoportokban ha e és f idempotens elemek
akkor és ef = fe akkor e = f ezért a részfélhalok maximaélis elemszama egy. A
[Chr69], [Nag84], [Nag85], [Nag92], [Nag92-2|, [Nag93], [Nag98|, [NJ04], [Nor88]
és [TK54] cikkekben vizsgalt félcsoportosztalyokban esé félesoportok olyan vé-
ges félcsoportok melyek teljesen egyszert félcsoportok nilpotens félcsoporttal
torténd idedlbsvitéseiként allnak els. Kovetkezésképpen az idempotens elemeik
a teljesen egyszerid részben vannak, s igy a részfélhalok maximalis mérete ekkor
is egy.

Altalanos félcsoportok esetén sokkal érdekesebb a kérdés. A 3.4.2 Tételben
(4 Tézis) megmutatjuk, hogy ha Y egy S véges félhalo felbonthatatlan félcso-
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port részfelhaloja akkor |Y| < 2 {%

pozitiv n esetén létezik S véges félhalod felbonthatatlan félcsoport melynek van Y
|S‘T—1J + 1. Ezeket a félcsoportokat karakterizaljuk

is egy specialis esetben, amikor |\S| = 4k+1, valamely k nem-negativ egész esetén
(ezek a Bs-kombinatorikus félcsoportok). Bebizonyitjuk (3.5.5 Tétel; 5 Tézis),
hogy S félcsoport pontosan akkor Bs-kombinatorikus ha nullelemes és minden a
nem-nulla elemére a J(a)/I(a) f6faktor By félcsoporttal izomorf. A 4 Fejezetben
a permutéalhato félcsoportok félcsoportalgebraja van a fokuszban. Egy félcso-
portrol akkor mondjuk, hogy kongruencia-permutéalhato ha ao8 = So« teljesiil
S minden « és  kongruenciajara, ahol o a kongruencidk szokasos kompozici-
6ja. Tudjuk, hogy egy S félcsoport pontosan akkor kongruencia-permutalhato
ha Con(S) az S kongruencidinak halmaza egy félcsoportot alkot a o miveletre
nézve. Ekkor a (Con(S); o) félcsoport sziikségszertien kommutativ. Az altalunk
vizsgalt probléma a kovetkezs. Legyen S egy félcsoport és F egy test. Az S
félcsoport tetszéleges o kongruenciaja esetén jelolje Fla] a F[S] — F[S/a] ka-
nonikus homomorfizmus kiterjesztésének a magjat. A [Okn91] Chapter 4-ben
szerepl6 Lemma 5 szerint minden S félcsoport és [F esetén a

¢isiry - Con(F[S]) — Con(S)

Jl—>QJ

J + 1. Azt is megmutatjuk, hogy minden

résztelhaloja, hogy |Y] = 2 {

leképezés egy sziirjektiv A-homomorfizmus gy, hogy op[) = « teljesiil az S min-
den o kongruenciajara. Mivel ez egy félcsoport homomorf képe is félcsoport és
aofl = aV f teljesiil egy permutalhaté félecsoport 6sszes o és B kongruenciajara,
a kovetkezs észrevételek nyilvanvaloak.

Ha S egy félcsoport, hogy valamely [ testre pyg.r) egy o-homomorfizmus,
akkor S kongruencia-permutalhat6é félcsoport. Tovabba, ha S kongruencia-
permutélhato félesoport, akkor pg.r) egy o-homomorfizmus akkor és csak akkor
ha V-homomorfizmus, ekkor kery g ., V-kompatibilis. Megmutatjuk, hogy az el-
s6 megallapitas megforditasa nem igaz altalaban; egy S kongruencia-permutal-
hato félcsoport esetén az hogy ¢(s;ry a o-homomorfizmus-e fiigg az F test-
t6l. Megmutatjuk, hogy ha S = Cj azaz a négyelemi ciklikus csoport, akkor
¢{s;Fy nem o-homomorfizmus, ahol F3 a 3-elemi test. Ugyanakkor pic,.r,} a
o-homomorfizmus, ahol Fy a kételemd test.

A fentiek alapjan, kézenfekvd otlet, hogy keressiik meg az Gsszes (S, F) part,
ahol S kongruencia-permutalhato félcsoport és F olyan, hogy a ¢y, leképezés
a o-homomorfizmus. Bebizonyitjuk a kévetkez6 eredményeket.

4.2.1 Tétel (6 Tézis): Legyen S egy kongruencia-permutalhato félhalo. Ekkor
tetszlleges test esetén pyg.r) egy o-homomorfizmus.

4.3.1 Tétel (7 Tézis): Legyen S egy kongruencia-permutéalhatd derékszogi-
koteg. Ekkor tetszGleges test esetén pyg.ry egy o-homomorfizmus.

Tehat a félhalok és derékszogii-kotegek osztalyaban a kongruencia-permutal-
hatésag nem csak sziikséges hanem elégséges feltétele is annak, hogy a

¢isiry + Con(F[S]) — Con(S)

leképezés egy o-homomorfizmus legyen.



1.2. Az értekezés tézisei

1 Tézis (2.4.3 Tétel) Legyen D C E egy részalgebra (nem feltétleniil egység-
elemes), és legyen A := v ...v,(D). Ekkor a kovetkezdk igazak:

(i) A részalgebra E-ben,

(ii) mint F-vektortér kifeszithets vy, J C [n] alaki elemekkel,
(iii) dim(A) = dim(D),
(iv) ha D is kommutativ akkor A is,

(v) ha D? = {0} akkor A% = {0}.
2 Tézis (2.6.1 Tétel) Legyen k az n/4 alsé egészrésze.

(i) Legyen A az E egy maximalis dimenziéju kommutativ részalgebraja. Ek-
kor
dim(A) = dim(Ej) + | F|,

ahol F C 2" egy maximalis méretii paratlan metsz6 halmaz rendszer,

tehat:
3.272 if n is even;
dim(4) = ¢ 2771+ o, (ar1) ifn =4k +1;
n— Qk n n— .
207+ 300 (orhs) + ( on) ifn=4k+3.

(ii) Ha n péaros akkor az FE Osszes maximéalis kommutativ részalgebrajanak a
dimenzidja megegyezik, de nem mind izomorfak ha n > 2.

(iii) Ha n = 4k + 1 akkor

n/2<i paratlan

az egyetlen maximalis dimenziéju kommutativ részalgebréja F-nek.

(iv) Han = 4k + 3 akkor az E maximaélis dimenziéji kommutativ részalgebrai
a kovetkez6 alakban irhatéak fel:

EBo( @ E)ec

n/2<i paratlan

ahol C C FEo41 egy (”2;1) -dimenziés nulla-négyzetd altér.

(v) Han paratlan, E-nek léteznek maximalis kommutativ részalgebrai, melyek
nem maximalis dimenziéji kommutativ részalgebrak.

3 Tézis (3.2.1 Tétel) Egy S véges félcsoport pontosan akkor félhélé felbontha-
tatlan, ha C[S/Kg]/J(C[S/Kg])-nek pontosan egy 1-dimenziés idedlja van.



4 Tézis (3.4.2 Tétel)

e HaY az S télhal felbonthatatlan félcsoport részfélhaloja, akkor
S| —1
SPHLLETR

e Minden n pozitiv egész n esetén létezik olyan félhalé felbonthatatlan fél-

PP o |1sl-1
csoport melynek van olyan Y részfélhaloja, hogy |Y| = 2 LTJ + 1.

1.2.1 Definicié Egy véges félcsoportrdl azt mondjuk, hogy Bs-kombinatorikus
ha félhélo felbonthatatlan, |S| = 4k + 1 és van olyan Y részfélhaléja melynek

elemszama 2 L‘S‘T_IJ +1=2k+1.

5 Tézis (3.5.5 Tétel) Egy S véges félcsoport pontosan akkor Ba-kombinatorikus
ha nullelemes és minden a nem-nulla elemére teljesiil, hogy a J(a)/I(a) féfaktor
izomorf By-vel.

6 Tézis (4.2.1 Tétel) Legyen S egy kongruencia-permutélhaté félhalo. Ekkor
tetszoleges IF test esetén a pygr) egy o-homomorfizmus.

7 Tézis (4.3.1 Tétel) Legyen S = Lx R egy kongruencia-permutalhaté derékszogi-
koteg (L bal zéro félesoport R pedig jobb zéré félcsoport). Ekkor tetszbleges F
test esetén a p(s;Fy €8y o-homomorfizmus.

2. A kutatasi eredmények oOsszefoglalasa

Ennek a résznek az egyes alfejezeteiben az értekezés azonos cimi fejezeteinek
eredményeit foglaljuk Gssze. Az egyes tételek itteni szamozasa megegyezik az
értekezésbeli szamozassal.

2.1. A Grassmann algebra kommutativ részalgebrai

A disszertacio 2 Fejezetében meghatarozzuk a Grassman algebra kommutativ
részalgebriinak maximélis dimenziojat. Megmutattuk, hogy egy E Grassmann
algebra barmely A kommutativ részalgebréja esetén létezik az F-nek olyan, mo-
nomok altal kifeszitett kommutativ részalgebraja, melynek a dimenzidja meg-
egyezik az A dimenzidjaval. Ezek alapjan a kommutativ részalgebrak maximaélis
dimenzibija kifejezhets a paratlan elemszamu részhalmazok metszé rendszerének
maximalis méretével. Jelolje n az E generatorelemeinek szamat.



2.2. Nulla négyzeti alterek

Az [n] :={1,...,n} minden J részhalmazara legyen vy := v;, ---v;,, ahol J =
{i1,. . ,ix} és 43 < -+ < qg. Vilagos, hogy {vy | J C [n]} az E-nek mint F-
vektortérnek egy bézisa. A késGbbiekben ezeket a v; € E elemeket monomok-
nak fogjuk nevezni. Tekintsiik a Grassmann algebra kévetkez6 fokszamozasat:

E:@Ek ahol  Ej = Spang{v; | I C[n], |J|=k}
k=0

(k > n esetén Ej, = {0}). A vizsgalatok soran az el6bbi Z-fokszamozason til
felhasznaljuk az altala indukalt Z/2Z-fokszamozast is:

E=E;®Fr

E5:= @Ek, Er = @ Ej,

k péaros k paratlan

ahol

Az FE definialo relacioi a kovetkezs szorzasi szabalyokat implikaljak:
VJUE = (—1)UHK|UKUJ

és ha J N K # 0, akkor vyuxg = 0. Ebbdl kivetkezik, hogy Fg-t tartalmazza
az E centruma, és az £y elemei antikommutalnak: ab = —ba minden a,b € Ef
parra. Kovetkezésképp a,b € Ey elemek akkor és csak akkor kommutalnak, ha
ab = 0. Tehat az E kommutativ részalgebrai és nulla négyzet alterei kozott van
egy természetes kapcsolat. Barmely C, D C E alterek esetén jeloljik CD-vel a
Spang{cd | ¢ € C,d € D} alteret, tovabba nevezziink nulla négyzetinek egy
D C E alteret ha D? = 0, azaz cd = 0 minden ¢,d € D elemekre. Az E egy
A kommutativ részalgebrajat maximdlisnak nevezziik, ha az E-nek az A-n
kiviil, nincs olyan kommutativ részalgebraja mely A-t tartalmazza. Hasonloan,
a Fg nulla négyzettl alterét maximdlisnak nevezziik, ha Fi-nek 6nmagan
kivil nincs 6t tartalmazo nulla négyzeti altere.

2.2.1 Allitas ([DZ15))

(i) Ha D C Eg egy nulla négyzetii altér, akkor K := EgD C Ey is nulla
négyzeti altér tovabbd Fy © K az E kommutativ részalgebréja.

(ii) A D — E5 @ D leképezés egy bijekciot az Ey maximéalis nulla négyzeti
alterei és az FF kommutativ részalgebrai kozott.

2.2.2 Megjegyzés FErdekes Gsszevetni a fenti "struktiira tételt" az F**™ mat-
rix algebrak esetével, amelyek a Schur Tétel [Sch05] szerint, a maximalis méreti
kommutativ részalgebrai szintén a kovetkezd forméaban irhatoéak,

Z(F™") @ D =FI, ® D,

IFTLXH

ahol D olyan altér, hogy D?> = 0 és I, az egységmatrix. Viszont az
algebranak nem az dsszes maximalis kommutativ részalgebraja ilyen szerkezeti.



A FE; maximalis nulla négyzetd alterei karakterizalhatéak a E7 egy megfelel§
bilineéaris leképezésének segitségével, mely a Ey x Ey — Ej az algebra szorzas
miivelete mint leképezés és a F5 egy homogén komponensére vett projekciojanak
kompoziciojaként all els. Barmely z € E(™ egyértelmten irhato a kovetkezd

alakban
x = Z T vy (2)

Legyen ® a kovetkezd bilineéris leképezés:
e ha n paros akkor ® : By x By — E,,, ®(a,b) = (ab) Vs

e ha n pératlan akkor ® : Ex x Ey — E,,_1, ®(a,b) = ZJE(H[E)(ab)JUJ.

Az ([Z])-Vel az [n] Osszes k-elemi részhalmazainak halmazat jeloljik. Mivel a
szorzas, mint leképezés a Fr-n ferdén-szimmetrikus, ezért a ® leképezés is ferdén-
szimmetrikus bilinedris leképezés. Tovabbé, ha n paros akkor Ej, azonosithato
az F testtel, tehat ekkor ® egy ferdén-szimmetrikus bilinearis funkcional. Egy
nem elfajul6 funkcional, mivel ha z; # 0 valamely J C [n] esetén és x € Ex,
akkor v\ ; € By és ®(z,vp,)\g) = x5 # 0. Tehat ha n paros akkor (Ep, ) egy
szimplektikus vektortér.
Legyen D C L5 ekkor jelolje

D+ := {2z € By : ®(z,w) =0 Vw € D}.

2.2.3 Allitas ([DZ15]) Egy D C Ey altér maximalis nulla négyzetti altér E;-
ben akkor éss csak akkor, ha D egy Eg-részmodulus és D = D+,

2.2.4 Kévetkezmény ([DZ15]) Han > 2 és péros, akkor az E(™ sszes maxi-
malis kommutativ részalgebréjanak a dimenzidja 3 - 2" 2.

2.3. Kommutalé projekcidk

Legyen W egy F-vektortér és 7y, ..., m, € Endp(WW) paronként kommutélo pro-
jekciok, azaz 72 = m; and m;w; = 7;m; minden 4, € [r]-re. Tekintsiik a kovet-
kez6 direkt osszeg felbontast W = ker(m;) @ im(w;). Adott J C [r] részhalmaz
esetén legyen
Wy = ﬂ ker(m;) N ﬂ im(7;).
jeJ jeJ

Jelolje Gras(W) a W 0Osszes altereinek halmazat és minden j = 1,..., r-re defi-
nialjunk egy leképezést a kévetkezGképp:

v, + Gras(W) — Gras(W), D — ker(m;|p) @ im(7j|p) (3)

ahol wj|p : D — W am; D C W altérre val6 megszoritasat jeloli. Megjegyezziik,
hogy A, D € Gras(E™) alterek esetén ~y;(A) +7;(D) C 7;(A + D) (altaldban
ez valodi tartalmazas). Az is nyilvanvalo, hogy ha A C D akkor v;(A) C v;(D).



2.3.1 Lemma ([DZ15]) Legyen D € Gras(W) és A := v ...v.(D) ekkor a
kévetkez6 egyenldségeket kapjuk

(i) dim(A) = dim(D);
(i) A= c;(ANWy).

2.3.2 Megjegyzés ([DZ15]) Abbol, hogy 1, ..., m-k kommutalnak nem ko-
vetkezik, hogy 71, . .., ¥ leképezések is kommutalnanak, azaz v;v; (D) és v;v:(D)
nem feltétleniil egyezik meg.

2.4. A Grassmann algebra néhany projekciéja

Alkalmazzuk, a 2.3.1 Lemmat W = E( Grassmann algebra esetén. Minden
i = 1,...n-re tekintsiik a kovetkezs linearis leképezést m; : B — E(™) hogy
Ti() 1= D¢ 1) v (lasd vy jeldlés bevezetése (2)). Ekkor 2= ésmm; =
m;m;, tehat a 2.3 szakasz kovetkeztetései alkalmazhatoak ezekre a projekciokra

is. Megtartva a 2.3 szakasz jeloléseit, legyenek ; : Gras(E(™) — Gras(E(™)

mint (3)-ben. Vegyiik észere, hogy Egn) = Wy a vy altal kifeszitett 1-dimenzios

altér. Raadasul 7; algebra homomorfizmus is, tovabba,
ker(m;)* = {0} (4)
mivel ker(m;) = v; B = E™y; és v =0.

2.4.1 Allitas ([DZ15]) Legyenek D, A € Gras(E™) alterek. Ekkor minden +;
leképezésre teljesiilnek a kovetkezbk:

(i) vi(A)vi(D) C v;(AD) mindig teljesil.
(ii) Ha D egy részalgebraja E(™)-nek, akkor ~;(D) is részalgebraja.
(iii) Ha D? = {0}, akkor ~;(D)? = {0}.
(iv) Ha D az E™ jobb/bal idealja akkor ~;(D) is jobb/bal idealja E(™ -nek.

(v) Ha D az E(™ kommutativ részalgebréja, akkor ~;(D) is kommutativ rész-
algebraja E")-nek.

2.4.2 Megjegyzés ([DZ15]) A 2.4.1 Allitas (i) részében szerepls v;(D) algebra
nem feltétleniil izomorf a D algebréval.

)

A 2.3.1 Lemma, 2.4.1 Allitas és az a tény alapjan, hogy E(," = Fv; a kdvetkezst

kapjuk:

2.4.3 Tétel ([DZ15]) Legyen D C E™) egy részalgebra (nem feltétleniil egy-
ségelemes), és legyen A := v ...v,(D). Ekkor a kivetkezdk igazak:

(i) A részalgebra E-ben,



(ii) mint F-vektortér kifeszithets vy, J C [n] alaki elemekkel,

(iii) dim(A) = dim(D),

(iv) ha D is kommutativ akkor A is,

(v) ha D? = {0} akkor A2 = {0}.
2.4.4 Megjegyzés ([DZ15]) A vy,...,v, generatorelemek szerepe szimmetri-
kus, tehat a 2.4.3 Tétel kovetkeztetései A = vy (1) - . . Yo(n) (D)-16l teljesiilnek a

1,...,n tetsz6leges o permutacidja esetén. Azonban kiillonb6z8 o permutéiciok
altalaban kiilonboz6 vy(1) - - - Yo (n) (D) altereket eredményeznek.

A 7; projekciok megérzik a fokszamokat, ezért a ~y; leképezések is kompati-
bilisek az E fokszdmozasaval:

2.4.5 Allitas ([DZ15])
(i) Ha D C @,.c; Ex valamely I C [n]-re, akkor v;(D) C @, E.
(ii) HaD C @, ; Ex é6s A C @,,c; Ex ahol I, J C [n] diszjunkt részhalmazok,
akkor vi(A ® D) = 7i(A) ® (D).
(iii) Ha D = @, _,(DNE}) a homogan komponensei altal van kifeszitve, akkor
Yi(D) = @j_ovi(D N Ey) (és vi(D N Ey) C By minden k-ra).

Jeloljiik b™"-nel egy nem nulla b € F minimélis fokszami nem nulla kompo-
nensét. Az E minden A részalgebrajahoz hozza tudunk rendelni egy a homogén
elemei altal kifeszithets A™™ alteret a kivetkezSképp:

A™" = Spang{a € E | a = b™" valamely nem nulla b € A-re}.
Ezek alapjan egyszertien bizonyithatoéak a kovetkezdk:

2.4.6 Allitas ([DZ15))
(i) dim(A™") = dim(A);

(ii) Ha A az E egy részalgebraja akkor A™" is részalgebraja E-nek. Tovabba,
ha A kommutativ akkor A™" js kommutativ és ha A nulla négyzett akkor
A™ s nulla négyzet.

Vegyiik észre hogy az E barmely A fokszamozott részalgebraja estén a mo-
nomok altal kifeszitett B := ~1...7v,(A) Hilbert sorozata megegyezik az A
Hilbert sorozataval: 2.4.5 Allitas alapjan dim(A N Ey) = dim(B N Ey) minden
k=0,1,...,n-ra.

2.4.7 Megjegyzés ([DZ15]) Az E(™ nem minden részalgebréja izomorf a E(™)
valamely fokszamozott részalgebrajaval és az E(™ nem minden fokszamozott
részalgebraja izomorf az E(™ valamely momomok altal kifeszitett részalgebra-
javal.



2.5. Paratlan metszérendszerek
A 2.4.3 Tétel lehetdséget nytjt szamunkra, hogy a Et nulla négyzetd altereivel
kapcsolatos kérdéstlinket leegyszertisitsiik egy a metszérendszerekkel kapcsolatos
kérdésre. Egy F C 2[" halmazcsaladrol azt mondjuk, hogy metszérendszer
ha AN B # () minden A, B € F-re, és azt mondjuk, hogy v pdratlan metszé-
rendszer ha metszérendszer és minden A € F-re |A| paratlan.
2.5.1 Allitas ([DZ15]) Legyen egy F C 2" paratlan metszérendszer.
(i) Han péaros akkor |F| < 2772,
(ii) Han pératlan, F C ([2‘]) U (ni’zll) valamely pératlan i-re, hogyi < n/2—1
és F maximélis méretii, akkor F = (n7[7;]71)
(iii) Han = 4k + 1 (ahol k nem-negativ egész) és |F| maximalis, akkor

U

n/2<i paratlan

(iv) Han = 4k + 3 (ahol k nem-negativ egész) és |F| maximalis, akkor
- [n] [n]
F= /29 dd<i>U{X€ (2k+1>‘leX},

valamely | € [n]-re.

2.6. Maximalis dimenziéji kommutativ részalgebrak

2.6.1 Tétel ([DZ15]) Legyen k az n/4 als6 egészrésze.

(i) Legyen A az E egy maximélis dimenziéji kommutativ részalgebréja. Ek-

kor
dim(A) = dim(Ej) + |.F],

ahol F C 2" egy maximalis méretii paratlan metsz6 halmaz rendszer,
tehat:

3.2n2 if n is even;

dim(4) = § 27" 4 Z?ik (2111) ifn=4k+1;
n— 2k n n— .
D (21+3) + ( 2k1) ifn =4k + 3.

(ii) Ha n péros akkor az E (") Gsszes maximalis kommutativ részalgebrajanak
a dimenzidja megegyezik, de nem mind izomorfak ha n > 2.

(iii) Han = 4k + 1 akkor

n/2<i odd

az egyetlen maximalis dimenziéju kommutativ részalgebraja F-nek.
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(iv) Han = 4k + 3 akkor az E maximalis dimenziéjii kommutativ részalgebréi
a kovetkez6 alakban irhatéak fel:

BEo( @ E)ec,

n/2<i odd
ahol C C Eo41 egy ("2;1)—dimenziés nulla-négyzeti altér.

(v) Han péaratlan, E-nek léteznek maximaélis kommutativ részalgebrai, melyek
nem maximalis dimenziéji kommutativ részalgebrak.

3. Véges félhaloé felbonthatatlan félcsoportok nagy
részfélhalokkal

A félcsoportelméletben irodalméaban sok publikacié foglalkozik a félhalo felbont-
hatatlan félcsoportokkal (lasd [Chr69], [Nag84], [Nag85], [Nag92], [Nag92-2],
[Nag93], [Nag98], [NJ04], [Nor88],[PuWT71]|, [Tam82], [TK54|, [Gri01] és [Nag01]).
Egy résziik idempotens elem nélkiili félhalo felbonthatatlan félcsoportokkal fog-
lakozik, mig masok egynél tobb idempotens elemet tartalmazo6 félhalo felbont-
hatatlan félcsoportokat vizsgaljak. Ebben a fejezetben véges félhalo felbont-
hatatlan félcsoportokkal foglalkozunk tekintettel arra, hogy mit mondhatunk a
részfélhaloik maximalis méretérdl. Specidlis félcsoport osztélyok esetén ismert
a valasz. Mivel teljesen egyszert félcsoportokban ha e és f idempotens elemek
akkor és ef = fe akkor e = f ezért a részfélhalok maximaélis elemszama egy. A
[Chr69], [Nag84], [Nag85], [Nag92], [Nag92-2]|, [Nag93|, [Nag98|, [NJ04], [Nor88]
és [TK54] cikkekben vizsgalt félcsoportosztalyokban esé félesoportok olyan vé-
ges félcsoportok melyek teljesen egyszert félcsoportok nilpotens félcsoporttal
torténd idedlbovitéseiként allnak els. Kovetkezésképpen az idempotens elemeik
a teljesen egyszeri részben vannak, s igy a részfélhalok maximalis mérete ekkor
is egy.

Altalanos félcsoportok esetén sokkal érdekesebb a kérdés. Megmutatjuk,
hogy ha Y egy S véges félhalo felbonthatatlan félcsoport részfélhaloja akkor
Y] <2 LW%J + 1. Azt is megmutatjuk, hogy minden pozitiv n esetén létezik
S véges félhalo felbonthatatlan félcsoport melynek van Y részfélhaloja, hogy

[S]-1

Y|=2 LTJ + 1. Tovabba, karakterizaljuk is ezeket a félcsoportokat, abban

az esetben, ha |S| = 4k + 1.

3.1. A fejezetben hasznalt jelolések

Legyen S egy félcsoport. Ekkor C[S] jelolje az S-nek a C komplex szamtest
feletti félcsoport algebrajat. Egy S nullelemes félcsoport C feletti dsszehizott
félesoport algebrdjat Cg|[S]-sel jeloljiikv(lasd "contracted semigroup algebra"
[Okn91, p.35]-ben).

Egy C feletti véges dimenzios A algebra Jacobson radikaljat jeldljiik J(A)-
val. Tudjuk, hogy J(A) az A teljesen nilpotens elemeibdl all. Hasznélni fogjuk
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a kiovetkezd jol ismert eredményt: a A/J(A) faktoralgebra féligegyszertd (és igy,
minden S véges félcsoport esetén C[S]/J(C[S]) féligegyszerti), tovabba egy A
C-feletti véges dimenzios algebra pontosan akkor féligegyszertd, ha A izomorf
@le M,,, (C)-vel, ahol M,,(C) a komplex n x n-es matrixok asszociativ algeb-
rajat jeloli.

Ha egy félcsoportnak van egy Kg minimalis idealja, akkor azt az S mag-
janak nevezziik. Nyilvanvald, hogy minden véges félcsoportnak van magja. Ha
egy S félcsoportnak van magja, akkor Kg egy egyszerd részfélcsoportja S-nek
[CP61, Cor. 2.30. p.69]. Minden véges egyszerii [0-egyszert] félcsoport teljesen
egyszeri [teljesen 0-egyszertd| ([CP61, Cor. 2.56. p.83]).

Tudjuk, hogy egy félcsoport pontosan akkor teljesen 0-egyszerii félcsoport,
ha izomorf egy regularis Rees matrix félcsoporttal valamely nullelemes csoport
felett. Ha egy teljesen 0O-egyszerti félcsoport inverz félcsoport akkor az Brandt
félcsoport. A vizsgélataink soran kézponti szerepet kap egy specialis Brandt
félesoport. Ez a félcsoport a MY(1;2,2; 1) ahol 1 az egyelemi csoportot I pedig
a 2 X 2-es egység matrixot jeloli. Ezt a Brandt félcsoportot Bs-vel fogjuk jeldlni.

3.2. Félhalo felbonthatatlan félcsoportok

Egy S félcsoportrél azt mondjuk, hogy félhdlo felbonthatatlan ha az S
minden félhalo homomorf képe trividlis (azaz az egy elemi félcsoport). Egy S
félesoport I idealjarol akkor mondjuk, hogy teljesen prim ideél, ha S\ I az S
részfélesoportja. Tudjuk ([Pet77, 1.8.3. Prop. p.15]), hogy egy félcsoport pon-
tosan akkor félhald felbonthatatlan, ha nem tartalmaz teljesen prim idealt. A
[Tam72] cikk a félhalo felbonthatatlan félesoportok egy masik karakterizaciojat
irja le. Mely szerint egy félcsoport pontosan akkor félhalo felbonthatatlan, ha
minden a,b € S elemére létezik egy olyan a = ag, aq,...,0n_1,a, = b, melyben
a;—1 osztja a; valamely hatvanyat (i = 1,...,n).

A 3.2.1 Tételben egy S véges félhalo felbonthatatlan félcsoportok j karak-
terizaciojat frjuk le pusztan a C[S/Kg] tulajdonsagaival.

3.2.1 Tétel ([Zubl6]) Egy S véges félcsoport pontosan akkor félhélé felbontha-
tatlan, ha a C[S/Kg]/J(C[S/Kg]|) algebranak pontosan egy 1-dimenzios idealja
van.

3.2.2 Megjegyzés ([Zub16]) A nullelemes véges félcsoportok esetén a félhalo
felbonthatatlansag leirhaté pusztan a félcsoport algebra tulajdonsédgaival (Iasd
3.2.1 Tétel). Ez az allitas nem igaz altalaban véges félcsoportok esetén. Példaul
ha G egy Abel-csoport és Y egy félhalo, ugy hogy |G| = |Y| akkor C[G] =
@B,c C=C[Y]. Igy, ha 1 < |G| = |Y|, akkor G félhél6 felbonthatatlan mig Y
nem, de félcsoport algebraik mégis izomorfak C[G] = C[Y].

12



3.3. Félhalo felbonthatatlan félcsoportokba valé beagyaza-
sok

Az A és B nullelemes félcsoportoknak a nullelemeit jeloljiik z4-val és zg-vel.
Ekkor a A x B félcsoportnak I = ({z4} x B)U (A x {zp}) egy idealja. Jeloljik
A xg B-vel a (A x B)/I Rees faktor félcsoportot.

3.3.1 Allitas ([Zubl6]) Tetszéleges A és B nullelemes félcsoportok esetén a
A x¢ B pontosan akkor félhdlo felbonthatatlan ha az A és B kéziil legalabb az
egyik félhalo felbonthatatlan.

Megmutatjuk, hogy a legkisebb félhalo felbonthatatlan félcsoportnak mely
tartalmaz kételemi részfélhalot az elemszama 5. Tovabba azt is megmutatjuk, a
legkisebb félhalo felbonthatatlan félcsoport mely tartalmaz 3-elemi részfélhalot
izomorf a By félcsoporttal (3.4.2 Tétel, 3.5.5 Tétel). Elgszor bebizonyitjuk, hogy
izomorfia erejéig csak harom 5-elemt félhélo felbonthatatlan félcsoportnak van
2-elemt részfelhaloja (ezek koziil kettd antiizomorf).

3.3.2 Kovetkezmény ([Zubl6]) Legyen S egy félhédlo felbonthatatlan félcso-
port, tigy hogy |S| < 5 és S-nek legalabb két kommutalé idempotense. Ekkor

1 0 11 1 0
~ 0(1. . — — Ao
S =2 M%1;2,2; P), ahol P = [O 1] , {0 J or P = [1 1} Ha P az egység

métrix akkor S = By

3.3.3 Kovetkezmény ([Zubl6]) Minden S véges félcsoport bedgyazhaté egy
4|S| + 1 elemszami félhélo felbonthatatlan félcsoportba.

3.3.4 Allitas ([Zub16]) Minden S véges nullelemes félhalé felbonthatatlan fél-
csoport bedgyazhaté egy | S|+ 1-elemi nullelemes félhalé felbonthatatlan félcso-
portba.

3.4. Véges félhalo felbonthatatlan félcsoportok részfélhalo-
inak elemszamarél

Ebben a szakaszban a kovetkezd kérdésre adunk valaszt: Mi a maximalis szamos-
saga egy n-elemd félhalo felbonthatatlan félcsoport részfélhalojanak. KElGszor
nullelemes félcsoportok esetén vizsgaljuk meg a kérdést (3.4.1 Allitas). Majd
pedig tetszSleges véges félcsoport esetén (3.4.2 Tétel).

3.4.1 Allitas ([Zub16]) Legyen S egy véges nullelemes félhalé felbonthatatlan
félcsoport. Ha'Y az S résztélhaloja akkor |Y| < 2 LIS[%J +1.

3.4.2 Tétel ([Zubl6])

(i) Legyen S egy véges félhalé felbonthatatlan félcsoport. Ha'Y az S részfél-
haloja akkor [V| <2 | 824 ] 41.
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(ii)) Minden n pozitiv egész estén létezik olyan S n-elemi félhalé felbontha-
tatlan félcsoport melynek van olyan Y részfélhaléja melynek elemszama

yi=2 |22 41

3.5. Bs-kombinatorikus félcsoportok

3.5.1 Definicié ([Zubl6]) Egy S félcsoportrél azt mondjuk, hogy Bs-kombi-
natorikus ha félhalo felbonthatatlan, |S| = 4k+1 (k nem negativ egész) és van

o ATa o181 S|+
olyan Y részfélhaléja, hogy |Y| = 2 {ITJ +1= IT =2k +1.

Az elnevezés a 3.5.5 Tételre utal. ElGszor, vegyiik észre, hogy a By félcsoport
Bs-kombinatorikus.

3.5.2 Allitas ([Zub16]) Legyen S egy Ba-kombinatorikus félcsoport. Ekkor a
kovetkezé allitasok teljesiilnek.

(i) S-nek van nulleleme.
(ii) A CIS] félesoportalgebra izomorf C & @le M5(C)-vel.
(iii) Az S dsszes idealja Bo-kombinatorikus.

(iv) Az S minden homomorf képe is By-kombinatorikus.

3.5.3 Lemma ([Zubl6]) Legyen S tlejesen 0-egyszertd félcsoport és Y az S
egy részfélhaloja. Ekkor |Y| < /|S|—1+ 1. Ha |Y| = /|S| —1+ 1 akkor
S = MO1;n,n;1), ahol n = +/|S| — 1.

3.5.4 Allitas ([Zub16]) Ha S egy Bo-kombinatorikus 0-egyszert félcsoport ak-
kor S = B2.

Egy S félcsoport esetén jeloljiik J(a)-val az S a eleme altal generalt fGideal-
jat, ekkor a I(a) = {blb € J(a); J(a) # J(b)} halmaz vagy iires vagy az S egy
idealja. Tudjuk, hogy minden félcsoport minden f6faktora O-egyszert, egyszert
vagy null ([CP61, Lemma 2.39. p.73|).

3.5.5 Tétel ([Zubl6]) Legyen S véges félcsoport. Ekkor a kovetkezdk ekviva-
lensek:

(i) S egy Ba-kombinatorikus félcsoport,

(ii)) S nullelemes, és minden a nem nulla eleme esetén a J(a)/I(a) f6faktora
izomorf Ba-vel.
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4. Kongruencia permutalhat6 félcsoportok

Ebben a fejezetben a kongruencia permutalhaté félcsoportok félcsoport algeb-
rajaval kapcsolatos kérdést vizsgalunk meg. Legyen J az F[S] félcsoport algebra
egy idealja, ekkor jeloljik oj-vel az S félcsoport azon kongruenciajat melyet
a F[S]-nek a J altal meghatarozott kongruenciajanak S-re valo megszoritasa-
val kapunk. Megmutatjuk, hogy ha S félhalo vagy derékszogi koteg, akkor a
wsiFy o J — 07 leképezés o-homomorfizmus akkor és csak akkor ha S kongru-
encia permutélhato.

4.1. Altalanos est

Legyen S egy félcsoport és F egy test. Az S tetsz6leges o kongruencidja esetén
jeloljik Flal-vel az S — S/a kanonikus homomorfizmus F[S] — F[S/a] -ra
valo kiterjesztésének a magjat. A [Okn91] Chapter 4-ben szerepl6 Lemma 5-
bdl tudjuk, hogy minden S félcsoport és F test esetén a ¢rgr @ J = o
leképezés egy sziirjektiv A-homomorfizmus, gy hogy opo) = @ az S minden «
kongruenciajara. Félcsoportok homomorf képe is félcsoport és avo f = a VvV
teljestil minden « és 8 kongruenciidjara egy permutalhato félcsoportnak, igy a
kovetkezd észrevételt tehetjiik.

4.1.1 Lemma ([NZ16]) Ha S egy félcsoport tgy, hogy valamely F test estén
wrsFy - Con(F[S]) — Bs; J + o0 egy o-homomorfizmus akkor S kongruen-
cia permutalhaté félcsoport. Tovabba, ha S kongruencia permutélhatoé félcso-
port, akkor ¢is.py pontosa akkor o-homomorfizmus ha V-homomorfizmus is,
azaz kery ., leképezés V-kompatibilis.

A kovetkezs Példa alapjan levonhatjuk az a kivetkeztetést, hogy a 4.1.1 Lem-
ma elsé allitdsanak a megforditdsa nem teljesiil altaldban, azaz kongruencia per-
mutélhato félcsoport esetén a feltétel, az hogy (s egy o-homomorfizmus-e
fligg az I testtdl is.

Példa Legyen Cy a 4 elemi ciklikus csoport Fo és Fg a 2 illetve 3 elem test.
Tudjuk, hogy minden csoport kongruencia permutélhato félesoport. Igy ¢, .1
nem o-homomorfizmus mikézben ¢c,.r,} pedig o-homomorfizmus.

A 4.1.1 Lemma és a fenti Példa alapjan, természetesen felvet6dé kérdés, hogy
keressiik meg az Gsszes olyan (S, F) part melyre S kongruencia permutéalhato és
a @rg;ry leképezés o-homomorfizmus. Ezt a kérdést valaszoljuk meg bizonyos
specialis félcsoport osztélyokban, nevezetesen a félhalok és derékszogi kotegek
esetén.

4.2. Félhalok

4.2.1 Tétel ([NZ16]) Legyen S egy kongruencia permutélhatoé félhalé. Ekkor
tetszéleges IF test esetén a pyg.ry leképezés egy o-homomorfizmus.
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4.2.2 Kovetkezmény ([NZ16]) Legyen S egy félhal6. Ekkor, pontosan ak-
kor lesz tetszdleges F test esetén a gy leképezés egy o-homomorfizmus ha
kongruencia-permutéalhato.

4.3. Derékszogi kotegek

4.3.1 Tétel ([NZ16]) Legyen S = L x R egy kongruencia permutalhaté derék-
szogi kéteg (L bal zéré, R pedig jobb zéré félcsoport). Ekkor tetszdleges F test
esetén a pyg.r leképezés egy o-homomorfizmusa.

4.3.2 Kovetkezmény ([NZ16]) Legyen S = L x R egy kongruencia permutal-
haté derékszogii koteg (L bal zéré, R pedig jobb zéré félcsoport). Ekkor, ponto-
san akkor lesz tetszéleges I test esetén a ¢y gry leképezés egy o-homomorfizmus,
ha S kongruencia permutélhato.
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