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Bevezetés, elozmények

Parcialis differencidlegyenletek kozelit6 megoldasanak el6allitasara szamos
numerikus modszer létezik, melyeket kiilonb6zd szempontok, példaul a
diszkretizacios eljaras jellege szerint is osztdlyozhatunk. Bar a részecskealapu,
halomentes numerikus modszerek otlete kozel egyidds a haldalapt mddszerekével, a
numerikus modellezési teriileten kozel fél évszdzadig a haldalapi moddszerek
alkalmazasa dominalt. A részecskealapi moddszerek teriiletén jelentds fejlodesek
lényegében csak az 1990-es években sziilettek, mara azonban szdmos teriileten
bizonyitottak 1étjogosultsagukat. Ide tartoznak a diszkrét elemes modszerek, illetve a
kiilonb6zd kollokacids modszerek is. A napjainkban legelterjedtebb részecskealapi
numerikus modszer a simitott részecskedinamika modszere (SPH — smoothed particle
hydrodynamics), melyet az elmult évtizedekben az aramléstani problémdk széles
skalajan alkalmaztak sikeresen.

A részecskealapu moddszerekre az eldny0s tulajdonsagaiknak koszonhetdéen novekvo
érdeklédés mutatkozik a miiszaki alkalmazasok szdmos teriiletén. A haléalapu
modszerekkel szemben a részecskealapti mdodszerek igen hatékony €s rugalmas térbeli
diszkretizaciot tesznek lehetové tetszéleges geometriaju, akar jelentds topologia-
valtozassal jar6 folyamatok esetén. Ezen megkozelitések altalaban alapvetOen eltérd
elméleti megfontoldsokon alapulnak a haldalapt modszerekhez képest, ilyenek
példaul a csomopontok kozotti belsd struktira hidnya, a szomszédsagi viszonyok
folyamatos valtozdsa, és a szamitidsi tartoméany atlapold lefedése. Ezen
kiilonbségekbdl fakadoan a részecske- és haldalapu modszerek jelentOsen eltérd
tulajdonsagokkal €s alkalmazhatdsagi kordkkel rendelkeznek, ezért jellemzéen nem
konkurens, hanem egymast kiegészitd numerikus modszereknek tekinthetdk a
haldalapu modszerekkel.

A tudomanyos valamint miiszaki céla modellezés teriiletein egyarant ujszeriinek
szamitd részecskealapi megkozelités alkalmazdsa azonban jelenleg komoly
nehézségekbe iitkdzik. A rendelkezésre alld nyilt forraskdda szoftverek altalaban nem
rendelkeznek kielégitd rugalmassaggal sem a matematikai modell, sem az alkalmazott
numerikus médszerek tekintetében. Mivel maguk a modszerek is gyorsan valtoznak, a
modellezési folyamat soran az 0 elméletek alkalmazéasat a szoftverek fejlesztdinek
dontései korlatozhatjak. Ennek hatdsara a modellezés soran altaldban elkeriilhetetlen
az algoritmusok sajat, jellemzden specializalt implementacioja.

A haldalapti mddszerek esetében mar ismert megkozelités a matematikai modellek és
a numerikus moddszerek szétvalasztasa, melynek koszonhetéen Iényegesen
rugalmasabb ¢és altaldnosabb felhasznalhatosdgot biztositd algoritmusok allnak
rendelkezésre (pl. FEniCS, OpenFoam). Bar az elmult két évtizedben az ilyen
eszkozok jelentds sikereket értek el miszaki és foként tudomdnyos alkalmazasok



teriiletén, a halomentes modellezés esetében csak az elmult években jelentek meg
hasonl6 eszkozok.
Ertekezésemben egy ujszerii megkozelitésen alapuld altalinos célt halomentes

crcr

kiilonb6z6 dinamikai problémdak vizsgalatara.

Célkituzések

A doktori munkam soran egy halomentes numerikus modszerek alkalmazasat valamint
fejlesztését lehetévé tevé tudomanyos célit modellezési algoritmus megtervezése €s
implementéaldsa volt a célom. Az algoritmussal szemben az aldbbi elvardsokat
fogalmaztam meg:

- a vizsgaland6 matematikai modellek, €s a numerikus moddszerek teljes
szétvalasztasa,

- egy héaromszintli absztrakcion keresztiil a matematikai modellek szabad
definialdsadt programozasi feladat nélkiil (als6 szint: alacsony szintli
algoritmusok, kozépsd szint: interakciok definicidja, felsd szint: matematikai
modell definicioja),
ismerete nélkiil.

Ezt kdvetéen a megoldo alkalmazasara vonatkozdan az alabbi célokat tliztem ki:

- egy valasztott részecskealapt modszer, a simitott részecskedinamika
(smoothed particle hydrodynamics - SPH) implementécidja,
hidrodinamikai teszteseten keresztiil,

- kiilonb6z6 hidrodinamikai modellek vizsgalata az implementalt megoldd
segitségével, a sekélyvizi egyenlet haldmentes megoldasa, kiegészitése sekély
tavak térben és idOben allando szél-nyirofesziiltségek altal keltett cirkuldcios
aramlasainak modellezésére,

- az SPH moddszer térben valtoz6é felbontasu, adaptiv varidnsanak fejlesztése az
altalanos céli megoldo segitségével.

Az alkalmazott numerikus modszer

crer

kell6 szabadsagot és széles eszkoOztarat biztosit az algoritmus haromszintii
absztrakcidjanak szoftverbe valo atiiltetéséhez.

Bar az algoritmus fejlesztése soran Iényeges szempont volt az altalanossag, azaz a
matematikai modell szabad definialhatésdga ¢és konfigurdlhatosaga mellett a



numerikus modszerek tetszéleges megvalasztasa is, jelen munkdmban a széles korben
ismert simitott részecskedinamika modszer alkalmazasara szoritkoztam.

A konvenciondlis SPH egy tisztan halomentes, explicit, lagrange-i kollokacios
modszer, melynek segitségével parcialis differencidlegyenletek megoldasa kozelithetd
ugy, hogy a kontinuum kozeghez tartozé egyenleteket egymassal kolcsonhatasban allo
anyagi pontok dinamikajat leiro kozonséges differencidlegyenlet-rendszerre, azaz egy
lényegesen egyszerlibben, numerikus integraldssal megoldhaté rendszerre vezeti
vissza. A moddszer aramlastani, hidrodinamikai vonatkozasa lagrange-i jellegébdl
addédoan igen jelentds, hiszen nagy hatékonysaggal alkalmazhatdo nagyon komplex,
nyilt felszini, tehetetlenségi erék altal dominalt id6fliggd dramlasok modellezésére,
amelyek esetében a hdloalapt numerikus modszerek jelentds nehézségekbe iitkoznek.
Munkdm soran az SPH modszer alkalmazisdval modelleztem gyengén
osszenyomhatonak feltételezett kozeget a Navier-Stokes egyenletek kozelitd
megoldasaval két- és haromdimenzios dramlasok esetén, valamint vizsgaltam sekély
tavak cirkulacios aramlasat a kétdimenzios, mélységatlagolt sekélyvizi egyenletek
megoldasaval. A megoldo egyszerli konfiguralhatosaganak koszonhetden felépitettem
egy kapcsolt fazis-oszcillatorok dinamikajanak vizsgalatat lehetévé tevé modellt,
melye gyengitett kapcsolasu rendszerek modellezésére alkalmaztam.

Eredmények ismertetése, tézispontok

A tudomanyos célu részecskealapt numerikus modellezés teriiletén egyértelmi igény
tevd numerikus megoldokra. A hasonld, de haldalapu eszkozok altal motivalva
kezdtem meg a fent ismertetett célokat kielégitd algoritmus tervezését ¢és

s

fejezetben ¢€s tézispontban foglaltam 0ssze.

Algoritmus tervezése halomentes modszerekhez

Annak ellenére, hogy a rugalmas, altalanos célu végeselemes, véges térfogat és egyéb
haloalapti modellezési algoritmusokat kiemelkedden sikeresen alkalmazzak szamos
miszaki és tudomanyos teriileten, ez a megkozelités a halomentes modszerek esetében
csak a kozelmultban jelent meg.

1. Tézis

(Havasi-Téth, B. (2019a), Téth, B. Szabé, K. G. (2014))

A halomentes lagrange-i modszerek hasonlosagait figyelembe véve definialtam
egy egymassal kolcsonhatasban 1évo anyagi pontok dinamikajat leiro
kozonséges differencialegyenletet. Az anyagi ponthalmaz folott értelmezett
tetszoleges mezok, és azok kozott definialt interakcios fiiggvények segitségével



a leiro egyenlet alkalmas mind a halomentes kollokacidés sémak, mind az
eredendden diszkreét rendszerek leirasara.

Az algoritmus egyik fontos alappillére, hogy a részecskealapti numerikus modszereket
ezért azok matematikai fliggvényekként torténd definicidjat kovetden kozel
tetszOleges kozonséges differencidlegyenletek allithatok eld és oldhatok meg. Ennek a
megkozelitésnek egy fontos kdvetkezménye, hogy az algoritmus egyarant alkalmas
eredendden diszkrét (molekularis dinamikai és diszkrét elemes) rendszerek leird
egyenleteinek, valamint folytonos rendszerek (kollokacios modszerekkel) diszkretizalt
egyenleteinek megoldasadra is. A szabadon definidlt egyenletek és kifejezések
elemzéséhez sziikséges osztalyhierarchiaban tehat a numerikus moédszerek egyszerii
operatorokként foghatok fel. A hierarchia ezaltal konnyen egészithetd ki i) numerikus

crer

( Expression )

—
(SymbolJ (Operator)
—
[ Single )[ Field ] Arithmetic
I function » ©95)
Constant [Particlelsystem] T

Filter Interaction
(Interface for developers)
Fmean

[ DVM ] SPH [ DEM ] N-body | | SFM MD

Fmax

Fmin

Fsum

1. dbra: az algoritmus egyenletelemzojének osztalyhierarchiaja. A hierarchia legalso soraban
lathato osztalyok tartalmazzak a numerikus sémakat, vagyis a paronkénti interakciokat.

Numerikus felbontas csokkentése perdiilet-megmaradassal

A parcidlis differencidlegyenletek megoldasdnak numerikus modszerekkel vald
kozelitésekor gyakori igény a numerikus felbontéds lokalis valtoztathatdosdga. Ennek
oka lehet példaul az, hogy a numerikus hiba kozel egyenletes térbeli eloszlasanak
biztositdsara a megolddsban el6forduld nagyobb gradiensek kozelében finomabb
felbontasra van sziikség. Ezenkiviil, féleg dramlastani alkalmazasokban jatszik fontos
szerepet az, hogy a megoldas altalaban a szamitasi tartomany csak egy kisebb
részében érdekes nagyobb részletességgel, mig a tartomany tobbi részének a szerepe
lényegében az, hogy a peremfeltételek kelld tavolsagban legyenek a vizsgalt zonatol.
Mig a haldalapu végestérfogat vagy végeselem modszerek esetében a numerikus



felbontas lokalis megvaltoztatasa jol ismert és robusztus elméleti hattérrel rendelkezik,
addig az SPH modszer esetében annak lagrange-i1 jellegébdl adoddan a feladat nem
magatol értetddd. A részecskeméret lokalis csokkentése nem elegendd, hiszen a
részecskék elsodrodnak, helyiiket dtadva a korabban tavolabb elhelyezkedd, durvabb
felbontasu részecskéknek. A jelenleg széles korben haszndlt modszerek ezért
dinamikusan végzik a részecskék felosztidsat és Osszevondsat a vizsgalt teriiletek
kozelében. A felosztds ¢€s Osszevonas folyamatat egy alkalmasan megvalasztott
numerikus hiba minimalizalasaval végezhetjiik el. A kordbban ismert modellek az
osszevonaskor azonban jelentds hibaval terhelik a szamitast azaltal, hogy a részecskék
parosaval torténd Osszevondsakor a perdiilet-megmaradds nem teljesiil, mivel az
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2. dbra: kétdimenzios Taylor-Green érvények kiilonbozo felbontdsi szamitasi
eredmeényei. A részecskék szinezése a sebességnagysagukat koveti. Balrol jobbra:
durva felbontas, finom felbontas, durva felbontas lokalis finomitdssal.
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3. dbra: a Taylor-Green érvények kiilonbézo felbontdsu szamitasaibol szarmazo
kinetikus energia disszipdcioja



Osszevonds utan kapott, egy részecskébdl allo konfiguracio nem rendelkezik kelld
szamu szabadsagi fokkal a perdiiletet megdrzésére. Ennek javitasara tettem javaslatot

az alabbiaknak megfelelden.

2. Tézis

(Havasi-Toth, B. (2019b))

Kidolgoztam a mar létezd, valtozo felbontasu SPH-modellek egy javitasat,

amely a felbontas valtozasakor garantalja a perdiilet egzakt megmaradasat.

Megmutattam, hogy

2.1.a korabban alkalmazott, a részecskék paronkénti osszevonasat feltételezo
modellben, az eredeti konfiguracioban harom részecske osszevonasaval a
perdiiletvesztés megsziintetheto.

2.2.a részecskeharmasok osszevonasakor a szimulacioban elhelyezett uj
részecskék simitofiiggvényéhez tartozo hatosugarak a lokalis
részecskestiriiség értékének ismeretében iterativ uton kozelithetok.

2.3.az osszevonassal jaro durvabb felbontas helyén az uj részecskék
egymastol mért tavolsagat szabalyozé n paraméter 0.9-es értékével a
részecskék térbeli eloszlasanak egyenletessége a szamitas numerikus
pontossaganak szempontjabol kielégito.

Szabadfelszini szoliton modellezése SPH-val

Az algoritmus implementéciojat kovetden a megfeleld interakcios osztalyok (pl. SPH)
definiciojaval a program alkalmassa valt anyagi pontok dinamikéjanak modellezésére,
ezen belill akér folyadékdinamikai problémak megoldasara is. Az implementacid

helyességét egyszerli, tobbnyire ismert eseteken keresztiil vizsgéaltam.
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4. abra: kiilonbozo kezdeti feltételekkel inditott szolitonok evolucioja a 10 m-es csatornaban. A

s rer

diszperziojat a 10 m hosszu csatornaban torténo végighaladas kozben. A tablazatban szereplo
dx értékek a szamitdsokhoz tartozo részecskék méretét mutatjak.



Szamitasokat végeztem egyenes zart csatornaban haladd szabadfelszini szoliton
hullamalakjanak ¢&s terjedési sebességének meghatarozasara. Az gyengén
0sszenyomhat6 aramldsokat leir6 SPH-modell nagyfelbontasu szamitasi eredményeit
Osszevetettem a mérési eredményekkel, valamint els6- és masodrendli analitikus
kozelitésekkel.
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5. abra: a tablazatban felsorolt szamitasokhoz tartozo hullamalakok a SPH modellben t=6 s-
nal, (tomor vonal), valamint a KdV-egyenlet megoldasa (szaggatott vonal).

Sekély tavak szél keltette aramlasanak modellezése

Gyakran taldlkozunk a miiszaki gyakorlatban olyan dramlasi problémakkal, amelyek
esetében az dramlasi mezd térbeli kiterjedése erdsen iranyfiiggd, azaz valamelyik
iranyban akar tobb nagysagrenddel kisebb vagy nagyobb, mint a masik két irdnyban.
Ilyenek példaul a sekély viztestek, pl. tavak aramlasai is. Ezekben az esetekben a
teljes, haromdimenzids aramlasi mezd részletes leirdsa igen nehézkes, am a legtobb
esetben sziikségtelen is. Azzal a feltételezéssel, hogy a sekély viztestekben

0,2 m/s
%

[w| = 14,14 m/s

A

6. abra: cirkulacios aramlas ellipszis alaku toban. Bal: Curto és tarsai 20006, jobb:
SPH sekélyvizi egyenletek a szél-nyirofesziiltség figyelembe vételével. A terben és
idoben dllando w szél iranyat a fehér nyil mutatja.



eltekinthetiink a sebességmez6 mélységtdl vald fiiggésétdl, elvégezhetjiik az dramlést
leiro egyenletek mélység szerinti atlagolasat. Az igy kapott Un. sekélyvizi egyenletek
megoldasa mar Iényegesen egyszeriibb feladat.

A sekély tavakban kialakulé nagyskdldju cirkuldcidés aramlédsok meghajtasaért a
szabad felszinen ébredd, a to folott aramld sz€l hatasara kialakulo szél-nyirofesziiltség
a felelds. A cirkuldcios aramlasok kialakulasdhoz sziikséges azonban vagy a
nyirdfesziiltség vagy a medergeometria térbeli fliggdsége is. A numerikus megoldoban
felépitettem az SPH modszer sekélyvizi modelljét, melyet a szé€lnyirofesziiltség
figyelembevételével alkalmaztam egyszerli geometriaji tavak cirkuldcios aramlasanak
modellezésére.

A csatorndban kialakul6é szabadfelszini hullam ¢és a sekély viztestek szél keltette
aramlasanak modellezését kovetden az aldbbiak szerint foglaltam Ossze
eredményeimet.

3. Tézis
(Toth, B. (2017), Toth, B. (2018))
Megmutattam, hogy:

3.1.a numerikus felbontas novelésével az SPH-moédszer eredményei a
masodrendii hullimelmélethez konvergalnak,

3.2.a halado és diszpergalodo hullam a sebességét tekintve stacioner szoliton-
megoldasok sorozatan halad keresztiil,

3.3.az SPH altal leirt szoliton alakja jo egyezést mutat mind a mérési
eredményekkel, mind a KdV egyenlet megoldasaval.

Ezt kovetoen a megoldo atkonfiguralasaval sekélyvizii tavak szél keltette
aramlasainak vizsgalatat végeztem.

3.4. A viz felszine folott térben és idében allando szélsebességet feltételezve
kiterjesztettem az SPH-modszer sekélyvizi diszkretizaciojat a szélnyirast
leiro forrastag felhasznalasaval. Egyszerii geometriaju tavak eseteit
vizsgalva megmutattam, hogy a moddszer alkalmas a sekély viztestek
szélnyiras hatasara kialakulo cirkulacios aramlasok kvalitativ leirasara. A
modell kielégité pontossaggal jelzi a felszin kitérését, azonban alulbecsli a
cirkulacio soran kialakulo mélységatlagolt aramlasi sebességeket.

Térben kapcsolt fazis-oszcillatorok dinamikajanak modellezése

szinkronizaciodjat vizsgaltam a Kuramoto-modell segitségével.

A szamos tudomanyteriileten megjelend szinkronizacio egy olyan kollektiv viselkedés,
amely egymassal kapcsolatban all6, frekvenciajukat és fazisukat szabalyozni képes
oszcillatorok kozott 1éphet fel. A Kuramoto altal 1975-ben kozolt modell alkalmassé
valt 1ézerek, neuronok ¢és tarsas csoportok szinkronizacios viselkedéseének leirdsara. A
Kuramoto-modell egyik nevezetes alkalmazasa a szentjanosbogarak egy csaladjanak
(Pteroptyx malaccae) 1d6ben valtozd, periodikus fénykibocsatasdnak szinkronizacioja,
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amelynek alapja a rovarok alkalmassdga arra, hogy sajat fénykibocsatasuk
gyakorisagat kiils6 fényimpulzusok hatasdra megvaltoztassak. A fazis
tehetetlenségének figyelembevételével Kuramoto-modellben hiszteretikus viselkedés
is megjelenhet. A rovarok esetében példaul megfigyelhetd, hogy a szinkronizacié csak
kedvezd fényviszonyok esetében alakul ki spontan, ennek ellenére a fényviszonyok
fokozatos megvaltoztatdsaval a szinkronizacio olyan esetben is fennmaradhat, amelyik
esetben aszinkron viselkedésbdl inditott rendszer nem képes a szinkronizaciora.

A legegyszerlibb modell szerint az oszcillatorok mindegyike azonos kapcsolatban all
az Osszes tobbivel, azonban a valdsagban ez ritkdn teljesiil. Ezért a kapcsolt
oszcillatorokbol 4116 rendszerek leirdsakor szokas a kapcsolatok gyengitése.

Munkam soran a fazis-tehetetlenséggel rendelkezd oszcillatorok viselkedését
vizsgaltam, melyben a gyengitést a sikon elhelyezett oszcillatorok egymdéstdl mért
euklideszi tavolsaganak fiiggvényében valdsitottam meg. A tavolsagfiiggd kapcsolatok
erOsségének meghatarozasara nullad- €és elsdrendli simitofliggvényeket alkalmaztam.
Az oszcilldtorok dinamikéjat eltérd kezdeti feltételekkel ¢és kiilonbozd mértékii
gyengitést alkalmazva vizsgaltam. Eredményeimet a 4. Tézispontban foglaltam 6ssze.

4. Tézis

(Fehér, E., Havasi-Toth, B., Kalmar-Nagy T. (2020))

A kapcsolatok erosségét nullad- és elsorendii simitofiiggvényekkel szabalyozva
térben elhelyezett kapcsolt fazis-oszcillatorok dinamikajat modelleztem. A
szamitasokat Kkiillonbozo szamu oszcillator esetén, eltéréo hatosugarakkal
valamint oszcillatorok kozotti tavolsagok valtoztatasaval végeztem.
Megmutattam, hogy

4.1.a simitofiiggvényen alapulé gyengités hatasara a kapcsolat erdsségét
szabalyz0 K paraméter széles tartomanyan lokalis szinkronizacios
csoportok alakulnak Ki,

4.2.a K paraméter novelésével a lokalis csoportok felbomliasa ugy megy
végbe, hogy a globalis szinkron kialakulasa elott mind a globalis, mind a
lokalis szinkronizacio mértéke atmenetileg csokken,

4.3.a paraméterek vizsgalt tartomanyan beliil a rendszer szinkronizacidojanak
kvalitativ viselkedése csak a rendszer méretével dimenzidtlanitott q
fajlagos hatosugar nagysagatol fiigg.
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7. abra: A gyengitett, téerben kapcsolt oszcillatorokbol allo rendszer allapotai a K paraméter
fliggvényében. A q fajlagos hatosugar ertéke 0.46, a hatosugar A = 0.6 m, az oszcillatorok altal
alkotott racson N = 400 darab oszcillatorral, a racstavolsag Ax = 0.05 m. a) az R
szinkronizdacios rata idosora kiilonbozo K értekek esetén aszinkron (1C1) kezdeti feltétellel.
KC1 < K < KC2 esetén a rendszer oszcillalo viselkedést mutat. b) Az oszcillatorok fazisértéke
polaris megjelenitésben t=500 s-nal. c) A rendszer dllapotai, vagyis az idéatlagolt
szinkronizdacios rata alakuldsa a kapcsolasi erdsség fiiggvényében. Az 1C2 kezdeti feltétel az
R =1, teljes szinkronizaltsaghoz tartozik.
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8. dbra: a szinkronizacio alakuldsa kiilonbozo oszcillatorszam, hatosugar, kezdeti feltétel és
racsmeéret esetén. Felsé abra: a szamitasokban a q értéke azonos. Also dbra: a szamitasokban a A
értéke azonos. Lathato, hogy a rendszer dinamikadjat a q fajlagos hatosugar értéke hatarozza meg.
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