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A disszertacio a halozatok két fontos strukturélis tulajdonsaga, a fraktalitas és
a robusztussag koré osszpontosul. Tovabba a Filiggelékben feltarjuk a tarsszerzsi

hélozatok és az el6tanulmanyi halok strukturalis tulajdonsagait is.

1. Fak és hierarchikus skalafiiggetlen grafok transz-

finit fraktaldimenzidja

Disszertaciom elsé fejezetében halozatok fraktélis tulajdonsagait vizsgaljuk nagy
mértékben épitve témavezetémmel, Simon Karollyal és korabbi témavezetémmel,
Komjathy Juliaval kozosen irt cikkiinkre [8]. Rovid bevezetSt nytjtunk grafok és
halozatok dimenzidelméletébe, és attekintést adunk a grafok és halézatok legfon-
tosabb dimenzitfogalmairol. Halozatok fraktalitdsdnak azonositasahoz és szam-
szerlsitéséhez elengedhetetlen eszkoz a dobozszamlalo modszer. Tekintettel ar-
ra, hogy a dobozszamlalési probléma bizonyitottan NP-nehéz, szdmos kiilonbo6zé
approximalo algoritmust vezettek be. Osszehasonlitjuk a legfontosabb ilyen al-
goritmusokat futasi id6 és approximacios képesség szempontjabol. Megmutatjuk,
hogy a fraktalossag eredeti definicivja nem hasznalhato "fajellegd" strukturaval
rendelkezé hélozatok esetén, ahol a szomszédsagok novekedési rataja exponenci-
alis. Ugyanakkor 1j fogalmak bevezetése, tigy mint a transzfinit fraktaldimenzio
és a transzfinit Cesaro-fraktaldimenzio lehet6vé teszik, hogy a fraktaldimenziot
exponencialisin novekedd grafsorozatokra is definialni tudjuk. Kiilonb6z6 ha-
lozatmodellek esetén matematikailag preciz moédon korlatokat adunk a dobozok
sziikséges szamara vonatkozoan és pontosan meghatérozzuk a transzfinit fraktal-
dimenziot. Goresé ald vessziik a Komjathy és Simon altal bevezetett hierarchikus
grafsorozat-modellt, a Song-Havlin-Makse-modellt, a szférikusan szimmetrikus
fakat és a szuperkritikus Galton-Watson-fakat.

Song és szerzGtarsai [23] a geometriai fraktalobjektumok esetén bevezetett
eljarassal analég modon azonositottdk halézatok fraktal tulajdonsagét. A beve-
zetett eljaras az alabbiakban foglalhato Ossze [21]: Adott egy N csucsu G ha-
lozat, a csucsokat ¢ — 1 atmérdjd részgrafokra (un. dobozokra) osztjuk fel. A
teljes G halozat fedéséhez sziikséges dobozok szamat jelolje Np(¢). Az Np({) ér-
ték meghatarozéasa tetszéleges ¢ > 2 esetén bizonyitottan NP-nehéz, ugyanakkor
a gyakorlatban szamos algoritmus tud kozelité megoldést szolgaltatni a problé-
méra [21]. A geometriai fraktalobjektumokkal 6sszhangban Song és szerzétéarsai

egy véges graf fraktal- vagy dobozdimenzidjat a kovetkezs Osszefiiggés alapjén



definialtak:

Np(0)/N =: (795, (1)

azaz a sziikséges dobozok szama a dobozmérettel hatvanyrendd kapcsolatban van,
és a kitevs abszolit értéke adja a dimenziot. A szerzdk érvelése alapjan a fraktal
dimenzi6 akkor jol definialt, ha a (1)-beli Osszefliggés ¢ érétkének széles spektru-
man ugyanazzal a dg kitevével fennall.

Véges halozatok fraktalitdsa tehat azt jelenti, hogy hatvanyrendi kapcsolat
all fenn a teljes halozat fedéséhez sziikséges dobozok szédma és a doboz mérete
kozott. Ez azt jelenti, hogy - ahogy azt korabban is hangsilyoztuk - ahhoz hogy
egy halozat fraktalitasarol beszéljiink a (1) Osszefiiggés ugyanarra a dg-re az ¢
dobozmeéret széles spektrumén fel kell hogy alljon. Habar a fenti eljaras alkalmas
arra, hogy meghatarozzuk hélézatok fraktaldimenzidjat, de az matematikailag
tobb helyen nem elég pontos, igy az alabbiakban egy matematikailag jobban
kezelhets definiciot adunk.

Geometriai fraktélobjektumok esetében (azaz amikor a halmazok R? térbe
dgyazottak) a dobozdimenzi6! a sziikséges dobozok szamanak logaritmusénak és
a dobozmeéret reciprokdnak logaritmusanak hényadosanak hatéarértékeként defi-
nialt, ahogy a dobozméret tart 0-hoz. Ez a definicié ebben a forméajaban viszont
nyilvin nem értelmes hélozatok esetén, hiszen a graftavolsag nem lehet 1-nél
kevesebb. Ugyanakkor megoldast jelenthet a forditott hatarérték, azaz ha a do-
bozméret végtelenhez tart mikozben a halézat maga is novekszik vagy eredetileg
is végtelen méretd. Eppen ezért a tovabbiakban grdfsorozatokkal fogunk foglal-
kozni. Szémos valos halozat (tarsszerzoi halozatok, WWW) eleve névekszenek
az 1d§ elérehaladtaval, ezért is ésszert méretiikben névekvs grafsorozatokat te-
kinteni: {G,}, .y (ahol N a természetes szamok halmaza). Végtelen halozatok
esetén (pl. Z%) valaszthatunk egy gyokércsticsot (pl. az origot) kiinduldsi pont-
nak, majd a végetlen graf novekvs részgrafjait e koriil a gyokércestes koriil (pl.:
G, = [-n,n]?, Z¢ esetén).

Ahhoz, hogy definidlni tudjuk grafsorozatok dobozdimenzidjat, elGszor az £

méretd doboz fogalmat kell megadnunk.

1. definicié (€-doboz) Tekintsik a G graf két u,v csicsdt. Jelolje I'(u,v) az
osszes u-t v-vel 6sszekdétd G-beli it halmazdt. Egy 7 it hossza az élek szdma

mw-ben, amit |w| jelol. Az u,v csucsok kozétti graftavolsig G grifban az aldbbiak

1 Mas néven Minkowski-dimenzio.



szerint definidlt: dg(u,v) = min{|r| : 7 € ['(u,v)}. Azt mondjuk, hogy a G grdaf
eqy H részgrdfja (-doboz, ha dg(u,v) < € — 1 teljesil barmely u,v € H esetén.

Ezt kovetSen méar definialni tudjuk az (1) kapcsolatot matematikailag precizebb

forméaban is:

2. definicié6 (Dobozdimenzié) Egy {G,}, oy grifsorozat dg dobozdimenzidjat

az alabbiak szerint definidlhatjuk:

dp ({G } ) = lim lim log (Ng<£)/|Gn’)

{—00 Nn—00 — log ¢

: (2)

amennyiben a hataréték létezik; ahol N(0) jeldli a G,, grdaf fedéséhez minimdlisan

sziikséges (-dobozok szdmat és |G| jeloli a Gy, grdf csicsainak szamdt.

Konnyen lathato, hogy ez a definicio valoban visszaadja az (1) Osszefiiggést.
Természetesen felmeriilé kérdés a fenti definicioban a limeszek sorrendjének fel-
cserélhetésége. Figyelembe véve, hogy a G, fedéséhez sziikséges dobozok mérete
NE(0) =1, ha ¢ > diam(G,,), igy a limeszek felcserélése értelmetlenné valik.

Az is belathato, hogy a fraktalitas fenti definicidja nem alkalmazhat6 olyan
hélozatok esetén, ahol a szomszédsidgok novekedési iiteme exponencidlis. Eb-
ben az esetben a dobozok optimélis szama a dobozmérettel nem hatvanyrendben
skalazodik. Ugyanakkor a dobozszamlalé modszer egy masik természetes para-
méterre vezet, ha a minimalis dobozszam és a dobozméret kézott megkovetelt
fliggvénykapcsolatot modositjuk, hasonléan a Rozenfeld-féle transzfinit fraktal
klaszterdimenziohoz |5, 19]. Nevezetesen tekintsk azt a 7 paramétert, ami kielé-

giti az alabbi Gsszefliggést:
Np()/N m: e (3)

az { dobozmeéret széles spektrumén. Az el6z6ekhez hasonloan a fenti 6sszefiiggét is
matematilag precizebbé tehetjiik, és definidlhatjuk fiiggvénysorozatok transzfinit
fraktdldimenziojdt:

3. definicié (Transzfinit fraktaldimenzid) Egy {G,}, . grdfsorozat T transz-

finit fraktdldimenzidjdt az alabbiak szerint definidlhatjuk:

MW}yﬁmmmewm

{—00 n—00 7 ’

(4)

amennyiben a hataréték létezik; ahol N(0) jeloli a G, grdf fedéséhez minimdlisan

sziikséges (-dobozok szamat és |G| jeldli a Gy, grdf csicsainak szamdt.
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Bizonyos exponecialisan novekvs szomszédsagokkal rendelkezé halézatmodel-
leknél a (4) hatarérték nem létezik, azonban a Cesaro-Osszegek hatarétéke igen.
Ez adja a transzfinit Cesaro fraktdl dimenzié fogalmat. Ugy moédositjuk a 3.

definiciot, hogy a Cesaro-Osszegeket vessziik az éltaldanos hatarérték helyett:

4. definici6 (Transzfinit Cesaro fraktaldimenzid) Egy {G,}, .y

7" transzfinit Cesaro fraktaldimenziojdat az aldbbiak szerint definidlhatjuk:

grdfsorozat

: 1 & log (NF(0/|Gil)
7 ({Gn}yen) = Jim lim ~ — : (5)
=1

amennyiben a hatdréték létezik; ahol N (0) jeldli a G,, grdaf fedéséhez minimdlisan

sziikséges (-dobozok szamat és |G| jeloli a G, graf csucsainak szamdt.

c stz

A dobozdimenzié exponencialisan nové graforozatokra altaldnositott definicidjat
elgszor BSc dolgozatomban vezettem be [14]. A dolgozat alapjan Dai és szer-
z6tarsai [1] vizsgaltak a Komjathy és Simon altal bevzetett modell [9] sulyozott
valtozatanak transzfinit fraktaldimenziojat, illetve egy hasonld silyozott frakt-
almodell dimenziojat is [2]. Ez utobbi cikket a Scientific Reports visszahivta,
amiért a szerzdk jelentds részeket emeltek at szo szerint a BSc dolgozatombol [3].

Disszertaciomban korlatokat adunk a dobozok sziikséges szémara vonatkozo-
an és pontosan meghatarozzuk a transzfinit fraktaldimenziot tobb hal6zatmodell
esetén is, ugy mint a Komjathy és Simon altal bevezetett hierarchikus grafsorozat-
modell, a Song-Havlin-Makse-modell, a szférikusan szimmetrikus fak és a szuper-
kritikus Galton-Watson-fak.

A hierarchikus grafsorozat modellt Komjathy és Simon vezette be [9]. Kez-
detben kiindulunk egy tetszéleges IV csticsu G péaros gratbol, az alapgrafbol, majd
rekurziv modon determinisztikus hierarchikus grafok {HM,,},  sorozatéat defini-
aljuk. Legyen V(HM,,) a HM,, csicshalmaza a kovetkezs {0,1,..., N —1}". A
HM,, grafot HM,,_; grafbol tgy kapjuk, hogy a HM,,_; graf N masolatat vessziik,
ami a G alapgraf N csicsanak felel meg. Ezt kovetSen megadhatjuk az élhal-
mazt is, de annak ismertetésétdl a bonyolultsaga miatt itt most eltekintiink. Az
mindenképp latszik, hogy HM,, graf N*~! masolatat tartalmazza a HM; grafnak,

melyek bonyolult médon vannak 6sszekapcesolva élekkel.

1. tétel A {HM,}, hierarchikus grdfsorozat nem fraktdl tulajdonsdgi, hanem
transzfraktdl tulajdonsdgi. Ez azt jelenti tehdt, hogy a fraktdldimenzidja (Id. 2.
definiciot) nem létezik, de a transzfinit fraktdldimenzidja (ld. 3. definiciot) léte-
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1. dbra. A "cseresznye" modell (a hierarchikus gréafsorozat-modell egy specialis
esete) harmadik iteracioja: HMj. Az abran a graf dobozoléasa is jol latszik: a
z6ld dobozok egy egy optimalis 3-dobozolast, mig a szaggatott dobozok egy opti-
malis 7-dobozolast adnak, azaz Np(3) = 9 and Np(7) = 3. A modell transzfinit
fraktaldimenzioja 7((HM,),oy) = (log K)/2, itt az alapgraf K = 3 csticst.

zik, és az alabbi értékkel eqyezik meg:

T ({HMn}neN) = (log N)/2, (6)

ahol N jeloli a {HM,}, y grifsorozat G alapgrdfiinak csicsainak szdmdt.

A 1. tétel bizonyitasahoz az alabbi lemmékra van sziikségiink:

2. lemma A HM,, hierarchikus grdfsorozat-modell dtmérdje diam(HM,,) = 2(n—
1) + diam(G).

3. lemma (Fels6 korlat a dobozok szamara) Bdrmely k > n esetén NE({y) =

1, mig barmely n > k esetén,

Np () < N*F (7)
4. lemma (Als6 korlat N3 (£1)-re) Bdrmely n > ny + 1 esetén

NE(6) > N*™, (8)

aholn, == |V,|, ¢ € {1,2}, és az dltaldnossdg megszoritdisa nélkil feltessziik, hogy

1 S’)’LQ.

5. lemma (Alsé korlat NG (€x)-re) Az eldzd lemma jeléléseit haszndlva n —

k > ny esetén a kovetkezd egyenldtienség all fenn:
N3(6) 2 N—H1-m — Nnt . ¢, (9
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ahol C = N'™™ ¢ G alapgrdf dltal meghatdrozott fiz konstans.

A kovetkezSkben a Song, Havlin és Makse altal bevezetett modellt [22] ta-
nulményozzuk, mely modell egy paraméter fiiggvényében képes elGéllitani mind
fraktalos, mind nem-fraktalos grafokat is. A lent definialt {SHMZ.} _ modell
emellett rendelkezik a valos héalozatok egyik fontos tulajdonsagaval, a skalafiig-

getlenséggel [13].

o Kezdeti feltétel: Az n = 0 lépésben egy tetszdleges kis, Osszefiiggd graffal

indulunk (pl. az 2. abréan a kezdeti graf egy 6t cstuicsbol allo csillagalakzat).

e Novekedés: Az (n + 1)-edik id6pillanatban m - deg, (v) Gj cstcsot kapcso-
lunk mindegegyes mér eddigi is a grafban 1évé v csticshoz, ahol m > 1 egy

bemeneti paraméter és deg, (v) a v fokszama az n idépillanatban.

e Elek tjrahtizasa: Az (n + 1)-edik idépillanatbanwe a mar meglévs éleket
két eljarés véletlen keverése mentén tjrahuzalozzuk, p valoszintiséggel a 1.

modszert, 1 — p valoszintiséggel a II. modszert alkalmazva.

— I. modszer: megtartjuk a régi, az (n + 1)-edik idépillanat el6tt gene-
ralt éleket.

— II. modszer: az (u,v) élt, mely az el6z6 lépések valamelyikében ge-
neralodott, egy olyan éllel helyettesitjiik, melyet a frissen hozzaadott
csucsok kozé huzunk be, azaz létrehozunk helyette egy 0j (u/,v") élt,
ahol u és v' cstuicsok rendre u és v cstuesok jonnan hozzaadott szom-

szédjai. Az eljarast a 2. abra szemlélteti.

A fenti modell p = 0 paramétervilasztas esetén (azaz ha kizarolag a II.
modszert alkalmazzuk) véges dobozdimenziéval rendelkezik, nevezetesen dp =
log(2m+1)/log 3 [22]. Ugyanakkor p = 1 paramétervalasztassal a dobozdimenzi-
6ja nem véges, de transzfinit fraktaldimenzidja mar az, ezt mondja ki kovetkezs

eredményiink:

6. tétel A {SHM;}%N grdafsorozat nem fraktdl tulajdonsdgi, hanem transzfrak-
tal tulajdonsagi. Ez azt jelenti tehdt, hogy a fraktdldimenzidja (ld. 2. definiciot)
nem létezik, de a transzfinit fraktdldimenzicja (Id. 3. definiciot) létezik, és az

alabbi értékkel eqyezik meg:

T ({SHM%}%N) = log(2m + 1). (10)
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2. abra. A két modszer szemléltetése m = 2 esetén. Az (a) abréan a kezdeti
allapot latszik, a (b), (c) és (d) abrék rendre az I. modszert, a II. modszert és a
két modszer kombinaciojat szemlélteti. Az abrat a 22| cikkben 1évs abra alapjan
készitettiik el.

Tovabba a hdlozatmodell atmérdje p = 1 paramétervailasztas esetén:
diam(SHM}) = O(n). (11)

A fenti allitas els6 felét Song és szerzGtarsai mar kimondtak heurisztikus ma-
gyarazatokkal, azonban disszertaciomban analitikus bizonyitast adunk ra, ezen-
kiviil bebizonyitjuk azt is, hogy a modell transzfraktal tulajdonsagu.

Ezt kovetGen gyokeres novekvs fak 7 transzfinit fraktaldimenzidjat szamoljuk
ki, és hasonlitjuk Gssze a Lyons és Pers éltal definidlt névekedési rata értékeé-
vel [12]. Eredményeink azt mutatjak, hogy végtelen fak transzfinit fraktaldimen-
zivja és novekedési rataja egymassal szoros kapcsolatban allnak. Ugyanakkor
mig a novekedési rata csak fak esetén definidlt, addig a bevezetett fogalom, a
transzfinit fraktaldimenzié barmilyen tetszéleges grafsorozat esetén definialhato.

Legyen T, egy végtelen fa és p a gyokércsics. Feltessziik, hogy minden cstics



foka véges. Jeldlje £, azon csicsok halmazat, melyek téavolsaga a gyokértdl n, a

halmaz méretét jelole L,,.

5. definici6 (Fak novekedési rataja, [12]) Egy T, végtelen fa névekedési rd-
tdja
gr (Ts) = lim LY, (12)

n—o0

amennyiben a hatdaréték létezik.

Egy végtelen fa fedéséhez természetesen végtelen dobozra van sziikségilink
(barmekkorak is a dobozok), tehat ahhoz, hogy a transzfinit fraktéldimenziot
megfelelen értelmezni tudjuk, meg kell vagnunk a fat, hogy véges legyen. A

tovabbiakban néhany fakhoz kot6dé alapvetd fogalmat ismertetiink.

6. definicio (Alapvetd fogalmak) Tekintsink eqy T., végtelen gyikeres fit.
Egy {T..}, ey grafsorozatot nyerhetiink T, segitségével, ha n magassagndl levdg-
Juk:

T, = U< L; (13)

Eqgy végtelen fa (transzfinit) fraktdldimenzidjdn a hozzdtartozo (1,,)n>1 grifsorozat
(transzfinit) fraktdldimenzicjat értjiik.

Egy csics generacidja a gyokeértdl vett tdvolsiga. A v csicshoz tartozé T
részfat azon w csucsok definidljdk, amikre igaz, hogy a beldlik a gyokérbe vezetd

it dtmegy v csicson. A v csics leszdrmazottai o T™W) részqrdf csicsai. Legyen
T,E”) ={weTW :d(v,w) < k}. A Tl(”) \ {v} estcsai a v csics gyerekei.

Fék dobozolasidhoz sziikséges fontos eszkoéz a moh6 dobozold modszer.

7. definici6 (Moho dobozolas a levelekbdl indulva) Legyen n+1 := a(k+
1) + b valamely a,b € N,b < k + 1. Egy T,, gydkeres fa mohd dobozoldsa 2k + 1-
dobozokkal a kovetkezdképpen zajlik:

Greedy(n.k):= ) |J T |uT. (14)

1=1vELp 1 j(kt1)

Ez azt jelenti, hogy minden n+1—i(k+1) generdcidban lévé v csics,i=1,...,a

és a csucshoz tartozo T,iv)

részfa alkot egy-eqy dobozt, a gyokér doboza ezzel az
elyardssal némileg kisebb lehet. Ha b = 0, akkor o doboza az elsd unio része, hiszen

az utolsé doboz (Tb(f)l) nem része a kifejezésnek.
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3. abra. Gyokeres fak dobozolasa. A szaggatott dobozok mutatjak a mohé dobo-
zolas eredményét, mig a narancssarga dobozok az optimalis dobozlés eredményét,
a dobozméret £ = 3. A 7. definici6 jeloléseit hasznélva itt n =4, k =1, a = 2,
b=1.

7. tétel Legyen TE egy szférikusan szimmetrikus fa az aldbbi fokszdmsorozattal

f = (f(h))n>1, ami kielégit néhdny enyhe reqularitdsi feltételt, és azt hogy

i 108/ (7)

h—o00 h

= 0. (15)
Ekkor 7(TY) = log(gr(T%))/2.

A kovetkezdkben kiszamoljuk szuperkritikus Galton-Watson-fak transzfinit

fraktaldimenziojat.

8. definicié (Galton-Watson elagazo6 folyamat) Legyen q = (qo,q1,¢2, - - -)
nemnegativ valds szamok végtelen hosszi vektora gy hogy > > q; = 1 és legyen
Py egy valdszinidségi mérték a gydkeres fakon gy hogy minden csics leszdrmazot-
tainak (gyerekeinek) szdma fiiggetlen azonos eloszldsi, és annak a valdszinidsége,
hogy eqy adott csicsnak i gyerek van az g;.

Jelélje Z,, a gyokértsl n tdvolsdgra lévd csicsok szamdt. Legyen u a gyerekel-
oszlds vdratd értéke p=E(Zy) =Y o0y iq;.

A p varhato gyerekszami Galton-Watson eldgazo folyamatot szuperkritikusnak

nevezzik, ha p > 1, kritikusnak ha p =1 és szubkritikusnak, ha p < 1.

8. tétel Legyen GW, eqy szuperkritikus Galton- Watson fa, melyre a kovetkezd
feltételek teljesiilnek qo = 0, ¢y # 1 és

E(Z|log(Z1)|) < oo, (16)

ahol |z|™ = max{x,0} jeloli a kifejezés pozitiv részét. FEkkor T (GW.) —
(log(i))/2 majdnem biztosan.



A kovetkezd megallapitas sziikséges a 8. tétel bizonyitédsahoz.

9. lemma Legyen &, tetszdleges konvergens valds sorozat, azat limg_ ..o & = A
valamely A € R. Ha (3 € (0,1) akkor legyen S, := >, B" & ekkor

= A
lim S, =Y B A=-—"——¢cR.

Megjegyzés. Konnyen ldtszik, hogy gr (GWao) =25 1 amibél kévetkezik, hogy a
Galton- Watson-fdk transzfinit dimenzidjanak majdnem biztos hatdrértéke €s no-
vekedési rdatdja csak eqy kettes faktorban térnek el eqymdstol a 8. tétel feltételi

mellett.

Megjegyzés. Bizonyos reqularitdsi feltételek mellett a Galton-Watson-fdk transz-
finit fraktdldimenzidja jol definidlt (szemben a szférikusan szimmetrikus fdkkal),
ahol a transzfinit Cesaro fraktdldimenzio bevezetésére is sziikség volt. Ez a jelenség
onnan szarmazik, hogy a Galton-Watson-fdk véletlen novekedési titeme simdbb,

mint a szférikusan szimmetrikus fak determinisztikus novekedési titeme.

2. A szinelkeriil6 csics- és élperkolacié néhany bo-
nyolultsagelméleti problémaja

Disszertaciom masodik fejezete a halozatok robusztussaganak és hibattirs képes-
ségének matematikai elemzésének egy tjszerd aspektusat jarja koriil. Nevezete-
sen azt az esetet vizsgaljuk, amikor a tamadéssal szembeni ellenallasa az egyes
cstucsoknak és éleknek nem fiiggetlen egyméstol, hanem bizonyos cstics-, illetve
¢élosztalyokon beliil a sériilékenységek megegyeznek. Ezeket a kozos sériilékeny-
ségeket ugy is elképzelhetjiik, hogy minden osztalyhoz egy szint rendeliink, ami
jelképezhet egy kozos kiszolgaltatottsagot, pl. kozos fiiggést valamilyen nyers-
anyagtol, egy kozos ellendrzé hatalmat, kozos fenntartot vagy kozos alkatrészt,
aminek meghibdsodasa az osztaly minden elemére végzetes hatassal van. Ez az
elgondolés vezet el a szinelkeriils perkolécidhoz, melynek modelljét Krause és
szerzétarsai dolgoztak ki |7, 11, 10].

Egy fontos kapcsolodo kérdés, hogy hogyan lehet megtalalni az egymassal rob-
osztus modon Osszekotott csicsokat, azaz azokat a csticsokat, amik mindenféle
meghibasodas esetén (azaz barmilyen szin torlése esetén is) elérhetéek egymas-

bol. Ezt nevezziik szinelkeriil6 perkolédcionak. Tobb kiillonb6z6 megkozelitésben is
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vizsgéaljuk a kozos sériilékenység modelljeit, és elemezziik a robusztusan Gsszefiig-
g6 komponensek megtalalasanak szamitasi komplexitasat. A bemutatasra keriilé
megkozelitések latszolagos hasonlosiga ellenére a kapcsolodd perkolacios prob-
lémék - latszolag paradox médon - nagyon eltéré komplexitassal rendelkeznek.
Megmutatjuk, hogy a szinelkeriils él-Osszefiiggé komponensek polinom idében
megtalalhatéak. Ugyanakkor a szinelkerild csics-6sszegfiiggé komponensek meg-
talaldasanak komplexitasa nagyban fligg a pontos definiciétol, a fogalom egy erds
véaltozatat hasznalva a probléma NP-nehéz, mig egy gyengébb definiciéval dolgoz-
va polinom idejd algoritmus adhat6é a komponensek megtalalasara. Ez a fejezetet
PhD hallgatotarsammal, Varga Kittivel kozos cikkiinkre épiil [18].

Keét 6 megkozelités van a kozos sériilékenységek modellezésére a halozatokban
attol fiiggden, hogy mi a tdmadas célja: meg lehet semmisiteni (vagy meghiba-
sodhatnak) az éleket és a cstuicsokat is. Az el6bbit tgy modellezziik, hogy az éleket
szinezziik a kozos sériilékenység alapjan, ami a szinelkeriil6 él-perkoléciéhoz vezet,
mig az utobbi modellezéséhez a cstcsokat szinezziik hasonléan, és igy jutunk el
a szinelkeriil§ cstuics-perkolaciohoz. A szinelkeriils él- és csucs-Osszekotottséget fi-
gyelhetjiik meg egy Erdds-Rényi-véletlengrafon a 4. abran. A pontos definiciokat
pedig az alabbiakban vezetjiik be.

9. definicié Legyen G egy grdf, C ={ci,...,cx} egy szinhalmaz és c¢: E(G) —
C eqy fiiggvény, mely szineket rendel az €élekhez.

Bdarmely i € {1,...,k} esetén az u,v € V(G) csicsokat c;-elkerilé él-
osszefiiggének nevezziik, ha a c¢; szind élek torlése utan az u és v a maradék
grdafban eqy dsszefliggd komponensben vannak, azaz létezik az u és v csucsok ko-
z0tt eqy olyan t, ami nem tartalmaz c; szind élt — az ilyen utakat c;-elkerild
utaknak nevezziik.

Azt mondjuk, hogy az u,v € V(G) csicsok szinelkerild él-6sszefliggdek,

ha barmely i € {1,...,k} szin esetén c;-elkerild él-osszefiiggdek.

10. definicié ([11]) Legyen G egy grdf, C = {c1,...,ck} egy szinhalmaz és c :
E(G) — C egy figgvény, mely szineket rendel a csicsokhoz.

Bdarmely i € {1,...,k} esetén az u,v € V(G) csiucsokaterésen c;-elkerild
cstcs-0sszefiiggonek (vagy erésen c;-elkerild dsszefliggének) nevezzik, ha
a ¢; szind csucsok torlése (nem szdmitva a két végpontot) utdn azu ésv a maradék
grafban eqy dsszefliggd komponensben vannak, azaz létezik az u és v csiucsok kozott
eqy olyan ut, ami nem tartalmaz c; szind csucsokat belsd csiucsként — az ilyen

utakat c;-elkerild utaknak nevezzik.
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4. abra. A szinelkeriil§ él- és cstics-0sszekotottség illusztralasa egy G(20,0.15)
Erdés-Rényi-véletlengrafon. Az els§ sorban élszinezett és cstcszinezett grafokat
latunk, ahol a harom szin valoszintisége egyforma. A mésodik és harmadik sorban
lathatjuk a grafokat a zold, kék és piros élek/cstuicsok kitorlése utan.

Tekintsiik az 5-0s és 14-es csuicsokat, ezek szinelkeriil6 modon él-Osszefiiggdek,
hiszen az 5-11-14 1t elkeriili mind a z6ld, mind a kék szint, mig az 5-2-6-8-14 1t
elkeriili a piros szint. Ugyanakkor a 15-0s cstics nem érhetd el szinelkeriil6 médon
egyik masik cstcsbol sem, hiszen zold élek nélkiil izolalt csticesa valik.

Most nézziik a szinelkeriil§ cstics-Osszekotottséget. A 6-os és 10-es csticsok erdsen
(igy tehat gyengén is) szinelkeriil§ csucs-Osszefiiggek, hiszen a 6-11-5-10 at egy
kék-elkeriils ut, a 6-13-5-10 Gt piros-elkerild ut, mig a 6-2-7-10 zold-elkeriils 1t
a belsd cstucsokat tekintve - ez az utolso feltétel csak az erd sszinelkeriils cstcs-
keriil§ csiics-Osszefliggek, hiszen a 3-5-10 it mind piros-, mind kék-elkeriils tt,
ugyanakkor nem erdsen szinelkeriils csics-Osszefliggéek, hiszen a 3-as cstcsbol
nem vezet ki olyan tut, ami elkeriili a zold cstcsokat bels§ pontként. A T-es és
11-es csucsok nem gyengén /erésen szinelkeriil§ cstucs-Osszefiiggdek, hiszen nem
létezik kozottiik zold-elkeriild 1t.
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Azt mondjuk, hogy az u,v € V(QG) csicsok erdsen szinelkerild csics-
osszefliggdek (vagy erdsen szinelkerild 6sszefiiggbek), ha barmelyi € {1,...,k}

szin esetén erdsen c;-elkerild csiucs-osszefiiggdek.

11. definicié Legyen G egy graf, C = {ci,...,ck} egy szinhalmaz ésc: E(G) —
C egy figguény, mely szineket rendel a csicsokhoz..

Bdarmelyi € {1,...,k} esetén azu,v € V(G) csiucsokat gyengén c;-elkerild
cstcs-06sszefliggonek (vagy gyengén c;-elkerilsd 6sszefiiggonek) nevezzik,
ha a c; szint csiucsok torlése utan vagy u €s v valamelyik torlésre keril vagy a
maradék grafban eqy dsszefiiggd komponensben maradnak, azaz ha sem u, sem v
nem c¢; szintd, akkor akkor létezik kozottik eqy olyan ut, ami nem tartalmaz c;
szinid csucsokat — az ilyen utakat c;-elkerilé utaknak nevezzik.

Azt mondjuk, hogy az u,v € V(QG) csiucsok gyengén szinelkerild csics-
osszefiiggdek (vagy gyengén szinelkerils osszefiiggdek), ha bdarmely i €

{1,...,k} szin esetén gyengén c;-elkerild csics-dsszefiiggdek.

Megjegyzés. A gyengén szinelkerild osszefliggdség fogalma valdjaban gyengébb
fogalom, mint a 10. definicioban megadott erds szinelkerild dsszefliggdség. Kdonnyen
beldathato, hogy ha két csics erdsen szinelkerild osszefiiggd, akkor gyengén szinel-

kerild dsszefiiggd is.

Most bemutatjuk azokat az eldontési problémékat, amiket bonyolultsagelméle-
ti szempontbol vizsgélni fogunk. Habar a problémak latszoélag nagyon hasonloak,

de bonyolultsagukat tekintve nagymeértékben eltérGek.

SZINELKERULOELOSSZEFUIGGOKOMPONENS

Bemenet: egy G graf, egy C' = {c1,..., ¢} szinhalmaz, egy ¢ : E(G) — C
fliggvény és [ pozitiv egész.

Kérdés: igaz-e, hogy G-ben létezik legalabb | méretd szinelkeriils él-osszefiiggd

komponens?

ERGSENSZINELKERULOOSSZEFUGGOKOMPONENS

Bemenet: egy G graf, egy C' = {cy,...,c;} szinhalmaz, egy ¢ : E(G) — C
fliggvény és | pozitiv egész.

Kérdés: igaz-e, hogy G-ben létezik legalabb [ méretid erésen szinelkeriil6 Gssze-

fiigg6 komponens?

GYENGENSZINELKERULOOSSZEFUIGGOKOMPONENS
Bemenet: egy G graf, egy C = {cy,...,¢} szinhalmaz, egy ¢ : E(G) — C

fliggvény és [ pozitiv egész.
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Kérdés: igaz-e, hogy G-ben létezik legalabb [ méret gyengén szinelkeriils 6ssze-

fiiggs komponens?

GYENGENSZINELKERULOOSSZEFUGGOKOMPONENS-SZINLISTAK
Bemenet: egy G graf, egy C = {ci,...,c,} szinhalmaz, egy ¢ : FE(G) — 2¢
fliggvény és | pozitiv egész.

Kérdés: igaz-e, hogy G-ben létezik legalabb [ méret gyengén szinelkeriils 6ssze-

fiiggs komponens?

Az alabbi tételeket bizonyitjuk:

10. tétel A SZINELKERULOELOSSZEFUGGOKOMPONENS probléma P-beli. Pon-

tosabban a G-beli szinelkerild él-6sszefiiggd komponensek polinom iddben megta-
lalhatoak.

11. tétel Az ERGSENSZINELKERULOOSSZEFUGGOKOMPONENS probléma NP-
teljes.

12. tétel A GYENGENSZINELKERULOOSSZEFUGGOKOMPONENS probléma P-
beli. Pontosabban a G-beli gyengén szinelkerild dsszefiiggd komponensek polinom

1ddben megtaldlhatoak.

A fenti tétel bizonyitasa két f6 részbsl all. ElGszér megmutatjuk, hogy a
gyengén szinelkeriil§ Osszefiiggé komponensek megtalalasa barmely grafban ekvi-
valens lokélisan hurgrafokban a klikkek megtaldlasaval. Ez a megallapitas azzal
a ténnyel Gsszevetve azzal, hogy a lokalis hurgrafokban a klikkek megtalalasara

van polinomialis algoritmus elegendé a tétel bizonyitasdhoz.

13. tétel A GYENGENSZINELKERULOOSSZEFUGGOKOMPONENS-SZINLISTAK prob-
léma NP-teljes.

A. A halézattudomany elmilt 20 éve: bibliografiai

és tarsszerzo6i hal6zatokon alapilé elemzés

A fiiggelékben alkalmazottabb, empirikusabb témakorok felé vessziik az irdnyt, és
megmutatjuk, hogy a halézatok strukturalis tulajdonsigainak jobb megértésének
szamos alkalmazési teriilete van. Az A fliggelékben a halozattudomany elmult
20 évét vessziik goresé ala a halozattudosok tarsszerz6i hélozata alapjan. Két

évtizeddel ezel6tt harom nagy hatast cikk a kutatasok homlokterébe emelte a
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hélozatokat, és egy 1j interdiszciplinaris tudoményteriiletet hozott létre, amit ma
hélozattudoméany néven ismeriink. Nevezetesen ez a harom magas idézettségii,
nagy jelentGségi cikk Watts & Strogatz kisvilag-modellje, Barabasi & Albert ska-
la fiiggetlen halozatokrol irt cikke és Girvan & Newman cikke a halézatokban 1évé
kozosségek feltérképezésérél. Az elmilt 20 évben, koszonhetGen a teriilet multi-
diszciplinaritasanak, egy sokszint, de egymashoz sok szalon kot6d6 tudomanyos
kozosség jott 1étre. Ebben a fejezetben megvizsgaljuk, hogyan jott 1étre, és hogyan
fejlédott, valtozott ez a kozosség az id6 mulasaval. Felrajzoljuk a hélozattudo-
sok novekvé tarsszerz6i halozatat, ahol a halozattudost olyan szerzéként definial-
juk, akinek megjelent legalabb egy tudomanyos koézleménye, melyben hivatkozik
a fenti hdrom kiemelked§ cikk valamelyikére. A tarsszerzéi halozat vizsgalatat
megel6zGen bibliografiai attekintést adunk 31673 haldzattudomanyi cikkrsl (na-
lunk ezek most azokat a cikkeket jelentik, melyekben talalhato hivatkozés a fenti
harom alapcikk egyikére). Egy 56646 halozattudosbol allo tarsszerzéi haloza-
tot konstrualunk, melynek megvizsgaljuk mind strukturalis tulajdonsagait, mind
idébeli fejlodését. Az elmilt 20 év tasszerzGi mintazataira halozattudomanyi esz-
kozokkel és adatvizualizacios technikidkkal mutatunk réa. Azonositjuk a halozat
legkézpontibb szerzéit, a legnagyobb kozosségeket, vizsgaljuk az idébeli valtozé-
sokat, és a halézat strukturélis mutatoit egyéb tudomanymetriai mérészamokkal
vetjitk 6ssze. Ez a fejezet [16] cikken alapul, mely [17] kibévitése, mindkét cikket
hallgatémmal, Nagy Marcellel kdzosen irtuk. Munkank legfontosabb eredményei

az aldbbiakban foglalhatok Gssze:

e 31763 halozattudomanyi cikket gytijtottiink ossze, melyeket tobb szempont-
bol elemziink megmutatva, hogy hogyan fejlédott a halozattudomany az

elmult 20 évben.

e Felépitjiik 56646 halozattudos tarsszerzoi halozatat, amit halozattudoményi
elemzésnek vetiink ald, mind a strukturélis tulajdonsagait, mind idébeli

fejlédését elemezve
e Az alabbi f6 kutatasi kérdéseket valaszoljuk meg:

— Mik a halézattudomany legfontosabb tudomanyos forumai, és ezek ho-

gyan valtoztak az elmult 20 évben?

— Hogyan valtoznak a publikalési szokasok id6ben és tudomanyteriile-
tenként?
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— Mik a hélézattudomany legfontosabb kérdései, és ezek hogyan valtoz-
tak az elmult 20 évben? Milyen Osszefiiggfség fedezhetd fel az egyes

témateriiletek kozott a kulcsszavak elemzése alapjan?
— Hogyan valtozott a halézattudomanyi kézosség az évek alatt?

— Mik a nemgzetkozi és interdiszciplinaris egytlittmikodés legtipikusabb

tarsszerz3i mintazatai?

— Kik a legkozpontibb szerzdk, és hogyan néznek ki a legnagyobb kozos-
ségek? Hogyan fliggenek Ossze a héldzati mutatok a tudomanymetriai

mérsszémokkal?

Ahogy korabban emlitettiik, egy cikket hdlozattudomanyi cikknek tekintiink,
ha legaldbb egy cikkre hivatkozik a fent emlitett harom halézattudomanyi alap-
cikk koziil (természetesen a szoban forgd harom cikket szintén halézattudomanyi
cikknek tekintjiik). Hasonloan, egy szerz6t hdldzattuddsnak hivunk, ha van leg-
alabb egy halozattudomanyi cikke. Természetesen a fenti definiciok meglehet&sen
esetlegesek és kicsit mesterkéltnek ttinhetnek, ugyanakkor tgy gondoljuk, hogy
a halozattudomany elmult 20 évének felderitéséhez jo alapul szolgélnak ezek a
definiciok. A halozattudosok tarsszerzéi halozata olyan halézat melynek cstucsai
a halozattudosoknak felelnek meg, és két szerzét Osszekotiink, ha van legalabb
egy kozos cikkiik.

Az alabbiakban felvillantunk néhény eredményt anélkiil, hogy részleteiben

kielemeznénk azokat:

1000

—— Physica A —— Int. J. Mod. Phys. C
Scientific Reports Proc. Natl. Acad. Sci. U.S.A
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5. dbra. A halozattudomany top 10 kutatasi teriilete és folyodirata.
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6. Abra. Halozattudoményi cikkek 7. Abra. Multidiszcipliniaris
kumulativ szama orszidgonként lo- és nemzetkozi egyiittmiikodésben
garitmikus skalan (az abran csak sziiletett cikkek aranya 2000 6ta.

a top 10 orszag adatai lathatoak).
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8. abra. Halozattudosok centralitdsi mértékei és tudoménymetriai mérGgszamok
kozotti Osszefiiggések.
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9. dbra. Kulcsszavak egyiittes el6fordulasanak halézata. A cstcs mérete jelzi
a kulcsszavak gyakorisdgat, az él vastagsaga jelzi az egyiittes elGfordulas gyako-
risdgat. Csak a 100-nal tobbszor el6forduld kulesszavak és 10 vagy annal tébb
egyiittes el6fordulashoz tartozo élek latszodnak az abran.

10. abra. Nemzetkozi egyiittmikodések ha-
lozata. A cstics mérete jelzi, hogy hany ha-
lozattudomanyi cikke jelent meg az adott
orszagbeli szerz6knek Osszesen, az él vastag-
saga azt jelzi, hogy hany olyan hal6zattu-
domanyi cikket irtak, melyben részt vettek
kutatok a két végponthoz tartozo orszaghol.
Csak azok az orszagokat mutatjuk melyek-
b6l legalabb 100 halézattudoményi cikket
irtak az elmult 20 évben.
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11. A&bra. Multidiszciplinaris
egyiittmikodések halozata. Csak
azok a tudomanyteriileteket mu-
tatjuk, ahova legalabb 500 h&lo-
zattudos tartozik elsédlegesen.



B. Halb6zatok az oktatasban — Elgtanulmanyi haldk jel-

lemzése hallgat6i aramok segitségével

A B fiiggelék betekintést kivan nytujtani a Budapesti Mtszaki és Gazdasagtu-
domanyi Egyetemen zajlo, altalam kezdeményezett oktatasi adattudoményi pro-
jektekbe, melyek célja, hogy értékes informaciokat nyerjiink ki az egyetem &ltal
tarolt tanulmanyi adatkincsbdl. Pontosabban ebben a fejezetben egy olyan kuta-
tasrol szamolok be, melyben a hal6zattudomany eszkoztarat tudtuk alkalmazni
az oktatasi dontéshozatalban. Bevezetiink egy olyan adat alapt valoszintségi
hallgatoi aramokat szimuldlé modellt, mely segit a mintatantervek és a tantervi
hélok jellemzésében, illetve a varhato végzési idk eloszlasdnak meghatarozasaban
a tantervi halo topologiaja és a targyteljesitési valoszintiségek alapjan. Mutatunk
eljarast arra is, hogy hogyan lehet azonositani azokat a targyakat, melyek a leg-
nagyobb hatassal vannak a végzési idére. Ez a fejezet nagyban arra a cikkre
alapszik, melyet hallgatéimmal, Horvath Noémivel, Bergmann Julidval és Szek-
rényes Doraval, illetve a KTH igazgatojaval, Szabé Mihallyal kozosen irtam [15].

Az egyetemi tantervek komplexitasanak és az el6tanulményi halo struktara-
janak halozatelméleti eszkozokkel valod vizsgalata az elmult években sok figyelmet
kapott [6, 20, 24|. A tanulményi rendet egy iranyitott G = (V, E) graffal repre-
zentaljuk. A gréfot megadhatjuk az M adjacenciamétrixaval, ahol M;; = 1, ha
az i-edik targy el6kovetelménye a j-dik targynak, és M;; = 0 kiilonben. Konnyen
lathato, hogy G egy iranyitott kormentes graf (DAG), hiszen, ha lenne benne
kor, akkor az azt jelentené, hogy van olyan ¢ kurzus, ami csak j kurzus teljesitése
utan vehetd fel, ugyanakkor j pedig csak 7 teljesitése utan, ami egy egyetemi
tantervben nyilvin nem lehetséges.

Egy egyetemi szakot jellemezhetiink a szakra jaro hallgatok végzési idejével
(azaz, hogy a hallgatoknak hany szemeszter sziikséges a szak teljesitéséhez), ami
felfoghato egy X diszkrét valoszintiségi valtozoként is. Mind a végzési id6 X, mind
a varhato végzési id6 E(X) természetesen fiigg az elgtanulmanyi halo struktira-
jatol és az egyes targyak teljesitési valoszintiségétsl. Tegyiik fel, hogy a varhato
végzési id6t felirhatjuk a kovetkezs forméaban: E(X) = f(py,...p,), ahol p; jeloli
az i-edik targy teljesitési valoszintiségét és az f fiiggvényt pedig az elGtanulmanyi
hélo struktiraja hatarozza meg.

Természetes modon adodik a kérdés, hogy mennyiben valtozna meg a (var-
hato) végzési id6, ha egy bizonyos targyon valtozna a teljesitési valoszintiség (a

tobbi valtozatlansaga mellett). Matematikai értelemben ez a kovetkezd parcialis
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Semester 1 Semester 2 Semester 3

Analysis 1 Analysis 2 Algebra 2

o)
(Comimors)

Combinatorics

12. dbra. Tanulmanyi hal6 kis példaja

derivalttal fejezhetd ki, amit ateresztd hatédsnak neveziink el:

o 8f<p17p27 7pn)
Di = 5 . (17)

Tekintsiik a 12. abran lathato tanulmanyi halot. Irjuk fel az Y; valoszintségi
valtozot, mely azt mutatja meg, hogy a beiratkozés 6ta hany félév telt el az i-edik
targy teljesitéséig, az X; valoszintiségi valtozo pedig hogy hény probalkozas utén
sikeriilt teljesiteni az i-edik targyat. Teljesen vildgos, hogy az els§ féléves targyak
esetében ez a két valtozo megegyezik egymassal. A méasodik féléves targyak esetén
azonban mar kicsit bonyolultabb a helyzet, pl. a Valoszintiségszamitas targyra
csak akkor lehet beiratkozni, ha mindkét el6kovetelményét, a Kombinatorika és
az Analizis 1 targyakat mar teljesitette a hallgato, igy a kdvetkez6hoz jutunk
Ys = max{Y}, Y3} + X5 = max{X;, X3} + X5. A harmadik féléves Statisztika
targy esetén a helyzet még bonyolultabb: Y7 = max{Yy, Y5} + X7 = max{X; +
Xy, max{ Xy, X3} + X5} + X7.

Az X, véletlen valtozok nyilvanval6an geometriai eloszlastuak, de ahhoz, hogy
az Y; valtozokat meghatarozzuk mar ezen geometriai eloszlasu véletlen valtozok
maximumat kéne meghataroznunk. Ha X, X», ..., X, fliggetlen azonos eloszlastu
geometriai valoszintiségi valtozok p teljesitési (siker) valoszintiséggel és M, jeloli

ezen valoszintségi valtozok maximumat, tehat M,, = max{X;, Xs, ..., X,,} akkor

E(M,) = i (1 - (1 - q’f)n) , (18)

k=0

ahol ¢ =1 — p. Az &llitas bizonyitéasa [4] cikkben talalhato..
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A fenti Gsszeget altalanossagban nem lehet kdnnyen meghatérozni, csak koze-
lithetjiik az értékét. Amennyiben az X; valtozok kiilonb6z6 paramétertd geomet-

riai eloszlasok, akkor az analitikus szamolés még bonyolultabbé valik:

E(M,) = i 1 f[ (1 - qf) , (19)

ahol ¢; =1 — p;.

Tovabbmenve késébbi félévekre, ahol mar egymésba agyazott maximumokat
is talalunk a feladat analitikus kezelése nagyon nehezen megvaldsithatd. Ebbol
kovetkezGen a végzési idG eloszlasanak analitikus felirdsa is nagyon nehéz feladat,
azonban Monte Carlo-szimuléci6 segitségével konnyen kozelithetjik az eloszlast
és annak varhato értékét.

Egy targy atereszts hatasa is kozelithetd diszkrét esemény alapulé szimulécios
keretrendszer segitségével. A kérdés, hogy hogyan véltozik a (varhato) végzési
id6, ha az i-edig targy p; teljesitési valoszintiségét megvaltoztatjuk. A véltoztatas
lehet additiv és multiplikativ, illetve a multiplikativ esetben lehet aranyos a p;
teljesitési valoszintiséggel vagy az 1 — p; valoszintiséggel. Formalisan legyen h egy

kis pozitiv szam, az el6bbi harom megkozelitési mod az alabbiakban foglalhato

PV (h) = min{p; + h, 1} (20)
pi? (h) = min{p;(1 + h), 1} (21)
P (h) = min{l — (1= pi)(1 = h), 1} (22)

Szémszerisitve az i-edik targy teljesitési valoszintiségének a véltozasdnak a

hatasat, az i-edik targy atereszté hatasat az alabbiak szerint kozelitjiik:

~

. . @ (B p
dij)(h) _ f(plAa"wpzflapz ( )7pl+17"'7pn)’ (23>

f(pb ey Di—1,Diy Diys - - - 7pn)

ahol f (.) jeloli azt a fiiggvényt, ami a targyteljesitési valoszintségek alapjan koze-
liti a varhato végzési id6, j € {1,2, 3} jeloli a teljesitési valosziniiség valtozasanak
modjat, h pedig egy kis pozitiv szam.

Kiilonbo6z6 kurzusok ateresztd hatasainak osszehasonlitésara a (22) formulat
tartjuk a legjobban hasznalhaténak, hiszen ez megmutatja, hogy hogyan valtozik
a végzés varhato ideje, ha egy kurzuson az eddig megbukoé hallgatok egy rogzitett

h ardnyat mégis atengedjiik. Az Osszes targy esetén megvizsgaljuk észszerd h
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13. abra. A villamosmérnoki alapszak (beagyazott és iranyito rendszerek speciali-

zécio) eltanulmanyi haloja. A leghosszabb tt, illetve a legkritikusabb tantargyak
az abran kiemelve.

valasztas mellett, hogy szazalékosan hogyan valtozik ettdl a képzés varhatod végzési
ideje.

A 12. Aabran lathaté tanulmanyi halo példdjan az egyes targyak teljesitési
valoszintiségének valtozasat a (22) képlet és h = 1 valasztas mellett azt talaljuk,
hogy a Statisztika kurzusnak van a legnagyobb hatasa: ha a Statisztikdbol meg-
bukoé hallgatok 100%-at atengedjiik, akkor 5.57%-kal csokken a varhato végzési
idé.

Megvizsgaljuk egy valos képzés, a BME villamosmérnck szakjanak beagyazott
és iranyité rendszerek specializaciojanak el6tanulményi halojat. A képzés azért
megfelel§ az elemzés szempontjabol, mert nagy szamu hallgato jar ra (~450 be-
jove hallgato évente), ami targyak teljesitési valoszintiségét megbizhatobba teszi.

A bemutatott keretrendszert hasznélva olyan kérdésekre kaphatunk vélaszt,
mint hogy az el6tanulményi halo strukturaja a targyteljesitési valoszintiségekkel
egyiitt hogyan hat a képzés varhato végzési idejére, illetve hogy mely targyak a
legkritikusabbak az idében torténd végzésre vonatkozoéan. Ezek rendkiviil fontos
kérdések, hiszen az elhtiz6dd egyetemi képzések, illetve a lemorzsolodés komoly
problémat jelentenek szerte a vilagban, kiilonosen az MTMI (STEM) programok
esetében. A bemutatott keretrendszert hasznalva a tanszékek nemcsak a leg-
kritikusabb targyakat tudjak azonositani, de kiilonboz6 szcenariokat is képesek

futtatni, amely segitségével a tantervi halo strukturajaban vagy a teljesitési valo-
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szintiségekben bekovetkez§ valtozas hatésa is jol szimulalhato. Egy tovabbi elény,

hogy tervezett tantervreformok és mas fontolgatott valtozasok hatasa is konnyen

szimulalhato a modelliink segitségével.
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