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A disszertáció a hálózatok két fontos strukturális tulajdonsága, a fraktalitás és
a robusztusság köré összpontosul. Továbbá a Függelékben feltárjuk a társszerzői
hálózatok és az előtanulmányi hálók strukturális tulajdonságait is.

1. Fák és hierarchikus skálafüggetlen gráfok transz-

finit fraktáldimenziója

Disszertációm első fejezetében hálózatok fraktális tulajdonságait vizsgáljuk nagy
mértékben építve témavezetőmmel, Simon Károllyal és korábbi témavezetőmmel,
Komjáthy Júliával közösen írt cikkünkre [8]. Rövid bevezetőt nyújtunk gráfok és
hálózatok dimenzióelméletébe, és áttekintést adunk a gráfok és hálózatok legfon-
tosabb dimenziófogalmairól. Hálózatok fraktalitásának azonosításához és szám-
szerűsítéséhez elengedhetetlen eszköz a dobozszámláló módszer. Tekintettel ar-
ra, hogy a dobozszámlálási probléma bizonyítottan NP-nehéz, számos különböző
approximáló algoritmust vezettek be. Összehasonlítjuk a legfontosabb ilyen al-
goritmusokat futási idő és approximációs képesség szempontjából. Megmutatjuk,
hogy a fraktálosság eredeti definíciója nem használható "fajellegű" struktúrával
rendelkező hálózatok esetén, ahol a szomszédságok növekedési rátája exponenci-
ális. Ugyanakkor új fogalmak bevezetése, úgy mint a transzfinit fraktáldimenzió
és a transzfinit Cesaro-fraktáldimenzió lehetővé teszik, hogy a fraktáldimenziót
exponenciálisán növekedő gráfsorozatokra is definiálni tudjuk. Különböző há-
lózatmodellek esetén matematikailag precíz módon korlátokat adunk a dobozok
szükséges számára vonatkozóan és pontosan meghatározzuk a transzfinit fraktál-
dimenziót. Górcső alá vesszük a Komjáthy és Simon által bevezetett hierarchikus
gráfsorozat-modellt, a Song-Havlin-Makse-modellt, a szférikusan szimmetrikus
fákat és a szuperkritikus Galton-Watson-fákat.

Song és szerzőtársai [23] a geometriai fraktálobjektumok esetén bevezetett
eljárással analóg módon azonosították hálózatok fraktál tulajdonságát. A beve-
zetett eljárás az alábbiakban foglalható össze [21]: Adott egy N csúcsú G há-
lózat, a csúcsokat ` − 1 átmérőjű részgráfokra (ún. dobozokra) osztjuk fel. A
teljes G hálózat fedéséhez szükséges dobozok számát jelölje NB(`). Az NB(`) ér-
ték meghatározása tetszőleges ` ≥ 2 esetén bizonyítottan NP-nehéz, ugyanakkor
a gyakorlatban számos algoritmus tud közelítő megoldást szolgáltatni a problé-
mára [21]. A geometriai fraktálobjektumokkal összhangban Song és szerzőtársai
egy véges gráf fraktál- vagy dobozdimenzióját a következő összefüggés alapján

1



definiálták:

NB(`)/N ≈: `−dB , (1)

azaz a szükséges dobozok száma a dobozmérettel hatványrendű kapcsolatban van,
és a kitevő abszolút értéke adja a dimenziót. A szerzők érvelése alapján a fraktál
dimenzió akkor jól definiált, ha a (1)-beli összefüggés ` érétkének széles spektru-
mán ugyanazzal a dB kitevővel fennáll.

Véges hálózatok fraktalitása tehát azt jelenti, hogy hatványrendű kapcsolat
áll fenn a teljes hálózat fedéséhez szükséges dobozok száma és a doboz mérete
között. Ez azt jelenti, hogy - ahogy azt korábban is hangsúlyoztuk - ahhoz hogy
egy hálózat fraktalitásáról beszéljünk a (1) összefüggés ugyanarra a dB-re az `
dobozméret széles spektrumán fel kell hogy álljon. Habár a fenti eljárás alkalmas
arra, hogy meghatározzuk hálózatok fraktáldimenzióját, de az matematikailag
több helyen nem elég pontos, így az alábbiakban egy matematikailag jobban
kezelhető definíciót adunk.

Geometriai fraktálobjektumok esetében (azaz amikor a halmazok Rd térbe
ágyazottak) a dobozdimenzió1 a szükséges dobozok számának logaritmusának és
a dobozméret reciprokának logaritmusának hányadosának határértékeként defi-
niált, ahogy a dobozméret tart 0-hoz. Ez a definíció ebben a formájában viszont
nyilván nem értelmes hálózatok esetén, hiszen a gráftávolság nem lehet 1-nél
kevesebb. Ugyanakkor megoldást jelenthet a fordított határérték, azaz ha a do-
bozméret végtelenhez tart miközben a hálózat maga is növekszik vagy eredetileg
is végtelen méretű. Éppen ezért a továbbiakban gráfsorozatokkal fogunk foglal-
kozni. Számos valós hálózat (társszerzői hálózatok, WWW) eleve növekszenek
az idő előrehaladtával, ezért is ésszerű méretükben növekvő gráfsorozatokat te-
kinteni: {Gn}n∈N (ahol N a természetes számok halmaza). Végtelen hálózatok
esetén (pl. Zd) választhatunk egy gyökércsúcsot (pl. az origót) kiindulási pont-
nak, majd a végetlen gráf növekvő részgráfjait e körül a gyökércsúcs körül (pl.:
Gn := [−n, n]d, Zd esetén).

Ahhoz, hogy definiálni tudjuk gráfsorozatok dobozdimenzióját, először az `
méretű doboz fogalmát kell megadnunk.

1. definíció (`-doboz) Tekintsük a G gráf két u, v csúcsát. Jelölje Γ(u, v) az
összes u-t v-vel összekötő G-beli út halmazát. Egy π út hossza az élek száma
π-ben, amit |π| jelöl. Az u, v csúcsok közötti gráftávolság G gráfban az alábbiak

1Más néven Minkowski-dimenzió.
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szerint definiált: dG(u, v) = min{|π| : π ∈ Γ(u, v)}. Azt mondjuk, hogy a G gráf
egy H részgráfja `-doboz, ha dH(u, v) ≤ `− 1 teljesül bármely u, v ∈ H esetén.

Ezt követően már definiálni tudjuk az (1) kapcsolatot matematikailag precízebb
formában is:

2. definíció (Dobozdimenzió) Egy {Gn}n∈N gráfsorozat dB dobozdimenzióját
az alábbiak szerint definiálhatjuk:

dB
(
{Gn}n∈N

)
:= lim

`→∞
lim
n→∞

log
(
Nn
B(`)/|Gn|

)
− log `

, (2)

amennyiben a határéték létezik; ahol Nn
B(`) jelöli a Gn gráf fedéséhez minimálisan

szükséges `-dobozok számát és |Gn| jelöli a Gn gráf csúcsainak számát.

Könnyen látható, hogy ez a definíció valóban visszaadja az (1) összefüggést.
Természetesen felmerülő kérdés a fenti definícióban a limeszek sorrendjének fel-
cserélhetősége. Figyelembe véve, hogy a Gn fedéséhez szükséges dobozok mérete
Nn
B(`) = 1, ha ` > diam(Gn), így a limeszek felcserélése értelmetlenné válik.
Az is belátható, hogy a fraktalitás fenti definíciója nem alkalmazható olyan

hálózatok esetén, ahol a szomszédságok növekedési üteme exponenciális. Eb-
ben az esetben a dobozok optimális száma a dobozmérettel nem hatványrendben
skálázódik. Ugyanakkor a dobozszámláló módszer egy másik természetes para-
méterre vezet, ha a minimális dobozszám és a dobozméret között megkövetelt
függvénykapcsolatot módosítjuk, hasonlóan a Rozenfeld-féle transzfinit fraktál
klaszterdimenzióhoz [5, 19]. Nevezetesen tekintsk azt a τ paramétert, ami kielé-
gíti az alábbi összefüggést:

NB(`)/N ≈: e−τ ·` (3)

az ` dobozméret széles spektrumán. Az előzőekhez hasonlóan a fenti összefüggét is
matematilag precízebbé tehetjük, és definiálhatjuk függvénysorozatok transzfinit
fraktáldimenzióját :

3. definíció (Transzfinit fraktáldimenzió) Egy {Gn}n∈N gráfsorozat τ transz-
finit fraktáldimenzióját az alábbiak szerint definiálhatjuk:

τ
(
{Gn}n∈N

)
:= lim

`→∞
lim
n→∞

log
(
Nn
B(`)/|Gn|

)
−`

, (4)

amennyiben a határéték létezik; ahol Nn
B(`) jelöli a Gn gráf fedéséhez minimálisan

szükséges `-dobozok számát és |Gn| jelöli a Gn gráf csúcsainak számát.
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Bizonyos exponeciálisan növekvő szomszédságokkal rendelkező hálózatmodel-
leknél a (4) határérték nem létezik, azonban a Cesaro-összegek határétéke igen.
Ez adja a transzfinit Cesaro fraktál dimenzió fogalmát. Úgy módosítjuk a 3.
definíciót, hogy a Cesaro-összegeket vesszük az általános határérték helyett:

4. definíció (Transzfinit Cesaro fraktáldimenzió) Egy {Gn}n∈N gráfsorozat
τ ∗ transzfinit Cesaro fraktáldimenzióját az alábbiak szerint definiálhatjuk:

τ ∗
(
{Gn}n∈N

)
:= lim

`→∞
lim
n→∞

1

n

n∑
i=1

log
(
N i+`
B (`)/|Gi+`|

)
−`

, (5)

amennyiben a határéték létezik; ahol Nn
B(`) jelöli a Gn gráf fedéséhez minimálisan

szükséges `-dobozok számát és |Gn| jelöli a Gn gráf csúcsainak számát.

A dobozdimenzió exponenciálisan növő gráforozatokra általánosított definícióját
először BSc dolgozatomban vezettem be [14]. A dolgozat alapján Dai és szer-
zőtársai [1] vizsgálták a Komjáthy és Simon által bevzetett modell [9] súlyozott
változatának transzfinit fraktáldimenzióját, illetve egy hasonló súlyozott frakt-
álmodell dimenzióját is [2]. Ez utóbbi cikket a Scientific Reports visszahívta,
amiért a szerzők jelentős részeket emeltek át szó szerint a BSc dolgozatomból [3].

Disszertációmban korlátokat adunk a dobozok szükséges számára vonatkozó-
an és pontosan meghatározzuk a transzfinit fraktáldimenziót több hálózatmodell
esetén is, úgy mint a Komjáthy és Simon által bevezetett hierarchikus gráfsorozat-
modell, a Song-Havlin-Makse-modell, a szférikusan szimmetrikus fák és a szuper-
kritikus Galton-Watson-fák.

A hierarchikus gráfsorozat modellt Komjáthy és Simon vezette be [9]. Kez-
detben kiindulunk egy tetszőleges N csúcsú G páros gráfból, az alapgráfból, majd
rekurzív módon determinisztikus hierarchikus gráfok {HMn}n∈N sorozatát defini-
áljuk. Legyen V (HMn) a HMn csúcshalmaza a következő {0, 1, . . . , N − 1}n. A
HMn gráfot HMn−1 gráfból úgy kapjuk, hogy a HMn−1 gráf N másolatát vesszük,
ami a G alapgráf N csúcsának felel meg. Ezt követően megadhatjuk az élhal-
mazt is, de annak ismertetésétől a bonyolultsága miatt itt most eltekintünk. Az
mindenképp látszik, hogy HMn gráf Nn−1 másolatát tartalmazza a HM1 gráfnak,
melyek bonyolult módon vannak összekapcsolva élekkel.

1. tétel A {HMn}n∈N hierarchikus gráfsorozat nem fraktál tulajdonságú, hanem
transzfraktál tulajdonságú. Ez azt jelenti tehát, hogy a fraktáldimenziója (ld. 2.
definíciót) nem létezik, de a transzfinit fraktáldimenziója (ld. 3. definíciót) léte-
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1. ábra. A "cseresznye" modell (a hierarchikus gráfsorozat-modell egy speciális
esete) harmadik iterációja: HM3. Az ábrán a gráf dobozolása is jól látszik: a
zöld dobozok egy egy optimális 3-dobozolást, míg a szaggatott dobozok egy opti-
mális 7-dobozolást adnak, azaz NB(3) = 9 and NB(7) = 3. A modell transzfinit
fraktáldimenziója τ((HMn)n∈N) = (logK)/2, itt az alapgráf K = 3 csúcsú.

zik, és az alábbi értékkel egyezik meg:

τ
(
{HMn}n∈N

)
= (logN)/2, (6)

ahol N jelöli a {HMn}n∈N gráfsorozat G alapgráfjának csúcsainak számát.

A 1. tétel bizonyításához az alábbi lemmákra van szükségünk:

2. lemma A HMn hierarchikus gráfsorozat-modell átmérője diam(HMn) = 2(n−
1) + diam(G).

3. lemma (Felső korlát a dobozok számára) Bármely k ≥ n esetén Nn
B(`k) =

1, míg bármely n > k esetén,

Nn
B(`k) ≤ Nn−k (7)

4. lemma (Alsó korlát Nn
B(`1)-re) Bármely n ≥ n1 + 1 esetén

Nn
B(`1) ≥ Nn−n1 , (8)

ahol nq := |Vq|, q ∈ {1, 2}, és az általánosság megszorítása nélkül feltesszük, hogy
n1 ≤ n2.

5. lemma (Alsó korlát Nn
B(`k)-re) Az előző lemma jelöléseit használva n −

k ≥ n1 esetén a következő egyenlőtlenség áll fenn:

Nn
B(`k) ≥ Nn−k+1−n1 = Nn−k · C, (9)
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ahol C = N1−n1 a G alapgráf által meghatározott fix konstans.

A következőkben a Song, Havlin és Makse által bevezetett modellt [22] ta-
nulmányozzuk, mely modell egy paraméter függvényében képes előállítani mind
fraktálos, mind nem-fraktálos gráfokat is. A lent definiált {SHMp

n}n∈N modell
emellett rendelkezik a valós hálózatok egyik fontos tulajdonságával, a skálafüg-
getlenséggel [13].

• Kezdeti feltétel: Az n = 0 lépésben egy tetszőleges kis, összefüggő gráffal
indulunk (pl. az 2. ábrán a kezdeti gráf egy öt csúcsból álló csillagalakzat).

• Növekedés: Az (n+ 1)-edik időpillanatban m · degn(v) új csúcsot kapcso-
lunk mindegegyes már eddigi is a gráfban lévő v csúcshoz, ahol m > 1 egy
bemeneti paraméter és degn(v) a v fokszáma az n időpillanatban.

• Élek újrahúzása: Az (n+ 1)-edik időpillanatbanwe a már meglévő éleket
két eljárás véletlen keverése mentén újrahuzalozzuk, p valószínűséggel a I.
módszert, 1− p valószínűséggel a II. módszert alkalmazva.

– I. módszer: megtartjuk a régi, az (n+ 1)-edik időpillanat előtt gene-
rált éleket.

– II. módszer: az (u, v) élt, mely az előző lépések valamelyikében ge-
nerálódott, egy olyan éllel helyettesítjük, melyet a frissen hozzáadott
csúcsok közé húzunk be, azaz létrehozunk helyette egy új (u′, v′) élt,
ahol u′ és v′ csúcsok rendre u és v csúcsok újonnan hozzáadott szom-
szédjai. Az eljárást a 2. ábra szemlélteti.

A fenti modell p = 0 paraméterválasztás esetén (azaz ha kizárólag a II.
módszert alkalmazzuk) véges dobozdimenzióval rendelkezik, nevezetesen dB =

log(2m+1)/ log 3 [22]. Ugyanakkor p = 1 paraméterválasztással a dobozdimenzi-
ója nem véges, de transzfinit fraktáldimenziója már az, ezt mondja ki következő
eredményünk:

6. tétel A
{

SHM1
n

}
n∈N gráfsorozat nem fraktál tulajdonságú, hanem transzfrak-

tál tulajdonságú. Ez azt jelenti tehát, hogy a fraktáldimenziója (ld. 2. definíciót)
nem létezik, de a transzfinit fraktáldimenziója (ld. 3. definíciót) létezik, és az
alábbi értékkel egyezik meg:

τ
({

SHM1
n

}
n∈N

)
= log(2m+ 1). (10)
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(a)

(b) Mode I (c) Mode I I

(d) Combinat ion of the modes

2. ábra. A két módszer szemléltetése m = 2 esetén. Az (a) ábrán a kezdeti
állapot látszik, a (b), (c) és (d) ábrák rendre az I. módszert, a II. módszert és a
két módszer kombinációját szemlélteti. Az ábrát a [22] cikkben lévő ábra alapján
készítettük el.

Továbbá a hálózatmodell átmérője p = 1 paraméterválasztás esetén:

diam(SHM1
n) = Θ(n). (11)

A fenti állítás első felét Song és szerzőtársai már kimondták heurisztikus ma-
gyarázatokkal, azonban disszertációmban analitikus bizonyítást adunk rá, ezen-
kívül bebizonyítjuk azt is, hogy a modell transzfraktál tulajdonságú.

Ezt követően gyökeres növekvő fák τ transzfinit fraktáldimenzióját számoljuk
ki, és hasonlítjuk össze a Lyons és Pers által definiált növekedési ráta értéké-
vel [12]. Eredményeink azt mutatják, hogy végtelen fák transzfinit fraktáldimen-
ziója és növekedési rátája egymással szoros kapcsolatban állnak. Ugyanakkor
míg a növekedési ráta csak fák esetén definiált, addig a bevezetett fogalom, a
transzfinit fraktáldimenzió bármilyen tetszőleges gráfsorozat esetén definiálható.

Legyen T∞ egy végtelen fa és % a gyökércsúcs. Feltesszük, hogy minden csúcs
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foka véges. Jelölje Ln azon csúcsok halmazát, melyek távolsága a gyökértől n, a
halmaz méretét jelöle Ln.

5. definíció (Fák növekedési rátája, [12]) Egy T∞ végtelen fa növekedési rá-
tája

gr (T∞) = lim
n→∞

L1/n
n , (12)

amennyiben a határéték létezik.

Egy végtelen fa fedéséhez természetesen végtelen dobozra van szükségünk
(bármekkorák is a dobozok), tehát ahhoz, hogy a transzfinit fraktáldimenziót
megfelelően értelmezni tudjuk, meg kell vágnunk a fát, hogy véges legyen. A
továbbiakban néhány fákhoz kötődő alapvető fogalmat ismertetünk.

6. definíció (Alapvető fogalmak) Tekintsünk egy T∞ végtelen gyökeres fát.
Egy {Tn}n∈N gráfsorozatot nyerhetünk T∞ segítségével, ha n magasságnál levág-
juk:

Tn := ∪i≤nLi (13)

Egy végtelen fa (transzfinit) fraktáldimenzióján a hozzátartozó (Tn)n≥1 gráfsorozat
(transzfinit) fraktáldimenzióját értjük.

Egy csúcs generációja a gyökértől vett távolsága. A v csúcshoz tartozó T (v)

részfát azon w csúcsok definiálják, amikre igaz, hogy a belőlük a gyökérbe vezető
út átmegy v csúcson. A v csúcs leszármazottai a T (v) részgráf csúcsai. Legyen
T

(v)
k = {w ∈ T (v) : d(v, w) ≤ k}. A T

(v)
1 \ {v} csúcsai a v csúcs gyerekei.

Fák dobozolásához szükséges fontos eszköz a mohó dobozoló módszer.

7. definíció (Mohó dobozolás a levelekből indulva) Legyen n+ 1 := a(k+

1) + b valamely a, b ∈ N, b < k + 1. Egy Tn gyökeres fa mohó dobozolása 2k + 1-
dobozokkal a következőképpen zajlik:

Greedy(n, k) :=

 a⋃
i=1

⋃
v∈Ln+1−i(k+1)

T
(v)
k

 ∪ T (%)
b−1. (14)

Ez azt jelenti, hogy minden n+1− i(k+1) generációban lévő v csúcs, i = 1, . . . , a

és a csúcshoz tartozó T
(v)
k részfa alkot egy-egy dobozt, a gyökér doboza ezzel az

eljárással némileg kisebb lehet. Ha b = 0, akkor % doboza az első unió része, hiszen
az utolsó doboz (T (%)

b−1) nem része a kifejezésnek.
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3. ábra. Gyökeres fák dobozolása. A szaggatott dobozok mutatják a mohó dobo-
zolás eredményét, míg a narancssárga dobozok az optimális dobozlás eredményét,
a dobozméret ` = 3. A 7. definíció jelöléseit használva itt n = 4, k = 1, a = 2,
b = 1.

7. tétel Legyen T f
∞ egy szférikusan szimmetrikus fa az alábbi fokszámsorozattal

f = (f(h))h≥1, ami kielégít néhány enyhe regularitási feltételt, és azt hogy

lim
h→∞

log f(h)

h
= 0. (15)

Ekkor τ ?(T f
∞) = log(gr(T f

∞))/2.

A következőkben kiszámoljuk szuperkritikus Galton-Watson-fák transzfinit
fraktáldimenzióját.

8. definíció (Galton-Watson elágazó folyamat) Legyen q = (q0, q1, q2, . . . )

nemnegatív valós számok végtelen hosszú vektora úgy hogy
∑∞

i=0 qi = 1 és legyen
Pq egy valószínűségi mérték a gyökeres fákon úgy hogy minden csúcs leszármazot-
tainak (gyerekeinek) száma független azonos eloszlású, és annak a valószínűsége,
hogy egy adott csúcsnak i gyerek van az qi.

Jelölje Zn a gyökértől n távolságra lévő csúcsok számát. Legyen µ a gyerekel-
oszlás várató értéke µ = E(Z1) =

∑∞
i=0 iqi.

A µ várható gyerekszámú Galton-Watson elágazó folyamatot szuperkritikusnak
nevezzük, ha µ > 1, kritikusnak ha µ = 1 és szubkritikusnak, ha µ < 1.

8. tétel Legyen GW∞ egy szuperkritikus Galton-Watson fa, melyre a következő
feltételek teljesülnek q0 = 0, q1 6= 1 és

E(Z1| log(Z1)|+) <∞, (16)

ahol |x|+ := max{x, 0} jelöli a kifejezés pozitív részét. Ekkor τ (GW∞) →
(log(µ))/2 majdnem biztosan.
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A következő megállapítás szükséges a 8. tétel bizonyításához.

9. lemma Legyen ξk tetszőleges konvergens valós sorozat, azat limk→∞ ξk = A

valamely A ∈ R. Ha β ∈ (0, 1) akkor legyen Sn :=
∑n

k=0 β
n−kξk. ekkor

lim
n→∞

Sn =
∞∑
k=0

βk · A =
A

1− β
∈ R.

Megjegyzés. Könnyen látszik, hogy gr (GW∞)
a.s.−−→ µ amiből következik, hogy a

Galton-Watson-fák transzfinit dimenziójának majdnem biztos határértéke és nö-
vekedési rátája csak egy kettes faktorban térnek el egymástól a 8. tétel feltételi
mellett.

Megjegyzés. Bizonyos regularitási feltételek mellett a Galton-Watson-fák transz-
finit fraktáldimenziója jól definiált (szemben a szférikusan szimmetrikus fákkal),
ahol a transzfinit Cesaro fraktáldimenzió bevezetésére is szükség volt. Ez a jelenség
onnan származik, hogy a Galton-Watson-fák véletlen növekedési üteme simább,
mint a szférikusan szimmetrikus fák determinisztikus növekedési üteme.

2. A színelkerülő csúcs- és élperkoláció néhány bo-

nyolultságelméleti problémája

Disszertációm második fejezete a hálózatok robusztusságának és hibatűrő képes-
ségének matematikai elemzésének egy újszerű aspektusát járja körül. Nevezete-
sen azt az esetet vizsgáljuk, amikor a támadással szembeni ellenállása az egyes
csúcsoknak és éleknek nem független egymástól, hanem bizonyos csúcs-, illetve
élosztályokon belül a sérülékenységek megegyeznek. Ezeket a közös sérülékeny-
ségeket úgy is elképzelhetjük, hogy minden osztályhoz egy színt rendelünk, ami
jelképezhet egy közös kiszolgáltatottságot, pl. közös függést valamilyen nyers-
anyagtól, egy közös ellenőrző hatalmat, közös fenntartót vagy közös alkatrészt,
aminek meghibásodása az osztály minden elemére végzetes hatással van. Ez az
elgondolás vezet el a színelkerülő perkolációhoz, melynek modelljét Krause és
szerzőtársai dolgozták ki [7, 11, 10].

Egy fontos kapcsolódó kérdés, hogy hogyan lehet megtalálni az egymással rob-
osztus módon összekötött csúcsokat, azaz azokat a csúcsokat, amik mindenféle
meghibásodás esetén (azaz bármilyen szín törlése esetén is) elérhetőek egymás-
ból. Ezt nevezzük színelkerülő perkolációnak. Több különböző megközelítésben is
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vizsgáljuk a közös sérülékenység modelljeit, és elemezzük a robusztusan összefüg-
gő komponensek megtalálásának számítási komplexitását. A bemutatásra kerülő
megközelítések látszólagos hasonlósága ellenére a kapcsolódó perkolációs prob-
lémák - látszólag paradox módon - nagyon eltérő komplexitással rendelkeznek.
Megmutatjuk, hogy a színelkerülő él-összefüggő komponensek polinom időben
megtalálhatóak. Ugyanakkor a színelkerülő csúcs-összegfüggő komponensek meg-
találásának komplexitása nagyban függ a pontos definíciótól, a fogalom egy erős
változatát használva a probléma NP-nehéz, míg egy gyengébb definícióval dolgoz-
va polinom idejű algoritmus adható a komponensek megtalálására. Ez a fejezetet
PhD hallgatótársammal, Varga Kittivel közös cikkünkre épül [18].

Két fő megközelítés van a közös sérülékenységek modellezésére a hálózatokban
attól függően, hogy mi a támadás célja: meg lehet semmisíteni (vagy meghibá-
sodhatnak) az éleket és a csúcsokat is. Az előbbit úgy modellezzük, hogy az éleket
színezzük a közös sérülékenység alapján, ami a színelkerülő él-perkolációhoz vezet,
míg az utóbbi modellezéséhez a csúcsokat színezzük hasonlóan, és így jutunk el
a színelkerülő csúcs-perkolációhoz. A színelkerülő él- és csúcs-összekötöttséget fi-
gyelhetjük meg egy Erdős-Rényi-véletlengráfon a 4. ábrán. A pontos definíciókat
pedig az alábbiakban vezetjük be.

9. definíció Legyen G egy gráf, C = {c1, . . . , ck} egy színhalmaz és c : E(G)→
C egy függvény, mely színeket rendel az élekhez.

Bármely i ∈ {1, . . . , k} esetén az u, v ∈ V (G) csúcsokat ci-elkerülő él-
összefüggőnek nevezzük, ha a ci színű élek törlése után az u és v a maradék
gráfban egy összefüggő komponensben vannak, azaz létezik az u és v csúcsok kö-
zött egy olyan út, ami nem tartalmaz ci színű élt – az ilyen utakat ci-elkerülő
utaknak nevezzük.

Azt mondjuk, hogy az u, v ∈ V (G) csúcsok színelkerülő él-összefüggőek,
ha bármely i ∈ {1, . . . , k} szín esetén ci-elkerülő él-összefüggőek.

10. definíció ([11]) Legyen G egy gráf, C = {c1, . . . , ck} egy színhalmaz és c :

E(G)→ C egy függvény, mely színeket rendel a csúcsokhoz.
Bármely i ∈ {1, . . . , k} esetén az u, v ∈ V (G) csúcsokaterősen ci-elkerülő

csúcs-összefüggőnek (vagy erősen ci-elkerülő összefüggőnek) nevezzük, ha
a ci színű csúcsok törlése (nem számítva a két végpontot) után az u és v a maradék
gráfban egy összefüggő komponensben vannak, azaz létezik az u és v csúcsok között
egy olyan út, ami nem tartalmaz ci színű csúcsokat belső csúcsként – az ilyen
utakat ci-elkerülő utaknak nevezzük.
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4. ábra. A színelkerülő él- és csúcs-összekötöttség illusztrálása egy G(20, 0.15)
Erdős-Rényi-véletlengráfon. Az első sorban élszínezett és csúcszínezett gráfokat
látunk, ahol a három szín valószínűsége egyforma. A második és harmadik sorban
láthatjuk a gráfokat a zöld, kék és piros élek/csúcsok kitörlése után.
Tekintsük az 5-ös és 14-es csúcsokat, ezek színelkerülő módon él-összefüggőek,
hiszen az 5-11-14 út elkerüli mind a zöld, mind a kék színt, míg az 5-2-6-8-14 út
elkerüli a piros színt. Ugyanakkor a 15-ös csúcs nem érhető el színelkerülő módon
egyik másik csúcsból sem, hiszen zöld élek nélkül izolált csúccsá válik.
Most nézzük a színelkerülő csúcs-összekötöttséget. A 6-os és 10-es csúcsok erősen
(így tehát gyengén is) színelkerülő csúcs-összefüggőek, hiszen a 6-11-5-10 út egy
kék-elkerülő út, a 6-13-5-10 út piros-elkerülő út, míg a 6-2-7-10 zöld-elkerülő út
a belső csúcsokat tekintve - ez az utolsó feltétel csak az erő sszínelkerülő csúcs-
összefüggőség definíciójához szükséges. A 3-as és 10-es csúcsok gyengén színel-
kerülő csúcs-összefüggőek, hiszen a 3-5-10 út mind piros-, mind kék-elkerülő út,
ugyanakkor nem erősen színelkerülő csúcs-összefüggőek, hiszen a 3-as csúcsból
nem vezet ki olyan út, ami elkerüli a zöld csúcsokat belső pontként. A 7-es és
11-es csúcsok nem gyengén/erősen színelkerülő csúcs-összefüggőek, hiszen nem
létezik közöttük zöld-elkerülő út.
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Azt mondjuk, hogy az u, v ∈ V (G) csúcsok erősen színelkerülő csúcs-
összefüggőek (vagy erősen színelkerülő összefüggőek), ha bármely i ∈ {1, . . . , k}
szín esetén erősen ci-elkerülő csúcs-összefüggőek.

11. definíció Legyen G egy gráf, C = {c1, . . . , ck} egy színhalmaz és c : E(G)→
C egy függvény, mely színeket rendel a csúcsokhoz..

Bármely i ∈ {1, . . . , k} esetén az u, v ∈ V (G) csúcsokat gyengén ci-elkerülő
csúcs-összefüggőnek (vagy gyengén ci-elkerülő összefüggőnek) nevezzük,
ha a ci színű csúcsok törlése után vagy u és v valamelyik törlésre kerül vagy a
maradék gráfban egy összefüggő komponensben maradnak, azaz ha sem u, sem v

nem ci színű, akkor akkor létezik közöttük egy olyan út, ami nem tartalmaz ci
színű csúcsokat – az ilyen utakat ci-elkerülő utaknak nevezzük.

Azt mondjuk, hogy az u, v ∈ V (G) csúcsok gyengén színelkerülő csúcs-
összefüggőek (vagy gyengén színelkerülő összefüggőek), ha bármely i ∈
{1, . . . , k} szín esetén gyengén ci-elkerülő csúcs-összefüggőek.

Megjegyzés. A gyengén színelkerülő összefüggőség fogalma valójában gyengébb
fogalom, mint a 10. definícióban megadott erős színelkerülő összefüggőség. Könnyen
belátható, hogy ha két csúcs erősen színelkerülő összefüggő, akkor gyengén színel-
kerülő összefüggő is.

Most bemutatjuk azokat az eldöntési problémákat, amiket bonyolultságelméle-
ti szempontból vizsgálni fogunk. Habár a problémák látszólag nagyon hasonlóak,
de bonyolultságukat tekintve nagymértékben eltérőek.

SzínElkerülőÉlÖsszefüggőKomponens
Bemenet: egy G gráf, egy C = {c1, . . . , ck} színhalmaz, egy c : E(G) → C

függvény és l pozitív egész.
Kérdés: igaz-e, hogy G-ben létezik legalább l méretű színelkerülő él-összefüggő
komponens?

ErősenSzínElkerülőÖsszefüggőKomponens
Bemenet: egy G gráf, egy C = {c1, . . . , ck} színhalmaz, egy c : E(G) → C

függvény és l pozitív egész.
Kérdés: igaz-e, hogy G-ben létezik legalább l méretű erősen színelkerülő össze-
függő komponens?

GyengénSzínElkerülőÖsszefüggőKomponens
Bemenet: egy G gráf, egy C = {c1, . . . , ck} színhalmaz, egy c : E(G) → C

függvény és l pozitív egész.
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Kérdés: igaz-e, hogy G-ben létezik legalább l méretű gyengén színelkerülő össze-
függő komponens?

GyengénSzínElkerülőÖsszefüggőKomponens-SzínListák
Bemenet: egy G gráf, egy C = {c1, . . . , ck} színhalmaz, egy c : E(G) → 2C

függvény és l pozitív egész.
Kérdés: igaz-e, hogy G-ben létezik legalább l méretű gyengén színelkerülő össze-
függő komponens?

Az alábbi tételeket bizonyítjuk:

10. tétel A SzínElkerülőÉlÖsszefüggőKomponens probléma P-beli. Pon-
tosabban a G-beli színelkerülő él-összefüggő komponensek polinom időben megta-
lálhatóak.

11. tétel Az ErősenSzínElkerülőÖsszefüggőKomponens probléma NP-
teljes.

12. tétel A GyengénSzínElkerülőÖsszefüggőKomponens probléma P-
beli. Pontosabban a G-beli gyengén színelkerülő összefüggő komponensek polinom
időben megtalálhatóak.

A fenti tétel bizonyítása két fő részből áll. Először megmutatjuk, hogy a
gyengén színelkerülő összefüggő komponensek megtalálása bármely gráfban ekvi-
valens lokálisan húrgráfokban a klikkek megtalálásával. Ez a megállapítás azzal
a ténnyel összevetve azzal, hogy a lokális húrgráfokban a klikkek megtalálására
van polinomiális algoritmus elegendő a tétel bizonyításához.

13. tétel A GyengénSzínElkerülőÖsszefüggőKomponens-SzínListák prob-
léma NP-teljes.

A. A hálózattudomány elmúlt 20 éve: bibliográfiai

és társszerzői hálózatokon alapiló elemzés

A függelékben alkalmazottabb, empirikusabb témakörök felé vesszük az irányt, és
megmutatjuk, hogy a hálózatok strukturális tulajdonságainak jobb megértésének
számos alkalmazási területe van. Az A függelékben a hálózattudomány elmúlt
20 évét vesszük górcső alá a hálózattudósok társszerzői hálózata alapján. Két
évtizeddel ezelőtt három nagy hatású cikk a kutatások homlokterébe emelte a
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hálózatokat, és egy új interdiszciplináris tudományterületet hozott létre, amit ma
hálózattudomány néven ismerünk. Nevezetesen ez a három magas idézettségű,
nagy jelentőségű cikk Watts & Strogatz kisvilág-modellje, Barabási & Albert ská-
la független hálózatokról írt cikke és Girvan & Newman cikke a hálózatokban lévő
közösségek feltérképezéséről. Az elmúlt 20 évben, köszönhetően a terület multi-
diszciplinaritásának, egy sokszínű, de egymáshoz sok szálon kötődő tudományos
közösség jött létre. Ebben a fejezetben megvizsgáljuk, hogyan jött létre, és hogyan
fejlődött, változott ez a közösség az idő múlásával. Felrajzoljuk a hálózattudó-
sok növekvő társszerzői hálózatát, ahol a hálózattudóst olyan szerzőként definiál-
juk, akinek megjelent legalább egy tudományos közleménye, melyben hivatkozik
a fenti három kiemelkedő cikk valamelyikére. A társszerzői hálózat vizsgálatát
megelőzően bibliográfiai áttekintést adunk 31673 hálózattudományi cikkről (ná-
lunk ezek most azokat a cikkeket jelentik, melyekben található hivatkozás a fenti
három alapcikk egyikére). Egy 56646 hálózattudósból álló társszerzői hálóza-
tot konstruálunk, melynek megvizsgáljuk mind strukturális tulajdonságait, mind
időbeli fejlődését. Az elmúlt 20 év tásszerzői mintázataira hálózattudományi esz-
közökkel és adatvizualizációs technikákkal mutatunk rá. Azonosítjuk a hálózat
legközpontibb szerzőit, a legnagyobb közösségeket, vizsgáljuk az időbeli változá-
sokat, és a hálózat strukturális mutatóit egyéb tudománymetriai mérőszámokkal
vetjük össze. Ez a fejezet [16] cikken alapul, mely [17] kibővítése, mindkét cikket
hallgatómmal, Nagy Marcellel közösen írtuk. Munkánk legfontosabb eredményei
az alábbiakban foglalhatók össze:

• 31763 hálózattudományi cikket gyűjtöttünk össze, melyeket több szempont-
ból elemzünk megmutatva, hogy hogyan fejlődött a hálózattudomány az
elmúlt 20 évben.

• Felépítjük 56646 hálózattudós társszerzői hálózatát, amit hálózattudományi
elemzésnek vetünk alá, mind a strukturális tulajdonságait, mind időbeli
fejlődését elemezve

• Az alábbi fő kutatási kérdéseket válaszoljuk meg:

– Mik a hálózattudomány legfontosabb tudományos fórumai, és ezek ho-
gyan változtak az elmúlt 20 évben?

– Hogyan változnak a publikálási szokások időben és tudományterüle-
tenként?
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– Mik a hálózattudomány legfontosabb kérdései, és ezek hogyan változ-
tak az elmúlt 20 évben? Milyen összefüggőség fedezhető fel az egyes
tématerületek között a kulcsszavak elemzése alapján?

– Hogyan változott a hálózattudományi közösség az évek alatt?

– Mik a nemzetközi és interdiszciplináris együttműködés legtipikusabb
társszerzői mintázatai?

– Kik a legközpontibb szerzők, és hogyan néznek ki a legnagyobb közös-
ségek? Hogyan függenek össze a hálózati mutatók a tudománymetriai
mérőszámokkal?

Ahogy korábban említettük, egy cikket hálózattudományi cikknek tekintünk,
ha legalább egy cikkre hivatkozik a fent említett három hálózattudományi alap-
cikk közül (természetesen a szóban forgó három cikket szintén hálózattudományi
cikknek tekintjük). Hasonlóan, egy szerzőt hálózattudósnak hívunk, ha van leg-
alább egy hálózattudományi cikke. Természetesen a fenti definíciók meglehetősen
esetlegesek és kicsit mesterkéltnek tűnhetnek, ugyanakkor úgy gondoljuk, hogy
a hálózattudomány elmúlt 20 évének felderítéséhez jó alapul szolgálnak ezek a
definíciók. A hálózattudósok társszerzői hálózata olyan hálózat melynek csúcsai
a hálózattudósoknak felelnek meg, és két szerzőt összekötünk, ha van legalább
egy közös cikkük.

Az alábbiakban felvillantunk néhány eredményt anélkül, hogy részleteiben
kielemeznénk azokat:
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5. ábra. A hálózattudomány top 10 kutatási területe és folyóirata.
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6. ábra. Hálózattudományi cikkek
kumulatív száma országonként lo-
garitmikus skálán (az ábrán csak
a top 10 ország adatai láthatóak).
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8. ábra. Hálózattudósok centralitási mértékei és tudománymetriai mérőszámok
közötti összefüggések.
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9. ábra. Kulcsszavak együttes előfordulásának hálózata. A csúcs mérete jelzi
a kulcsszavak gyakoriságát, az él vastagsága jelzi az együttes előfordulás gyako-
riságát. Csak a 100-nál többször előforduló kulcsszavak és 10 vagy annál több
együttes előforduláshoz tartozó élek látszódnak az ábrán.

10. ábra. Nemzetközi együttműködések há-
lózata. A csúcs mérete jelzi, hogy hány há-
lózattudományi cikke jelent meg az adott
országbeli szerzőknek összesen, az él vastag-
sága azt jelzi, hogy hány olyan hálózattu-
dományi cikket írtak, melyben részt vettek
kutatók a két végponthoz tartozó országból.
Csak azok az országokat mutatjuk melyek-
ből legalább 100 hálózattudományi cikket
írtak az elmúlt 20 évben.

11. ábra. Multidiszciplináris
együttműködések hálózata. Csak
azok a tudományterületeket mu-
tatjuk, ahova legalább 500 háló-
zattudós tartozik elsődlegesen.
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B. Hálózatok az oktatásban – Előtanulmányi hálók jel-

lemzése hallgatói áramok segítségével

A B függelék betekintést kíván nyújtani a Budapesti Műszaki és Gazdaságtu-
dományi Egyetemen zajló, általam kezdeményezett oktatási adattudományi pro-
jektekbe, melyek célja, hogy értékes információkat nyerjünk ki az egyetem által
tárolt tanulmányi adatkincsből. Pontosabban ebben a fejezetben egy olyan kuta-
tásról számolok be, melyben a hálózattudomány eszköztárát tudtuk alkalmazni
az oktatási döntéshozatalban. Bevezetünk egy olyan adat alapú valószínűségi
hallgatói áramokat szimuláló modellt, mely segít a mintatantervek és a tantervi
hálók jellemzésében, illetve a várható végzési idők eloszlásának meghatározásában
a tantervi háló topológiája és a tárgyteljesítési valószínűségek alapján. Mutatunk
eljárást arra is, hogy hogyan lehet azonosítani azokat a tárgyakat, melyek a leg-
nagyobb hatással vannak a végzési időre. Ez a fejezet nagyban arra a cikkre
alapszik, melyet hallgatóimmal, Horváth Noémivel, Bergmann Júliával és Szek-
rényes Dórával, illetve a KTH igazgatójával, Szabó Mihállyal közösen írtam [15].

Az egyetemi tantervek komplexitásának és az előtanulmányi háló struktúrá-
jának hálózatelméleti eszközökkel való vizsgálata az elmúlt években sok figyelmet
kapott [6, 20, 24]. A tanulmányi rendet egy irányított G = (V,E) gráffal repre-
zentáljuk. A gráfot megadhatjuk az M adjacenciamátrixával, ahol Mij = 1, ha
az i-edik tárgy előkövetelménye a j-dik tárgynak, és Mij = 0 különben. Könnyen
látható, hogy G egy irányított körmentes gráf (DAG), hiszen, ha lenne benne
kör, akkor az azt jelentené, hogy van olyan i kurzus, ami csak j kurzus teljesítése
után vehető fel, ugyanakkor j pedig csak i teljesítése után, ami egy egyetemi
tantervben nyilván nem lehetséges.

Egy egyetemi szakot jellemezhetünk a szakra járó hallgatók végzési idejével
(azaz, hogy a hallgatóknak hány szemeszter szükséges a szak teljesítéséhez), ami
felfogható egyX diszkrét valószínűségi változóként is. Mind a végzési időX, mind
a várható végzési idő E(X) természetesen függ az előtanulmányi háló struktúrá-
jától és az egyes tárgyak teljesítési valószínűségétől. Tegyük fel, hogy a várható
végzési időt felírhatjuk a következő formában: E(X) = f(p1, ...pn), ahol pi jelöli
az i-edik tárgy teljesítési valószínűségét és az f függvényt pedig az előtanulmányi
háló struktúrája határozza meg.

Természetes módon adódik a kérdés, hogy mennyiben változna meg a (vár-
ható) végzési idő, ha egy bizonyos tárgyon változna a teljesítési valószínűség (a
többi változatlansága mellett). Matematikai értelemben ez a következő parciális
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Semester 1 Semester 2 Semester 3

Analysis 1 Analysis 2

ProbabilityAlgebra 1

Algebra 2

Combinatorics

Statistics

12. ábra. Tanulmányi háló kis példája

deriválttal fejezhető ki, amit áteresztő hatásnak nevezünk el:

Di =
∂f(p1, p2, ..., pn)

∂pi
. (17)

Tekintsük a 12. ábrán látható tanulmányi hálót. Írjuk fel az Yi valószínűségi
változót, mely azt mutatja meg, hogy a beiratkozás óta hány félév telt el az i-edik
tárgy teljesítéséig, az Xi valószínűségi változó pedig hogy hány próbálkozás után
sikerült teljesíteni az i-edik tárgyat. Teljesen világos, hogy az első féléves tárgyak
esetében ez a két változó megegyezik egymással. A második féléves tárgyak esetén
azonban már kicsit bonyolultabb a helyzet, pl. a Valószínűségszámítás tárgyra
csak akkor lehet beiratkozni, ha mindkét előkövetelményét, a Kombinatorika és
az Analízis 1 tárgyakat már teljesítette a hallgató, így a következőhöz jutunk
Y5 = max{Y1, Y3} + X5 = max{X1, X3} + X5. A harmadik féléves Statisztika
tárgy esetén a helyzet még bonyolultabb: Y7 = max{Y4, Y5} + X7 = max{X1 +

X4,max{X2, X3}+X5}+X7.
Az Xi véletlen változók nyilvánvalóan geometriai eloszlásúak, de ahhoz, hogy

az Yi változókat meghatározzuk már ezen geometriai eloszlású véletlen változók
maximumát kéne meghatároznunk. Ha X1, X2, . . . , Xn független azonos eloszlású
geometriai valószínűségi változók p teljesítési (siker) valószínűséggel és Mn jelöli
ezen valószínűségi változók maximumát, tehát Mn = max{X1, X2, ..., Xn} akkor

E(Mn) =
∞∑
k=0

(
1−

(
1− qk

)n)
, (18)

ahol q = 1− p. Az állítás bizonyítása [4] cikkben található..
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A fenti összeget általánosságban nem lehet könnyen meghatározni, csak köze-
líthetjük az értékét. Amennyiben az Xi változók különböző paraméterű geomet-
riai eloszlások, akkor az analitikus számolás még bonyolultabbá válik:

E(Mn) =
∞∑
k=0

1−
n∏
i=1

(
1− qki

) , (19)

ahol qi = 1− pi.
Továbbmenve későbbi félévekre, ahol már egymásba ágyazott maximumokat

is találunk a feladat analitikus kezelése nagyon nehezen megvalósítható. Ebből
következően a végzési idő eloszlásának analitikus felírása is nagyon nehéz feladat,
azonban Monte Carlo-szimuláció segítségével könnyen közelíthetjük az eloszlást
és annak várható értékét.

Egy tárgy áteresztő hatása is közelíthető diszkrét esemény alapuló szimulációs
keretrendszer segítségével. A kérdés, hogy hogyan változik a (várható) végzési
idő, ha az i-edig tárgy pi teljesítési valószínűségét megváltoztatjuk. A változtatás
lehet additív és multiplikatív, illetve a multiplikatív esetben lehet arányos a pi
teljesítési valószínűséggel vagy az 1− pi valószínűséggel. Formálisan legyen h egy
kis pozitív szám, az előbbi három megközelítési mód az alábbiakban foglalható
össze:

p
(1)
i (h) = min{pi + h, 1} (20)

p
(2)
i (h) = min{pi(1 + h), 1} (21)

p
(3)
i (h) = min{1− (1− pi)(1− h), 1}. (22)

Számszerűsítve az i-edik tárgy teljesítési valószínűségének a változásának a
hatását, az i-edik tárgy áteresztő hatását az alábbiak szerint közelítjük:

d
(j)
i (h) =

f̂(p1, . . . , pi−1, p
(j)
i (h), pi+1, . . . , pn)

f̂(p1, . . . , pi−1, pi, pi1 , . . . , pn)
, (23)

ahol f̂(.) jelöli azt a függvényt, ami a tárgyteljesítési valószínűségek alapján köze-
líti a várható végzési idő, j ∈ {1, 2, 3} jelöli a teljesítési valószínűség változásának
módját, h pedig egy kis pozitív szám.

Különböző kurzusok áteresztő hatásainak összehasonlítására a (22) formulát
tartjuk a legjobban használhatónak, hiszen ez megmutatja, hogy hogyan változik
a végzés várható ideje, ha egy kurzuson az eddig megbukó hallgatók egy rögzített
h arányát mégis átengedjük. Az összes tárgy esetén megvizsgáljuk észszerű h
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13. ábra. A villamosmérnöki alapszak (beágyazott és irányító rendszerek speciali-
záció) előtanulmányi hálója. A leghosszabb út, illetve a legkritikusabb tantárgyak
az ábrán kiemelve.

választás mellett, hogy százalékosan hogyan változik ettől a képzés várható végzési
ideje.

A 12. ábrán látható tanulmányi háló példáján az egyes tárgyak teljesítési
valószínűségének változását a (22) képlet és h = 1 választás mellett azt találjuk,
hogy a Statisztika kurzusnak van a legnagyobb hatása: ha a Statisztikából meg-
bukó hallgatók 100%-át átengedjük, akkor 5.57%-kal csökken a várható végzési
idő.

Megvizsgáljuk egy valós képzés, a BME villamosmérnök szakjának beágyazott
és irányító rendszerek specializációjának előtanulmányi hálóját. A képzés azért
megfelelő az elemzés szempontjából, mert nagy számú hallgató jár rá (∼450 be-
jövő hallgató évente), ami tárgyak teljesítési valószínűségét megbízhatóbbá teszi.

A bemutatott keretrendszert használva olyan kérdésekre kaphatunk választ,
mint hogy az előtanulmányi háló struktúrája a tárgyteljesítési valószínűségekkel
együtt hogyan hat a képzés várható végzési idejére, illetve hogy mely tárgyak a
legkritikusabbak az időben történő végzésre vonatkozóan. Ezek rendkívül fontos
kérdések, hiszen az elhúzódó egyetemi képzések, illetve a lemorzsolódás komoly
problémát jelentenek szerte a világban, különösen az MTMI (STEM) programok
esetében. A bemutatott keretrendszert használva a tanszékek nemcsak a leg-
kritikusabb tárgyakat tudják azonosítani, de különböző szcenáriókat is képesek
futtatni, amely segítségével a tantervi háló struktúrájában vagy a teljesítési való-
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színűségekben bekövetkező változás hatása is jól szimulálható. Egy további előny,
hogy tervezett tantervreformok és más fontolgatott változások hatása is könnyen
szimulálható a modellünk segítségével.
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