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Készdnetnyilvanitas

Koszonetnyilvanitas

A dolgozat elkésziiléséhez sok sok segitséget kaptam témavezetémtol, ifj.
Boroczky Kéarolytél, aki képes volt tlirelmesen magyarazni olyan dolgokat, melyek
szaméra vilagosak voltak. fgy volt képes kikerekedni ez a dolgozat. Ezen kivil
segitett fotémam szigorlati felkésziilésében is, és elég sok id6t szant arra, hogy jobb
raldtdsom legyen egyes problémdkra.

Koszonom.



Jelolések

Jelolések

d a tér dimenzidja

04 a d dimenziés keresztpolitép

n az elhelyezni kivant gombok-pontok szama

v; a koordinatarendszer i-dik egységvektora, ¢t =1,...,d

Vitd —vi,t=1,...,d

ei 0, illetve O% éle

x5 az i-dik elhelyezni kivant pont, ¢ =1,...,n

d, az n darab pont kozott fellépé minim4alis tavolsdg maximuma
Pn n darab kongruens gomb sirlisége az adott tartomanyban
(-, ") akaldrszorzat

0 origd

R az 0%t fedS k darab kongruens gédmb sugardnak minimuma
S a d dimenzids szférikus gémb

B(r,z) az r sugard z kozéppontu szférikus gomb



Bevezetés

Bevezetés

A térbeli korlatos zart tartoméanyokban valé gémbelhelyezések koziil az elsé ered-
mények J. Schaer nevéhez fliz6dnek [14], [15], [16], [17], [18], aki meghatdrozta
a legstriibb elhelyezéseket, ha a korlatos tartomény kocka, és a gombok szdma
n=2,3,4,5,6,7 (biz nélkiil), 8,9, 10. Ezeknek a bizonyitdsoknak az otlete a kivet-
kez6 lemméan alapszik:

Lemma: (J. Schaer) n pont barmely "legjobb” konfigurdcidja esetén, a C kocka
barmely lapja tartalmaz legaldbb egy pontot az n kozul. Ez az dllitdas nem csak C
kocka, de tetszoleges C parallelotop esetén is érvényes.

Legyen a C' kocka egység élhosszisagu, és x1,...x, optimdlis helyzetben 1év6
pontok, azaz 1<I_nil(1< d(z;,x;) legyen maximdlis. Jelolje n pont esetén ezt a
<i<g<n
maximélis tavolsiagot d,.

Az n = 2 esete trividlis, Az n = 3, n = 4 eset szoros rokonsigot mutat, csak ugy
mint az n =8, n = 9 eset is. Az n =5, n = 6, illetve az n = 10 esetekben a kocka,
otletes feldarabolasa vezet eredményre. Ezek alapjan a kovetkezd értékeket kapjuk

dp-re.

n | 2 3 4 5 6 (7) 8 9 10 13 14
5  3v2 3 3 2 2

d, | V3 V2 V2 % Tf (~1,0009) 1 % y % g

Az 1.4bra mutatja a lehetséges optimalis konfigurdcidkat.



Bevezetés

Tovébbi eredményeket, illetve Gsszefoglalast tartalmaz Bezdek [1] cikke, mely
kicsit mas jellegli, analitikus eszkozoket is hasznalé bizonyitast ad néhidny mar
kordbban bizonyitott esetre. Bezdek [2] ezen kiviil két rdcsszerii elhelyezéssel fog-
lalkozik, n = 13, 14 pont esetére, melyeknek azonban csak lokélisan optimélis tulaj-
donsigat latja be. Mivel ezek az elhelyezések részei a lapcentralt kockardcsnak,
— mely egyenld sugard gombok esetén a sejtett legsiirlibb elhelyezést adja —, ezért
nagyon valészinti, hogy ezen elhelyezések nem csak lokalis optimumot szolgaltatnak.

Ezentul W. Kuperberg — részben publikilatlan — eredményeit ismertetem n darab
maximalis sugart kongruens gémb elhelyezésérdl d-dimenziés kockdban. Amelyik
eredmény mias nevéhez kotddik, azt kilon jelzem. Megoldotta

(a) n=6,7,8,16,17 gomb elhelyezését ha d = 4;

(b) m = 16 gomb elhelyezését ha d = 5;

(c) ha létezik n-ed renddi Hadamard matrix és n — 1|d; (S. Ryshkov [13] és W.
Kuperberg (nem publikilt))

(d) ha létezik 2n-ed rendli Hadamard matrix, és 2n — 2|d;

(e) ha létezik d-ed rendi Hadamard maétrix, akkor n = d + 2,...,2d esetén a



Bevezetés

gombok sugara 4llandé n mind a d — 1 lehetséges értékére, de n = d estetén az
elhelyezett gombok sugara nagyobb, n = 2d+ 1 esetén kisebb. Més szavakkal,
ha a d dimenziés kockaba d + 2 kongruens gombot tehetiink, akkor 2d darab
is elhelyezhet$ ugyanazzal a sugdrral. (Az (a) pontban felsorolt n = 6,7,8,
d = 4 ebbe az esetbe tartozik.)

A kocka fedéseinek kérdése egy kicsit nehezebb feladatnak latszik. A d-dimenziés
kocka n darab minimaélis sugart gombbel torténé fedésére vontkozdéan ismertek az
alabbi, ugyancsak jérészt W. Kuperbergtdl szarmazé publikalatlan eredmények.

(a) n = 2; tetszOleges d esetén (A d = 3 esetet W. Kuperberg, minden d-re
Dolbilin és Sharygin (nem publikélt) oldotta meg.);
(b) n=3,4,8 esetén ha d = 3;
(c) n=4,d=4.
Szintén az [1] cikkben taldlhaté meg a tetraéderre vonatkozé ismert optimélis

elhelyezések Osszefoglalasa is. Egység oldalhosszisagtu tetraéder esetén az ehhez
tartozé maximalis d,, értékeket tartalmazé tablazat a kovetkezo.

n | 2 3 4 5 8 9 10
1

6 1 1
dnllli— —
4 2 2 2

A 2.4bra mutatja a lehetséges optimélis konfiguracidkat.

EEES
N VNNV
Ho B

2. dbra




Bevezetés

Ebben a dolgozatban elsésorban n darab kongruens gémb d-dimenzids (d > 3)
keresztpolitépban valé elhelyezésével foglalkozunk, illetve a keresztpolitép n darab
kongruens gombbel torténé fedésével. Az elhelyezéseket az 1-3 fejezet, a fedéseket a
4. fejezet targyalja. Beldtjuk példaul, hogy ha 4 darab r sugaru gomb elhelyezheté a
d-dimenziés keresztpolitépban, akkor 2d darab r sugard gomb is elhelyezhetd benne
(l4sd 2. fejezet, 2. Tétel). Az 5. fejezet az S? szférikus tér kongruens gombokkel
torténd fedésével, a 6. fejezet pedig S fedéseinek siirtiségével foglalkozik.



1. fejezet Az oktaéder

1. fejezet

Az oktaéder

Az oktaéder esetének tirgyaldsa eldszor Golser [9] cikkében taldlhaté meg. Kés6bb
megjelenik Bezdek [1] cikkében is. Télik fiiggetlenill Fabidn Ildik6 és én egyiitt
bizonyitottuk az optimélis gomb- illetve pontelhelyezéseket n = 3,6 esetben. En-
nek atdolgozott és témavezetémmel az n = 4,5,7 esettel kiegészitett valtozatit
ebben a fejezetben osszefoglalom, mert az alkalmazott bizonyitasok némely esetben
kiilénbbznek az [1]-ben taldlhaté néhol analitikus gondolatmenettél.

Legyen O a v/2 oldalt szabélyos oktaéder, és jelolje d,, az elhelyezett pontpérok
minimélis tdvolsdgidnak maximumét, p,, pedig a gombelhelyezések oktaéderen beliili
stirtiségét. Az eredmények a kévetkezdk.

n dn, Tn Pn P R
2 2 V3-1 w?’\/g;‘r’ 0, 3081
2 2
3v3-1 90v/3 — 82
3 | 2v/3-2 \/;43 37%7) 0,3170

4 V2 V3 —+/2 47(9v3 — 11/2) 0,4035

5 V2 V3-v2 | 5m(9V/3 —11v2) 0,5044

6 V2 V3 —+/2 6m(9v3 — 111/2) 0,6053

7 1 2 -3 77 (26 — 15v/3) 0,4231




1. fejezet Az oktaéder

GGY
ST

3. dbra

s _”

Kés6bb ezen eredmények altalanositdsara is sor keriil, azaz meghatarozzuk az op-
timalis gombelhelyezést a d-dimenziés kereszpolitépban is, ha n < 2d + 1.

A feladat n = 1 vagy n = 2 esetén nem jelent nehézséget. A tovabbi esetek
targyaldsdhoz praktikus az oktaédert egy koordindtarendszerben rogziteni, és a
feladatot a vele ekvivalens pontelhelyezésre atfogalmazni. Legyenek az oktaéder
csucspontjai a koordindtatengelyek —1 és 1 pontjai. A feladattal ekvivalens, hogyan
helyezziink el n pontot a zart oktaéderben, hogy a pontparok kozott keletkezo
tavolsdgok minimuma maximadlis legyen. Ezek utin egy egyszerli aranyossig
adja meg a kivant maximadlis gombsugarakat. Ha az optimélis pontrendszerben
a minimélis tivolsig fele x, akkor a /2 oldali oktaéderbe ifrhaté gombok su-

X

gara r = g, No= 2 esetén x = 1, tehat r, = ﬁ, a slriség pedig
— ~3V3-5
p2 = T5— ~ 0, 3081.

1. Tétel: n = 3 pont esetén az optimdlis pontrendszer olyan szabdlyos hdromszoget
hatdroz meg, melynek eqyik csiucsa az oktaéder eqyik csiucsa, mdsik két csucsa pedig
az okatédernek azon a két élén van, melyek nem illeszkednek az elsé csiucsra, de
azzal és az origdval eqy sikba esnek. ds = 2v/3—-2, 13 = 3v3-1 p3 = 3ww ~

13 133
0,3170.
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1. fejezet Az oktaéder

4. dbra

Bizonyitas: Jeloljik az optimélis hdromszoget T-vel, és tegyik fel, hogy d3 >
2v/3 — 2. A hérom pont meghatéroz egy sikot, és feltehetjiilk hogy a pontok az
oktaéder hataran vannak. Ellenkez6 esetben egyszerli nagyitassal novelhetd lenne
a tavolsag.

Allftjuk, hogy T-nek nincs csticsa lapbelsé pontban. Ha van, akkor legyen ez a C
pont, amely az oktaéder F' lapjanak belsejében fekszik. Legyen S az a sik, amely
merdleges T' sikjara és illeszkedik T-nek C-beli belsé szogfelezdjére. | := SN F.
Ekkor C az | egyenesen legalabb az egyik irdnyban eltolhatd, hogy T két oldala
novekedjen. T-nek tehat mindhirom csicsa az oktaéder élein helyezkedik el.

Trivialis, hogy egy haromszoglap két élén nem helyezkedhet el T' egy-egy pontja.
Legyenek T' csicsai x1,x2,x3, O csucsai pedig +v;, +vg, Fv3. Tegyiik fel, hogy
T-nek nincs csucsa az oktaéder egyik csicsdban sem. Ekkor hirom eset lehetséges.

a) Egy négyzetet alkoté négy él kozil hdrmon van egy-egy pont.

b) Két derékszogben csatlakozé élen van egy-egy pont, a harmadik pedig az ezen
két él altal meghatarozott sikra merdlegesen elhelyezked6 négyzetmetszet egyik
lehetséges oldalan van.

¢) Hérom péaronként kitérd élen vannak a pontok. (Lésd 5. dbra.)

11



1. fejezet Az oktaéder

5. dbra

Az a) esetben feltehetjiik, hogy az 4branak megfeleléen z; € (v1, —v2), T2 €
(—v1,v2), 3 € (—v1, —v2) és d(x1,v1) < d(z2,v2). Ekkor z1-et vy felé 2e-nal, zo-t
vg felé e-nal (2¢ < d(z1,v1)) eltolva olyan T” héromszoghoz jutunk, melynek oldalai
nagyobbak T' oldaldalaindl, ami ellentmondas.

A Db) esteben feltehetjik, hogy az dbrdnak megfeleléen z, € (vi,v3), 2 €
(—v1,v2), 3 € (—v1,—v2), ekkor azonban d(zi,z3) < d(vi,z3) és d(z1,22) <
d(v1,x2), azaz T nem lehet optimélis.

A c¢) esetben feltehetjiik, hogy az dbranak megfelelden z, € (v1,—v2), z2 €
(v1,—v3), 3 € (—v1,v3). A szimmetria miatt az is feltehet§, hogy z; €
(v1, 301 — 302). Legyen P = 3vy — 1u3 és Q = —%v1 + 3vs. Ekkor z5 € (vs, P)
és x3 € (—v1, @), azonban ezen szakaszok tetszleges pontjainak tévolsiga kisebb
mint 2v/3 — 2.

Ebbdl kovetkezik hogy T-nek van csicsa O valamely csicsidban, mégpedig pon-
tosan egy. Ekkor a masik két ponttal egyiitt egy olyan sikot hataroznak meg, mely
egy maximalis négyzetben metszi az oktaédert, amiben a szabalyos hiromszog adja
az optimalis elhelyezést. W

2. Tétel: n =4,5,6 pont esetén a pontok az oktaéder csicsaiban helyezkednek el,
illetve n = 4 esetén lehetséges, hogy hdrom pont az oktaéder egy lapjanak hdrom
csucsdban, a negyedik pedig a szemkoztes lap kozéppontjaban helyezkedik el. r4 =
rs = 16 = V3 — V2, ps = 4m(9V/3 — 11V/2) = 0,4035, ps = 57(9V3 — 11V2) ~
0,5044, ps = 6m(9v/3 — 111/2) = 0, 6053.

12



1. fejezet Az oktaéder

6. dbra

7. dbra

Bizonyitas: Vizsgdljuk meg el6szor az n = 4 esetet. A négy pont az oktaéder
felszinén helyezkedik el, hiszen 4 pont nyilvin konvex alakzatot hatiroz meg, és
egyszerl nagyitassal a pontok az oktaéder hatarira viheték. Osszuk fel az oktaéder
hatarat 4 egybevagd P részre a kovetkezé médon: legyen e az oktaéder egy éle, és
V(e) azon pontok halmaza az oktaéder hatérdn, melyek minden més é1t6l tdvolabb
vannak mint e-t6l. Egy P tartomdny 4lljon az egy laphoz tartozé 3 él alkotta V(e)-
kbél, és a tartomanyok hatiraib6l. Konnyen kiszamolhatd, hogy p,q € P esetén
d(p, q) < V2. Ebbél kdvetkezik, hogy ha IT egy optimélis pontrendszer és barmely
p,q € II esetén d(p, q) > +/2, akkor II legfeljebb 4 pontot tartalmazhat. Vizsgaljuk
tovdbb a pontok elhelyezkedését. Ha az e és f élek egy lapon vannak, akkor V (e)

13



1. fejezet Az oktaéder

és V(f) nem tartalmazhat egyszerre pontot. Konnyen ellendrizhetd, hogy négy él
csak kétféleképpen helyezkedhet el, ha azt akarjuk hogy ne legyen koztiik kettd egy
lapon.

8. dbra

1. Ha van két parhuzamos él, akkor egy négyzetet hatiroznak meg.
2. Ha nincsen, akkor két-két kitérd élpart alkotnak.

Nézziik az els6 esetet. Vegyiink két egymashoz csatlakozé e és f élt, a megfeleld
V(e) és V(f) tartomdnyokkal. Legyen az e él két végpontja A és B, az f él két
végpontja B és C. Legyen p € V(e) a Il pontrendszer egy pontja. Legyen p' €
V(f) a p pontnak O koriili e, f-re merdleges tengely koriili 90°-os elforgatottja,
és vegyik az p'-n dtmend, f-re merdleges siknak és V(f)-nek a ¢ metszésvonalst.
Ha ¢ € V(f) B-hez kozelebb van mint ¢ metszésvonal, akkor d(p,q) < v2. Az
elforgatast haromszor megismételve korbe ériink, ami ellentmonddasra vezet. A V
tartoméanyok esetén csak az oktaéder csicsaira nézve nem miikodik a fenti eljarés,
azok pedig éppen /2 tavolsigot hatdroznak meg.

A masik esetben legyenek a csicsok rendre A, B,C illetve D, E, F a két-két
kitér6 élparon. Ha az A, B, C-hez tartozé V-k 3 pontot tartalmaznak, akkor ha
barmely tavolsdg > /2, akkor azok csak az A, B, C pontokban helyezkedhetnek el,
melyhez a negyedik pontot D, E, F kozil szabadon megvalaszthatjuk. 3 pont az
A, B, C-hez tartozé V-k belsejében nyilvan nem helyezkedhet el. Ha az A, B, C-
hez tartozé V-k és a D, E, F-hez tartozé V-k két-két pontot tartalmaznak amelyek
egyike sem cstcspont, akkor nem lehet mindkett6 kozelebb B-hez, mint A-hoz vagy
C-hez. Vegyiik a B-t6l tavolabbi pontot, legyen ez p. Hasonléan vegyiik a D, E, F-
hez tartozé V-ken a ¢ pontot, de ekkor d(p,q) < V2. Azaz legaldbb az egyik
pont valamely csticsban helyezkedik el. Ekkor lehetséges, hogy a tobbi pont is egy-
egy csucsban van, avagy még két pont egy ugyanarra a lapra illeszkedd csticsban

14



1. fejezet Az oktaéder

helyezkedik el, és a negyedik pont a szemkoztes lap kozéppontja.
Ezek alapjén a minim4lis tdvolsdg n = 5 és n = 6 esetén is v/2, amibdl a

strliségekre a tételben adott értékek adédnak. py = ﬁ ~ 0,4035, ps =
5 ~ — 6w ~
m ~ O, 5044, Pe — 11vV2+v3 ~ 0,6053 |

3. Tétel: n = 7 pont esetén az optimilis elrendezés az oktaéder 6 cstucsa és O
kozéppontja, r7 = 0, 1895.

9. dbra

Bizonyitas: Osszuk fel az oktédert 6 részre a csicsoknak megfelelé Dirichlet-
Voronoi celldk szerint. A v; csucshoz tartozzon a C; zart cella. Ha p,q € C; , akkor
d(p, q¢) < 1. Rendeljiink silyokat az oktaéder egyes pontjaihoz, majd szdmoljuk meg
kétféleképpen egy optimélis pontrendszer sulyat. Egy p pont silya az i-dik cellara
vonatkoztatva legyen w;(p) := m ha p € C;, és wi(p) := 0 ha p & C;. Igy

6
ha p az oktaéder egy pontja, akkor Y w;(p) = 1. Az oldalfelez8pontok silya 1/2,

=1
a lapk6zéppontok silya 1/3 és az O kozéppont stlya 1/6 lesz. Ha p,q € II esetén
d(p,q) > 1, akkor > w;(p) < % Vi-re.

pell
6 6 6 »
|H|=Zzwi(p)=zzwi Zg
pel i=1 i=1 pell i=1
Egyenl6ség csak akkor allhat fenn, ha a suly minden egyes cellara % azaz az O
kozéppontban és a cstcsokban vannak a II pontjai. Tehat r; =1, py = 15\/75_'_ 5

0,4231. ®

Megjegyzés: Eloszor ugy tlinhet, hogy nyolc pont optimalis elrendezése egy kockat
hatiroz meg. Ennél azonban kicsit jobb, ha a 6 csicsba, és két parhuzamos harom-



1. fejezet Az oktaéder

szoglap kozéppontjait 0sszekotd szakaszra teszliink még két pontot. Sajnos azon-
ban ennél még jobb, ha egy kicsit szabalytalanul, az alabbi elrendezést valasztjuk,
mintegy Osszefésiilve a 3 és 4 pontra kapott eredményeket. A pontok koordinatai.
A1(0;0;1), A2(0;0;1 — @), A3(05051 — @), Ag(—0;0;1 — ), A5(0;—0;1 — ),
Ag(—0,566;0; —0,434), A7(0,18;—-0,42; —0,4), As(0,18;0,42;—0,4), ahol a =
0,594. Ekkor min(d(4;, A;)) > 0,84, ami nagyobb egy kicsit, mint a korabbi
7szabélyos” elrendezések. Ezt az elrendezést is lehetne javitani néhanyadik tizedes-
jegyében, de egyeldre nyitott kérdés, hogy mi az optimaélis konfiguracié. A rendszer
viszonylagos szabélytalansaga arra enged kovetkeztetni, hogy nem érdemes ”szim-
metrikus” elrendezést varni.

Sejtés: n = 19 pont esetén az optimdlis pontrendszer az oktaéder csicsaibdl,
oldalfelezd pontjaibél és kozéppontjabél 4ll. Altalénosabban, n = FEFDEEFL)
(k+1)? esetén az optimalis pontrendszer része egy lapcentralt kockaracsnak, melynek
pontjai az oktaéder egy élére (k + 1) pontban illeszkednek. Erre a sejtésre a lok4lis
stabilitassal foglalkozé fejezetben visszatérek.

16



2. fejezet A d-dimenziés keresztpolitép

2. fejezet

A d-dimenzids keresztpolitop

Legyen w1,...,vq a d-dimenziés tér egy ortonormdlt bazisa, és jeldlije O? a
d-dimenziés szabdlyos keresztpolitépot, melynek csicsai +vs, ..., +vg, és igy O¢
éleinek hossza /2.

Ebben a fejezetben meghatirozzuk n darab d-dimenzids gomb maximalis sugarat,
r(n, d)-t az O% tartoményon beliil, ha n < 2d + 1.

Ezen feladat természetesen ekvivalens O%beli n pont kozdtti minimélis

tavolsdgok maximuménak meghatdrozdsival. Jeldljik ezt a tavolsdgot p(n, d)-vel,

ekkor
¢(n,d) .
o(n, d)vVd + 2

A tovabbiakban csak az O%beli pontelhelyezésekkel foglalkozunk, mert a

r(n,d) =

tételek és bizonyitasok egyszeriibben és érthetébben megfogalmazhaték, mint a
gombelhelyezések kapcsan.

A sikbeli esetben igen egyszerti megmutatni, hogy ©(3,2) = 2(v/3 — 1), ahol
az optimélis konfiguracié egyik pontja O? csticsa, és a hirom pont egy szabdlyos
hiromszoget hatdroz meg. Négy pont esetén O? csicsai alkotnak optimélis kon-
figuracioét, azaz ¢(4,2) = /2. Végezetiil pedig O? csticsai és kdzéppontja optimalis
elrendezés 6t pont esetére, azaz p(5,2) = 1.

Els6 hallasra talan meglep6 lehet, de ezek az eredmények adédnak a d-dimenzids
(d > 3) esetben is, azaz

2(v3-1) han=3
p(n,d) =< /2 had<n<2d
1 ha n=2d+ 1.

1. Tétel: Legyen d > 3, és legyen a hdrom pont kozotti minimdlis tdvolsdg
mazimdlis O%-ben. Ekkor a hdrom pont eqyike O% egyik csicsa, mondjuk v;, és
a hdrom pont olyan szabdlyos hdromszoget hatdroz meg, mely a Lv;, £v;, vj # v;
pontok dltal adott négyzetben van.

Ha az O%ben elhelyezett pontok n szédma 4 és 2d kozdtt van, akkor O? csticsai
adjak a legjobb elhelyezést.

17



2. fejezet A d-dimenziés keresztpolitép

2. Tétel: Legyen d > 3, és legyen az n pont kozotti minimdlis tdvolsdg maximadlis
O%-ben, ahol 4 < n < 2d. Ekkor vagy minden pont O% csicsa, vagy n = 4 esetében
harom pont eqy kétdimenzios lap hdrom csicsa, a negyedik pedig a szemkoztes lap
kozéppontja.

Ebbdl a tételbdl egy érdekes Allitas kovetkezik, nevezetesen:

Ha o d-dimenzids szabdlyos keresztpolitop négy kongruens gombot tartalmaz, akkor
dsszesen akdr 2d velik kongruens gomb is belepakolhato O%-be.

Végezetil pontosan egy optimadlis konfiguracié 1étezik, ha n = 2d + 1:

3. Tétel: Legyen d > 3, és legyen az n pont kozotti minimdlis tdvolsdg maximadlis
O%-ben, ahol n = 2d + 1. Ekkor az egyik pont O% kézéppontja, a tobbi pedig O°
csucsa.

A d = 3 esetet mar kordabban targyaltuk. Az itt kovetkez6 bizonyitdsok ebben
az esetben is mikodnek. A bizonyitasainkban felhasznélt 6tletek némelyike meg-
taldlhat6 Bezdek [1] és Golser [9] cikkében is.

A jelolések egyszeriisitése érdekében legyen

Vi4+d = — Vs, 1= 1,...,d,
a skaldrszorzat legyen (-, -), és az orig6t jeldlje o.
2. Harom pont esete

1. Tétel bizonyitasa: Legyen z,z2, 3 € O% optimélis helyzetben, azaz a p4-
ronkénti tavolsdgok minimumanak maximuma legyen legaldbb 2(1/3 —1). Ekkor az
T1, T2, T3 pontok koziil legfeljebb egy lehet O? csticsa, hiszen két szomszédos cstics
til kozel keriilne egyméshoz, két szemkoztes cstics koré hizott +/2 sugard gomb
pedig lefedi az egész keresztpolitépot.

Indirekt bizonyitast alkalmazunk. Tegyiik fel, hogy az x1,z2,z3 pontok &ltal
meghatarozott haromszog nem szabilyos, és lassuk hogyan vezet ezen feltétel el-
lentmondésra. Tegyiik fel hogy d(x1,x2) > d(x1,23) és z1 nem csiicsa O%-nek.
Ekkor z; elmozgathaté valamely = € O% helyzetbe tigy, hogy mindkét tivolsag,
azaz d(z,x2) és d(x!, z3) nagyobb legyen mint d(x1,x3). Biztos, hogy z2 vagy x3
nem csucs, és ez a pont elmozdithaté olyan helyzetbe, hogy a keletkezett harom
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2. fejezet A d-dimenziés keresztpolitép

pont paronkénti tavolsdgainak minimuma nagyobb mint ¢(3,d). Ellentmondésra
jutottunk, azaz a kiindulési x1, x2, 3 hiromszog szabélyos volt.

Kovetkezd 1épésként tegyiik fel, hogy z; az O¢ egy k-dimenziés (K > 2)
lapjanak relativ belsejében fekszik. Belatjuk hogy ezen feltevés is ellentmondésra
vezet. Legyen H az xsx3 szakaszfelez6 merdleges hipersikja, és legyen G az a
(d — 2)-dimenziés sik, amely mer8leges az 1, zs, x3 pontok altal meghatdrozott
kétdimenziés sikra és illeszkedik az x1 pontra. Ekkor H tartalmazza G-t, és jelolje
GT azt a fél-hipersikjat H-nak, amely nem metszi az z2x3 szakaszt és G hatdrolja.

De ekkor affF' N Gt tartalmaz egy x:-bdl kiindulé h félegyenest, és zi-et ezen
félegyenes mentén elmozgatva olyan optimélis hiromszoghdz jutunk, amely nem
szabalyos. Ez ellentmondds, tehat tehat minden x; pont valamilyen e;, 1 = 1,2,3
élen kell legyen.

Mivel az e; és e; élek konvex burkdnak az 4tmérdje nagyobb mint V2, ezért
e N —ej # 0. (*)

Tekintsiik el6szor azt az esetet, amikor az e, ez, ez élek paronként diszjunktak.
Feltehetjuk, hogy e, es és ez a kovetkezd szakaszok v1v442, V2U443 €S U3Vgt1, €S
x1v1 < T1V442. Jelolje mi és ma a vivg42 és a vavg43 szakaszok felezdpontjat,
valamint legyen mg = % - U3 + % - U44+1. Mivel a v1m; szakasz tartalmazza zi-et és

a v1myv3ms tetraéderben

d(’Ul,m3) = @ <2 (\/g— 1),

7w

ezért x3 a vgy1mg szakaszra esik. Az el6z6 gondolatmenethez teljesen hasonléan
kapjuk, hogy a wvamso szakasz tartalmazza za-t, mivel a vimivgysmeo tetraéder
atmérdje v/2. Azt is tudjuk, hogy a vamavgri1ms tetraéder atmérdje szintén /2,
ezért d(zo,r3) < 2-(v/3 —1). Ez ellentmond4s, tehat két élnek van kdzds pontja.
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2. fejezet A d-dimenziés keresztpolitép

10. dbra

Legyen példdul vy az e; és ey él kozos pontja. Feltehetjik (x) miatt, hogy e; és
ez masik végpontja rendre vy és vg42, és es egyik végpontja —v;. Ha a +vi, +vs
pontok 4ltal meghatarozott S négyzet xz-at nem tartalmazza, akkor feltehetjik,
hogy e3 maésik végpontja vz. Ekkor az x;x3v3 haromszognek a leghosszabb oldala
zixz hai=1,2, és ezért /x;x3v441 tompaszog. Ebbol kovetkezik, hogy d(x;, z3) <
d(x;,v441), azaz az r1x2044+1 hdromszog optimélis, de nem szabélyos. Az utolsé
lehetdség, ha x3 az S négyzetben helyezkedik el. Ha S-nek van olyan e éle amely
az T, Ta, r3 pontok egyikét sem tartalmazza, akkor az r;x.x3 hdromszog eltolhaté
e-re merdlegesen gy, hogy valamely x; pont az S belsejébe keriiljon. Ez lehetetlen,
tehat valamelyik z; pont az S csicsa, mint azt az 1. Tételben allitottuk. M

3. 4<n <2d esete

2. Tétel bizonyitasa: A masodik tétel bizonyitidsadhoz elegend6 az n = 4 esetet
vizsgélni. Legyen x1, z2, T3, x4 € O% optimalis elrendezésti 4 pont, azaz d(z;, z;) >
v/2 minden i # j esetén.

Legyen G; a v; csucs és a v;vj, j # 4 + d élfelezd pontok konvex burka, valamint
legyen
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2. fejezet A d-dimenziés keresztpolitép

Ekkor Py lezértja egy politép, melynek cstcsai O¢ élfelezé pontjai, de ezek az
élfelez6 pontok nem tartoznak Py-hoz. Mivel O% élfelezd pontjai kozotti maximalis
tavolsdg /2, ezért legfeljebb egy x; pont lehet Py-ban.

Mindegyik G; gula dtmérdje 1, s ezért a G; guldk is legfeljebb egy-egy pontot
tartalmazhatnak. Tegytk fel, hogy 1 € G1 és z3 € Go.

Jelolje Gt a G; homotetikus képét, ha 0 < t < % és i =1,...,2d, ahol v; a
homotécia centruma, ardnya pedig 2 - t. Ekkor G csicsai

Vi és (1—t)"l}i+t"llj ha 'Uj;ﬁ:I:'Ui.

Két esetet kiilonboztetiink meg.
a) Ha G; j #d+1,d+ 2 tartalmazza az x3 vagy x4 pontot.

Tegyik fel, hogy z3 € G3. Legyen 1 — ¢ az (z;,v;) minimuma, ha i = 1,2, 3,

és 0 < t < 1. Feltehetjiik, hogy (z1,v1) = 1 — ¢ és (z1,v2) > (%1,v3). Legyen

F a Gt v;-gyel szemkozti hiperlapjan azon pontok halmaza, melyeknek a mdsodik
koordinatdja nem kisebb, mint a harmadik koordinatija. Ekkor F' tartalmazza

x1-et, és F' egy olyan politép, melynek csicsai

(1—t)-v1 £t v hai=4,...,d
(1—t)"l}1+t"02

(1—t) ’Ul—t"U3

(1—t) 111:|:%‘(’l]2+’03)

11. dbra
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2. fejezet A d-dimenziés keresztpolitép

Miésrészrél GY tartalmazza xa-t. Ha 0 < ¢ < % akkor rovid szamolas utan kapjuk,
hogy F és G% béarmely cstcsainak tévolsdga kisebb mint /2. Ezek szerint ¢ = 0,
azaz x; = v; ha i = 1,2,3. EbbSl mér konnyen kovetkezik, hogy x4 vagy O%nek
egy masik cslcsa, vagy a vg4+1V4+2V4+3 kétdimenzids lap kozéppontja.

b) Ha G; j# d+1,d+ 2 nem tartalmazza az x3 és x4 pontokat.

Ebben az esetben feltehetjik, hogy z3 € G441.

Abban az esetben, ha z4 € Py, ellentmondésra juthatunk. Feltehetd, hogy
(x4,v1) > (T4,v441), azaz T4 az O% vgyi-re nem illeszkedd éleinek felezdpontja
altal meghatarozott konvex tartomanyba esik. Mivel ezen élfelezé pontok és G,
tetsz6leges csticsdnak tavolsiga legfeljebb /2, valamint x4 nem esik egyik élfelezd
pontba sem, ezért d(x1,z4) < v/2. Ez ellentmond4s, tehdt z4 € Ggyo.

A bizonyitds mésodik része hasonlé az a) pontban leirtakhoz. Legyen 1 —1¢ a
(T1,v1), (T2,2), (@3, V441) €S (T4,Vg42) minimuma, ahol 0 < ¢ < 1. Feltehetjik,
hogy (x1,v1) =1 —t és (x1,v2) > (%1, V442).

Legyen F’ a G% v;-gyel szemkozti hiperlapjan azon pontok halmaza, melyeknek
a mésodik koordinat4ja nem negativ. Igy F’ egy olyan (d — 1)-dimenziés politép,
melynek csicsai

(1—t)-v1+t-va és (1—1t)-v1E¢-v; ha i =3,...,d.

Miésrészrél GY tartalmazza z2-t. Ha 0 < £ < %, akkor némi szamoléds utan kapjuk,
hogy F' és G% béarmely csicsainak tévolsiga kisebb mint /2, azaz t = 0. Ekkor
T1 = V1, Ty = V2, T3 = Vg41 €8 Ty = Vg42. M

4. Az n=2d+1 pont esete

Legyen a w; csics Dirichlet-Voronoi cellja D;, azaz
D;:={z€0%: (z,v;) > (x,v;) minden j#i}.

Ekkor D; cstcsai O% azon lapjainak kozéppontjai, melyek v;-t tartalmazzik,
beleértve ebbe magit 0%t is, mint d-dimenziés lapot. Megjegyezziik, hogyha F

egy (m — 1)-dimenziés lap, melynek csdcsai v;,,...,v; , ahol 2 < m < d, akkor a
'Ui1+---+'Uim
oo m

lap kozéppontja

Lemma: Legyen z,y € D;. Ekkor d(z,y) <1, és d(z,y) =1 akkor és csak akkor,
ha {z,y} = {o,v;} vagy {z,y} = {%, YUY ahol vj # fu;.
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2. fejezet A d-dimenziés keresztpolitép

Lemma bizonyfitasa: Az o, v;, v"‘;’j és a “5 pontok D; csticsal, tehat felte-

hetjiik, hogy x és y szintén D; csucsai. Azt is feltehetjiik, hogy 7 = 1.

Ha z vagy y az origo vagy vi, akkor a lemma teljesil, legyen ezért x és y egy
(m — 1)-dimenziés F lap, illetve egy (k — 1)-dimenziés G lap kdzéppontja, ahol
2 < m,k < d. Tegyiik fel, hogy k < m.

Jelolje p az F és G kozos csucsai halmazanak szdmossiagat, ¢ pedig F' azon
csucspontjainak szamat, melyeknek szemkoztes parja csucsa G-nek. Ekkor

2 2
d(z,y)®=p- (%—%) +4q- (%-ﬁ-%) + = qu Py b qu P

Mivel p > 1, ezért minden k és m mellett d(x,y)? akkor lesz maximalis, ha p = 1
és q =k — 1; azaz

1 4 1 4 1

Ezek szerint d(z,y)? maximdlis, ha m = k = 2, és F egy (v;,v;) él, G pedig a
('Ui, —'Uj) él. m

3. Tétel bizonyitdsa: Definidljuk minden z € O¢ ¢ = 1,...,2d, pontnak a
w; (z) silydt, mint

1
w;i(z) = {8#9{] : x € Dy}

ha z € D;
ha x Q Di
. ne 2d . d Ve
Megjegyezziik, hogy > .=, w;(x) = 1 minden 2 € O pontra fennall.
O¢ csicsai és kozéppontja 2d + 1 darab pont, melyek paronkénti tavolsiga le-
galabb 1.

Legyen adott n darab tetszéleges pontja O%nek tigy, hogy paronkénti tavolsiguk
legaldbb 1. Jelolje ezeket a pontokat xi,...,z,. A lemmabdl kovetkezik, hogy

minden ¢ = 1,...,2d esetén
n
sz(x) <1+ i,
; =77 2d
J=1
és egyenl8ség akkor és csak akkor dllhat fenn, ha a D;-be esé {z1,...,z,} pontok
az origo és v;. Ez alapjan
2d n
n= ZZU}Z(:E]) <2d+1,
i=1 j=1
és egyenldség akkor és csak akkor 4ll fenn, ha az x1,...,x, pontok O% csicsai és a

kozéppontja. W
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3. fejezet  Lokadlis stabilitds

3. fejezet
Lokalis stabilitas

Ha d = 3,4, akkor a Dg = {(21,...,24) € Z% : 1+ ... + 4 = 0 mod 2}
racs a sejtett legslriibb elhelyezést adja egyenlé sugari gombokre. Mivel a
Dy téics struktirija nagyon jol illeszkedik O%hez, j6 esély van arra, hogy Dy
osszehtizottjanak O%be esé része legyen a kdzéppontok optimélis halmaza.

Tekintsiik azon gomboket, melyek belsejiikben nem tartalmaznak D4-beli pontot,
és Dg-nek a gdmb hatdran 1évé pontjai kifeszitik E%-t. Az ilyen gombokbe esé
pontok konvex burkai alkotjék az igynevezett Delaunay cellarendszert. (ldsd: [11]).

Ds-nak két fajta Delaunay celldja van. /2 él{i szabdlyos tetraéderek és /2 éli
szabélyos tetraéderek. Dy-nek minden Delaunay cellija /2 élii szabdlyos kereszt-
politép.

Definicié: Egy pontelhelyezést rdcsszerinek hivunk O%-ben, ha a pontok halmaza

(ﬁDd‘i‘Ul)nOd, k22, kEZ

Az itt fellépd minimdlis tdvolsdg V2 ¢ ha est a véges pontrendszert

k-1’
V2

E—1 _ 1
2 Vd+2  Vd+V2(k-1)
gombelhelyezés kozéppontjait kapjuk.

-szeresre kicsinyitjuk, akkor éppen a megfelelé rdcsszeri

Megjegyzés: Ha f(k,d) az (k—ilDd + vl) racs O% keresztpolitépba esé pontjainak
szdmét jeloli, mely a (v;, v;), ¢ # j + d élre k pontban illeszkedik, akkor f(k,d)-re
a kovetkezd rekurziv osszefiiggés irhaté fel.

k-1

fk,d)=f(k,d—1)+2) f(i,d—1) &  f(k,1)=k

=1

A kovetkezd téblazat f(k,d) néhdny értékét tartalmazza.

fled) | 1 2 3 4 5 ... k
d=1 1 2 3 4 5 .. %
d=2 1 4 9 16 25 ... 2
3
d=3 1 6 19 44 85 ... M
4 2
d=4 1 8 33 96 225 ... %
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3. fejezet  Lokadlis stabilitds

A kovetkezdkben belatjuk, hogy a 3-, illetve a 4-dimenzids keresztpolitépban
racsszertien elhelyezett pontrendszer lokalisan stabil. Ehhez Bezdek [2] eredményeit
is felhasznaljuk.

Definicié: Azr sugari gombok eqy P elhelyezése O%-ben lokdlisan stabil, ha e > 0,
gy hogy ha bdarmely gombot legfeljebb e-nal elmozgatva a kapott gombok is elhe-
lyezést alkotnak O%-ben, akkor P minden eleme a helyén maradt.

Emlékeztetliink arra, hogy egy poliédert akkor hivunk szimplicidlisnak, ha minden
lapja szimplex.

Definicié: Legyenek a P szimplicidlis poliéder csicsai Vi,...,V,. Azt mondjuk,
hogy ez a P poliéder szigorian lokdlisan térfogatnovelé, ha 3 € > 0, hogy minden
olyan V{, ..., V! csiucsokkal rendelkezé Q szimplicidlis poliéder esetén, melyre

d(V;, Vi) < e ha 1<i<mn

d(Vi, V) < d(V], V) minden 1<i#j<n
akkor V(P) < V(Q). Egyenldség akkor és csak akkor dll fenn, ha P = Q.

Allitds: Ha P C E° egy szimplex és minden csics szemkozti lapra esd vetulete a
lap belsejében van, akkor P szigorian lokdlisan térfogatnoveld.

Allitds: A P szabdlyos keresztpolitop E*-ben szigorian lokdlisan térfogatnéveld.
Bizonyitas: [2] cikk 2.4.2. és 2.4.3. példéja alapjén. W

Tétel: A 3-dimenzids oktaéderben rdcsszeriien elhelyezett pontrendszer lokdlisan
stabil.

Bizonyitas: A koribbi jeloléseknek megfeleléen legyen O a 3-dimenzids oktaéder,

2
M pontbdl 4llé rcsszerli pontrendszer {z;}. A rdcspontok tévolsiga

és az
legyen r. Ekkor az k—ilDd Delaunay cellai O-t felbontjdk az xz; pontok &ltal
meghatarozott T; tetraéderek és O; oktaéderek unidjara. Mozgassunk minden z;
pontot z}-be gy, hogy

d(z;,@}) < € és d(zj, %) > 7.

Mivel T; és O; nyilvdnvaléan szimplicidlis poliéder, ezért ha

T; = konv{z;,,..., i}, O; = konv{z;, ,...,z}
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3. fejezet  Lokdlis stabilitds 26

akkor

T; = konv{z; ,...,z;,} Oézkonv{x}l,...,x}e}

és T;,0; C O, valamint az eredetileg egymdst kozos lapban metszé T; és O;
poliéderek T}, O’ elmozgatottjai szintén kozos lapban metszik egymaést. A korébbi
llitdsok alapjan mind Tj, mind Oj; szigortan lokalisan térfogatnoveld, azaz

VN 2V(T) & V(0)2 V(0.
Ebbdl azonban kovetkezik, hogy most
T! =2 T; és O;- & 0;.

Ezek alapjdn az eredeti O oktaéder egyik csicsara illeszkedd O; cella fixen marad,
s mivel a szomszédos T; és O; celldk egy-egy oldallapja kozos, ezért az eredeti O
oktaéder teljes cellafelbontdsa fixen marad, azaz z; = x; minden i-re, ahogy azt
allitottuk. W

12. dbra

Tétel: A 4-dimenzios keresztpolitopban rdcsszerien elhelyezett ponirendszer
lokdlisan stabil.

Bizonyitas: Jelolje O* a 4-dimenziés keresztpolitépot, és {z;} az w pontbdl
all6 racsszerti pontrendszert ahol a racspontok tavolsiga r. Az el6z6 bizonyitashoz
teljesen hasonléan O* felbomlik a récspontok &ltal meghatirozott O; kereszt-
politépok unidjara, melyekrél mér lattuk, hogy lokdlisan térfogatnoveld tulaj-

donsiggal rendelkeznek. W
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4. fejezet

A d-dimenzids keresztpolitop fedése

Ebben a fejezetben az oktaéder illetve a keresztpolitép fedésével foglalkozunk.
Meghatarozzuk azon kongruens gombok minimadlis sugarit, melyek lefedik az
oktaédert. Jeloléseink a kordbban bevezetettek, azaz O jeldli az oktaédert, O¢
pedig a d-dimenzids keresztpolitéopot, melynek csticsai +wq,...+ v4. Ezen kivil
jeloljiikk R3-vel a d-dimenziés keresztpolitép fedéséhez sziikséges n darab kongruens
gomb sugaranak minimumat.

1. Két gomb esete

Tétel:
R3 = —4—°11, a két gomb kizéppontja pedig példdul +(1/4,1/4,1/4).

1 .
RY = 4/1-— 7 d > 4 estén, a két gomb kézéppontja pedig O% két szemkiztes
hiperlapjanak silypontja.

13. dbra

Bizonyitas: El6szor a 3-dimenzids esettel foglalkozunk. Tegyiik fel, hogy két
Ry < V/11/4 sugari gomb fedi le O3-t. Ekkor egyik gémb sem fedheti O3 4
csucsat, mert akkor volna koztiik két egyméssal szemben 1évs, melyek tavolsaga
2. Tehit mindkét gdmb hirom-hirom szomszédos csicsit fedi O3-nak, mondjuk
+(v1, v, v3)-at. Ez éppen két egymdssal szemkoztes parhuzamos lap, tovdbbé a
gombodknek fedniiik kell O3 azon pontjait is, amelyek a két sik H felezdsikjara es-

7 oz

nek. H épp a +(v1, v2,v3) lapokat Gsszekotd élek felezdpontjai dltal meghatdrozott
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4. fejezet A d-dimenziés keresztpolitép fedése

G szabélyos hatszogben metszi O3-t. A +(vy, v2, v3) lapokat fedd minimélis sugart
gomb kozéppontja az origd kozéppontd, v = % irdnyvektord egyenesre esik,
mely meréleges H-ra is, igy G cstcsai egyenld tavol vannak v pontjaitél. A szimme-
tria miatt elegend6 meghatarozni azon minimalis sugard gombot, mely G hatszog
egyik csicsét és példdul (v, ve, v3)-at tartalmazza, amibél ad6dik a tétel, ha d = 3.

A d-dimenziés eset bizonyitdsa hasonléan miikédik mint a hdrom dimenzids eseté,
de a +(v1,v2,v3) lapok helyébe a +(vy,...,vy) hiperlapok, H helyébe pedig a
hiperlapokkal parhuzamos, tavolsdgukat felezd H' hipersik keriil. A lefedé gdbmbok
kozéppontjira a £(1/4,...,1/4) pont adédik, amely azonban d > 4 esetén nem esik
O? belsejébe, tehat taldlhatunk ennél jobbat is. A rendszer szimmetridja miatt a
minimélis fed§ gémbok kozéppontja éppen +(1/d,...,1/d) lesz, amib6l adédik a
tétel, had > 4. M

2. d darab gomb esete

Tétel:

1. Allitas: A (1/3,-1/3,0); (0,1/3,-1/3); (-1/3,0,1/3) kizépponti, R = 52
sugari 3 gomb lefedi O3-t, tehdt RS < @
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Bizonyitas: Eloszor beldtom, hogy az altalam adott konstrukcié tényleg
fedés. Példdul a (v1,—v2) élt fed§ (1/3,—1/3,0) kozéppontd gdmb tartal-
mazza az (1/3,1/3,+1/3), (-1/3,-1/3,+1/3), (2/3,1/3,0), (—1/3,2/3,0),
(1,0,0), (0,-1,0), (1/3,0,%2/3), (0,—1/3,+2/3) és a (0,0,+1/+/3) csticsok &ltal
meghatarozott poliédert, azonban mar ezek elforgatottjai is fedik O-t. W

2. Allitas: 3 darab @-ndl kisebb sugari gomb nem fedheti O-t.

Bizonyitas: Az 4llitassal ellentétben tegyiik fel, hogy hirom darab /5/3-nil
kisebb sugari gomb lefedi O-t. Egyik gomb sem fedheti le az oktaéder harom
csticsat, hiszen barmely hirom cstcs koré frt kor sugara nagyobb mint v/5/3. Ez
alapjan minden gombnek két-két szomszédos csicsot kell fednie, melyek hirom
darab péaronként kitérs élt alkotnak. Jeloljik a (vi, —v2), (ve,—vs), (vs, —v1)
éleket lefed6 gomboket rendre Bi, By, Bs-mal. Ekkor azonban B; és By sem tar-
talmazhatja a (—1/3,—-2/3,0) és a (0,2/3,1/3) pontokat. Ezeket tehat a (vs, —v1)
éllel egytuitt a B3 gombnek kellene fednie. Ezen tertaéder korilirt gombjének sugara
azonban éppen /5/3. W

Az 1. és a 2. Allitds bizonyitja a kimondott Tételt d = 3 esetben.

A kévetkezd részben ratériink O% (d > 4) fedésére d darab kongruens gémbbel.

p 11 11
3. Allitas: d > 4 darab 4/ 20 sugart gomb lefedi O%-t, azaz Rg < 20
Bizonyitas: A konstrukciét a 3-dimenzids eset mintijara, — ahhoz hasonléan —
készithetjiik el.

Legyen O% ¢; éle
€ == V; — VUi41 1=1... d, ('Ui+d = ’Ui)
1 7 7 1

C; = %'Ui—l -+ %’l}i - %’Uﬂ_l - %'Ui+2, 1=1...d

11
B; := a C}; kozépponti R = \/ 20 sugaru gomb, ¢=1...d.

Ezek utdn O% minden F lapjdhoz megadunk egy C(F) pontot, melyre C(F) €
relint F'.

1. Ha dim F' = 1, akkor

Vi + Vi1, ha F' = (v, vi41)
C(F) = %(_Uz’) + %(_'Ui+1)a ha F = (—v;, —vi41)

F sulypontja egyébként
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2. Ha dim F' = 2, akkor

( 1%111' + Svit1 + Uk, ha F = (v;, vit1, V),
kti—1di+1
Z(—vim1) + 1%111' + i1, ha F = (—vi—1, v, Viy1)
C(F):= 1 &(—v;) + 15(—viq1) + Sviy2, ha F = (—v;, —viy1, via)
5 (—0k) + 15(=0i) + 15 (—vit1), ha F = (=vi—1, —vi, —vi41),
kiit1,it2
\ F' silypontja egyébként

3. Ha dim F' > 3, akkor C(F') := F stlypontja.
Ekkor minden C(F') pontot Ggy adtunk meg, hogy teljestil a kovetkezd lemma:
Lemma: Ha v csicsa F-nek, és v € B;, akkor C(F) € B;.

Bizonyitas: A lemma bizonyitdsa némi szamolast igényel. Legyen példaul : = 2,
azaz tekintsik a (vq, —v3) élt lefed§ By gbémbot, melynek kozéppontja Co =
(55550 — 25> — 35+ 0, .., 0) Ekkor a kdvetkezd F lapok jéhetnek széba.

1. Ha dim F' = 1, akkor

11
C — G2 ===
|C(o2,5) - Call* = 34
2 9 .
||C('l)2,:|:'ui) _02” < % 1# 3
2. Ha dim F' = 2, akkor
2 3 2 3
20 20
11
C(£ /N | b —
|| ( 111,112,113) 2|| 20

11
C (w3, v5, %0k) = Call® < [[C(va, vs,00) = Call = o5, K #1,2,3

11
||C(’l)2, —v3, :|:’Uk;) — 02“2 < %, k#1,2,3,4

11
HC&mﬂ%iwy43W<§@ k+1,2,3,d

11 . .
|C (g, £v;, £ui,) — Col|? < 20 7, k#1,2,3 j#k

O?
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3. Ha dimF > 3, akkor a Cs-t0l legmesszebb 1évé silypont nyilvan
(-3, -1310,...,0) de
1 111 11
-, —=,-,5,0,...,0) = Cy||* = =.
||( 47 474747 3 3 ) 2|| 20
Ezzel a lemmét belattuk. W
A tovébbiakban Fj-vel jelolom O¢ egy j-dimenziés lapjét, j = 0,...,d (Fy =
+v;, Fy = 0%). Legyen K,, a konv{C(Fp),C(Fy),...,C(Fy)} alaki tetraéderek
halmaza, ahol Fy C F; C ... C Fy. Ekkor |JK,, = O%. A lemma alapjan minden
m

K,,, benne van valamely B gémbben, ami bizonyitja a 3. Allitast. m

4. Allitas: Ha az R sugarit Bq,..., By gombok lefedik O% éleit, akkor R > %.

Bizonyitas: Allit4sunkkal ellentétben tegytk fel, hogy R < \/% . Az aldbbiakban
1épések sorozatat adjuk meg, mely ellentmondésra fog vezetni.

(1) Léteznek ey ..., eq pdronként diszjunkt élek, hogy e; C B;, i=1,...,d.

Egy B; gomb O¢ maximum két szomszédos cstcsat fedheti le, hiszen két szem-
ben fekvé csics tavolsdga 2, barmely harom paronként szomszédos csucs koriilirt
korének sugara pedig \/g .

(2) Legyen v; ésv; aze; ésej, i # j élek egy-egy végpontja, és legyen P = %vi-l— %vj.

Ekkor a P,vg, v (kK #1), k,1 # 4, j hdromsziget nem tartalmazza R = 4/ ;—(1) sugarty
kor.
(3) e; = —e; nem lehetséges

Ellenkez6 esetben a 2. pontban megadott P = %vi + %vj pont nem lenne lefedve
egyetlen By gombbel sem.
(4) Az e; és e; éleket nevezzik egymdshoz képest rdkovetkezdknek, ha

e; N —ej # 0.
Egy f €lt nevezzink hidnak, ha léteznek olyan e;, e; rdkovetkezd élek, hogy
fnen(—e)#0 és fne; #0.

Legyen G eqy grdf, melynek pontjai az ey, ..., eq rikovetkezd élek, G élei pedig azon
pontjait kotik dssze, ahol e; és ej rdkévetkezd élek voltak. Ekkor (1)-(4) alapjin
annyit dallithatunk, hogy G diszjunkt korok unidja.
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(5) Ha f egy hid az e; és e; €l kozott, akkor f C (B; U B;).

Az egyszerliség kedvéért tegylik fel hogy e = (v1, —va), ea = (va, —v3), f = (v1, v2)
és P = 2v; + 3v;. Ekkor P ¢ By és P ¢ Bj, ha j > 3, tehdt P € B, amibdl
kovetkezik, hogy (P, vs) C Bs. Hasonlban az eléz8hoz (P,vi) N By = 0, ha k > 3,
azaz (P,v1) C (B1 U Ba), amibdl mar kovetkezik az 4llités.

(6) G-ben nem létezik hdrom hosszi kor.

A hiromdimenziés esethez hasonléan jarhatunk el, csak figyelembe kell venni a (2)
pont alatti megjegyzést is. Tegyiik fel hogy létezik, és legyenek a kor pontjai a
(v1, —v2), (v2, —v3), (v3, —v1) rékdvetkezd élek. Legyen P := 2v; + 3vp és Q =
—2v1 — 2vz. Ekkor P ¢ By, és P & By, k > 3 esetén. Hasonléan, Q ¢ By és
Q & By, k > 3 esetén. Azt kapjuk tehdt, hogy a {P,Q,vs, —v3} pontokat a By
gombnek kell fednie, de ekkor a By gomb sugara legalabb ? > \/% .

(7) Legyen B egy R < 4/ ;—(1) sugari gomb, mely tartalmazza e;-t. Legyenek az e;-bdl
indulo hidélek f;1, fi2, fiz, fia €s jelolje a B gomb dltal lefedett hidélek osszhosszdt
4

®(B), azaz ®(B) = Y_ |BnN fij|. Ekkor ®(B) < 2V/2.
j=1

Tegytik fel, hogy i = 2, és e; = (v1, —v2), ea = (v2, —v3), e3 = (v3, —vy). Ekkor
az es-re illeszked6 hidélek fl = (’111,’02), fz = (—’02,—’03), f3 = (’112,’113), f4 =
(—v3, —v4). Legyen ¢ : R* — R% leképezés, melyre

o(x1,%2, X3, T4, T5, ..., Lq) = (—T4, —X3, —T2, —T1, —T5,...,—Lq)-

Ekkor p(e2) = ea, és a ¢ leképezés az fi, fa, f3, f4 hidelemeket egymés kozott
permutalja, azaz ¢(f1) = fa1, ¢(f2) = f3, ©(f3) = f2, ¢(f1) = f1. Legyen C a B
gomb kézéppontja, ekkor € := 1(p(C) + C) a B’ := 1 (¢(B) + B) szimmetrizalt
gomb kozéppontja. Mivel

BN L(eBNA)+ (BN R) =L (BN ) +(Bn ).

ezért B’ legaldbb akkora szakaszokat fed le a hidélekbdl mint B. Trividlis, hogy
¢(C") = C'. Koordinétékkal felirva C' = («, 8,—03, —,0,...,0). A vz, —v3 pon-
toknak a B gomb hatiran kell lennilik, mert ha a B gomb belsejében helyezkednének

el, akkor C’ eltolhaté lenne a vy — v; — v2 + vz vektorral parhuzamosan gy, hogy
®(B’) néne. Ekkor

11
d(C',v9) = d(C', —v3) = 2a% + (1 - ) + B2 = >
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amit a kovetkez6 formdaban is irhatunk

1 1.\? 1

2
9(--2-8) = —.
o (6 3ﬂ> 40

frjuk fel o és B fiiggvényében a lefedett hidélek Gsszhosszét, azaz D(w, 3) értékét,
majd becsiiljik meg.

b8 =4 ({0 - B2 Y (0, Y )

:2\/§(a—3ﬂ+2)=2\/§<“+9<%_%6>+%>

A négyzetes és a szamtani kozepet Osszehasonlitva ldthatjuk, hogy ®(«, 5) akkor
maximalis, ha o = § — 18, amib8l o = 5, B = L és ekkor ®(a, ) = 2v/2. Ebbél
pedig kovetkezik a (7) pont 4llitdsa.

Az (1)-(7) pontok segitségével ratériink a 4. Allitas bizonyitdséra. (1)-(6)-bél
kovetkezik, hogy G graf olyan diszjunkt korok unidja, melyek mindegyike legaldbb
4 élbol all. A (7) 4llitas szerint a By, ..., By gémbdk a hidélekbdl Gsszesen kevesebb
mint d21/2 hosszlsdgi szakaszokat fednek le, tehat marad lefedetlen szakasz ellent-

monddsban az (5) ponttal. W

A 3. és 4. Allités bizonyitja a kimondott Tételt d > 4 esetben. M
3. 2d darab gomb esete
Tétel: R2? =1/2.

Bizonyitds: Tegyuk fel, hogy a 2d darab gémb sugara legfeljebb 1/2. Ekkor a
keresztpolitép minden csicsit mas mas gomb kell fedje, de valamelyiknek fednie
kell O% kézéppontjat is, tehdt ekkor R2% > 1/2. M4srészrol konnyen lathatd, hogy
a :I:%vi, 1=1,...,d kozépponti R = % sugardi gombok lefedik O%-t. m
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5. fejezet
A d-dimenzios gomb fedése d+3 gombbel

5% fedését vizsgaljuk n darab egyenld sugart szférikus gémbbel, ha d > 3. (A d = 2
esetet 14sd Fejes T6th G. [7].) Nagyon kevés esetben ismert az S9-t fedd egybevagd
szférikus gobmbok minimalis sugara. Az ismert esetek a kovetkezok:

a) Han < d+ 1, akkor a minim4lis szférikus gémbsugar 7 /2 (ez abbdl kivetkezik,
hogy a gémbok kozéppontjai E4t! egy hipersikjdban vannak).

b) Ha n = d + 2, akkor az S%t fedé gombok kozéppontjai egy E4T1-beli szabélyos
szimplex cstcsai, (14sd péld4ul ifj. Bordczky K., Wintsche G. [4]).

c) Ha d = 3 ésn = 8, akkor a gomkozéppontok egy E*-beli szabalyos keresztpolitép
csucsai, (lasd L. Dalla et al. [6]).

Ezek alapjan kimondhatjuk a kovetkezo sejtést.

Sejtés: Legyen d > 2, n az S%-t fedd egybevdgd minimdlis sugari szférikus gombok
szdma és d+2 < n < 2d + 2. FEkkor a gombok kozéppontjainak konvexr burka
E%+1_ben elddll egységgombbe irhatd, pdronként ortogondlis ni‘;iﬁ és Lnf‘gil

dimenzids szabdlyos szimplexek konvex burkaként, ahol a szimplexek szaman—d—1.

Megjegyezziik, hogy a sejtés teljestil d = 2 esetén, (ldsd Fejes Téth G. [7]). Ebben
a fejezetben az n = d + 3 esetet igazoljuk.

Tétel: Ha d + 3 minimdlis sugard kongruens szférikus gomb lefedi S®-t, akkor

w - . - , . L aard s d
kézéppontjaik konvex burka E%t-ben megegyezik az eqységgomb kéré irhato L%lj
és [41]-dimenzids szimplexek konvexr burkdval.

A tétel bizonyitdsa az aldbbi lemman alapszik.

Lemma: A ¢ < T sugari szférikus gombok pontosan akkor fedik le Se-t, ha a

gombok kozéppontjainak konvex burka tartalmazza az origo kozépponti cos ¢ sugari
gombét B4+ _ben.

Bizonyitas: Jelolje B(r,z) az x kdzépponti r sugaru szférikus gémbot. Eldszor
™

tegyiik fel, hogy a ¢ < 7 sugart gombok lefedik S-t, és jeldljiik P-vel a

kozéppontjaik konvex burkdt. Mivel ¢ < 7, ezért P belsejében tartalmazza az

origét. Ha F' egy lapja P-nek, akkor F' affin burka aff F' egy B(¢,y), ¥ < § sugard
szférikus gombben metszi S9-t. Most y beleeseik P valamelyik csticsa koriili ¢
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sugaru szférikus gombbe, tehat 1y < . Ebbol kovetkezik, hogy aff F' origétdl vett
euklideszi tavolsaga legfeljebb cos .

Forditva, legyenek a P politép cstcsai S%n, és tegyiik fel, hogy P tartalmaz
egy origé kozéppontt cos ¢ sugari gémbot. Barmely y € S¢ pont esetén P metszi
B(¢p, y) konvex burkat E4t1-ben, és igy B(y,y) tartalmazza P valamelyik v csicsat.
Ebbdl kovetkezik, hogy y € B(p,v). R

Tétel bizonyitasa: A tétel bizonyitdsahoz tekintsiink egy P C B¢t politépot,
amelybe maxim4lis sugard B gombot irtunk. Megmutajuk, hogy a maximum d + 3
csicsu P optimadlis politdp esetén, a B gomb kozéppontja az origd.

Ha P-nek csak d + 2 csicsa van, akkor P egy szimplex a d + 1 dimenzids térben.
Vilasszunk egy v € P csiicsot és egy u € S pontot tgy, hogy az uv szakasz messe
P belsejét. Legyen P’ a P és u konvex burka. Ekkor P'-nek d + 3 csicsa van, és
P’-nek minden olyan lapja mely érinti B-t, tartalmazza v-t. Ezért B-t fel lehet
nagyitani v-b&l dgy, hogy még a nagyitott kép is része P’-nek, ami ellentmondés.

Ebbél kovetkezik, hogy P-nek d + 3 csiicsa van. A Radon tétel szerint P el6all
mint egy k-dimenziés S és egy m-dimenziés T' szimplex konvex burka, ahol k+m =
d+1,k,m>1é SNT # ). Ebbdl kivetkezik, hogy S és T egy pontban metszik
egymast, és ez a pont nem csicsa P-nek. Jeloljik ezt a pontot g-val.

Kovetkezd 16pésként tegyiik fel, hogy P-nek v csticsa B%t! belsejében van, és
legyen példaul csicsa T-nek. Vélasszunk egy olyan v’ pontot P-n kiviil, hogy a v'v
sugir messe I belsejét, és P-nek barmely olyan F' lapjit, amely nem tartalmazza
belsejében v-t. A v’ az aff F 4ltal meghatdrozott olyan nyilt féltérben fekszik, mely
metszi P-t. Legyen P’ a P és v’ konvex burka, és vegyiik észre, hogy P’-nek szintén
d+ 3 csucsa van. Vialasszuk T-nek egy v-tdl kiilonbozo w cstcsat. Mivel P barmely
lapja tartalmazza v-t vagy w-t, ezért P’ barmely lapja tartalmazza v'-t vagy w-t.
De P’ semelyik B-t érintd lapja sem tartalmazza v'-t, ezért B nagyithaté w-b6l
ugy, hogy a nagyitott gomb még része P’-nek. Ismét ellentmondésra jutottunk,
azaz P minden csicsa S%n helyezkedik el.

Végil tegyuk fel, hogy 1étezik egy vw él mondjuk S-ben, és egy u cstucsa P-
nek, hogy d(u,v) # d(u,w). Legyen H a vw szakaszfelezd merdleges hipersikja, és
jeldlje X' egy tetszOleges X alakzat Steiner-szimmetrizdltjat H-ra nézve. Vegyik
észre, hogy P' C B%t!, és P’ egy d + 3 csticsi politép. Mivel B’ C P’, ezért P’
egy optimalis politép Bt!-ben — ahogy azt kivéantuk —, valamint «' cstcsa P’-nek
B! belsejében van, ami ellentmondés. Ezek alapjan S és T olyan szabélyos k
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illetve m-dimenzids szimplex, melyek affin burka ortogonadlis, és metszetiik a kozos
kortlirhaté gombjik kozéppontja.

Ebbdl kovetkezik hogy P-nek egyetlen beirt gombje van, melynek kozéppontja
az origd, és ez a gomb P minden lapjat érinti. P-nek barmely C' lapja S egy
(k —1)-dimenziés F lapjanak és T egy (m — 1)-dimenziés G lapjidnak konvex burka.
F és G tévolsdga az origétdl ; illetve X, valamint F C (linG)* és G C (lin F)*.
Ezek alapjan C tavolsiga az origdtdl egy olyan derékszogli haromszog maximélis
magassaga, melynek két befogéja ¢ és L. A magassigra kapjuk, hogy ﬁ
Mivel £+ m = d + 1, ezért k% + m? minimalis, ha k és m a lehetd legkozelebb
esik egyméshoz, azaz S illetve T dimenzi6ja k és m egyenls | 2t | illetve [4EL]-vel,
avagy forditva. Ezzel bizonyitast befejezetiik. W
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6. fejezet

A d-dimenzios gomb fedésének siiriisége

C.A. Rogers [12] 1atta be egy nagyon bonyolult bizonyitds segitségével, hogy az
S9-t lefedd ¢ sugar szférikus gombék stirtisége legfeljebb

1
. Inind) . .
(14¢-mmnd).qd <1nd+1nsin<p>’

ahol c egy abszolut konstans.
Ebben a fejezetben egyszeriibb bizonyitast adunk egy javitott silirliségbecslésre.

Tétel: Ha ¢ < 5, akkor létezik Se-nek ¢ sugari gombokkel torténd fedése, mely-
nek strisége legfeljebb

(14c- mind). dInd,

Ind
ahol ¢ eqy abszolit konstans.

Jelolje a ¢ sugard = k6zépponti gdmbodt B(p, x), és legyen a valdsziniliségi mérték
a szokasos térfogatardnyos mérték, azaz

() = el

Az alapotlet a kovetkezd. Véletlenszertien elhelyeziink majdnem ¢ sugaru koroket,
majd a kimaradé részt kitoltjuk ”kicsi” sugara korokkel igy, hogy a két korrendszer
egyuttesen mar fedést hatidrozzon meg, majd megbecsiiljik a korok szaméat és a
fedés stirtiségét.

A bizonyitas sordn sziikségiink lesz 2(ty) becslésére, ezért elbrebocsitjuk a
kovetkezd lemmat.

Lemma: Q(tp) <t4-Q(p), hal<t< TR
Lemma bizonyitasa: Jelolje k4 a d-dimenziés gomb térfogatat, ekkor

1)
B, z)| = drg - / sin® o d,

0

amibdl

0 de 1 de 0
a|B(tg0,w)|=dmd-g0-smd L(tp) < dkg- -t 1sin? 1o < a(td-|B(go,x)|). [
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Tétel bizonyitasa: Legyen n = Elhelyeziink N darab zi,...,xn

1
dind"
korkozéppontot véletlenszertien az S%-n adott egyenletes eloszlas szerint, egymastol
fuggtelenil. Ekkor (1 —Q((1—7) go))N annak a valészinfisége, hogy egy pont nincs
lefedve egyetlen B((1 — n)p,x;), i = 1,..., N gombbel sem. Ezt a valdszintiséget
feliilrél becsiilhetjitk az 1 — t < e~? egyenlétlenség alapjan e~ N((—m¥)_yel.

A kvetkezd 1épésben annyi n¢p sugari gombot helyeziink el S¢ még le nem fedett
részére, amennyit csak lehet. Legyenek ezek a B(ny,y;), j =1,..., M gombok. Az

1y sugaru gombok M szama feliilrél becstulhetd,

(1 -1 -ne)" _ emNaa-me)
Q(ne) Q(ne)

Ekkor barmely z € S? pont koriili B(ny, z) gomb metszi valamelyik B((1—7)p, z;)

M <

vagy B(ne,y;) gdmbot, s ezért az {z;,y;}, ¢=1,...,N, j=1,..., M kizépponti
¢ sugari gdmbok S¢ fedését adjak. A gombdk szdma n = N + M a kordbbi egyen-
16tlenség alapjan becsiilheto,

e~ N((1-n)p)
Q(ne)

Derivéalva kapjuk, hogy az egyenl6tlenség jobboldala kozel van a minimumhoz, ha

_ 1 g A = m)e)
N_Lﬂﬂl—MW)l Qne) J'

Nyilvanval6, hogy Q((1 — 7)¢) < 3, amibdl kdvetkezik, hogy az n darab ¢ sugard

n=N+M<N+

gombbel torténd fedés stlirlisége

Q(p) Q((1 = n)y)
”Q@*<mu—mm'0” Q(np) +“§'

A tovéabbi becsléshez Q((1—n)y) és Q(p) kozotti kapesolatot lehet becsiilni a lemma
alapjan.

1 1—np)?
L kapjuk hogy

Kihasznélva, hogy 7 = 4,

n-Qe) < (1+c- 9lnd). dInd,

1
n

amit bizonyitani akartunk. W
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6. fejezet A d-dimenziés gobmb fedésének siiriisége

Megjegyzés: ifj. Boroczky K. és Wintsche G. [4], beldtja, hogy S%-nek 1étezik
olyan fedése tetszéleges sugart egyforma gombi gombokkel, ahol barmely pont
legfeljebb 400 - dIn d-szer van lefedve.

Ha ¢ kicsi, akkor a ¢ sugaru szférikus gombokkel valé optimdlis fedés siirtisége
kozel van az Euklideszi tér egyenlé sugard gombokkel valé fedésének minimélis
slirliségéhez. Ez utdébbi siirliségre Coxeter-Few-Rogers [5] adott ¢ - d alaki alsé
becslést, ahol ¢ > 0 abszolut konstans. Tehat ha ¢ kicsi, akkor a ¢ sugaru szférikus
gombokkel val6 fedés siirlisége legalabb - d, azaz a Tétel jelentésen nem javithato.
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