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1. fejezet

Bevezetés

Az utébbi id6ben a statisztikus fizika alkalmazasi kore tallép a hagyomanyos vizsga-
lodési teriileteken. Ehhez jelentGsen hozzajarult a kaotikus rendszerek viselkedésének
megértése, a fraktalszerkezet felfedezése, a sztochasztikus folyamatok leirésa, illetve
a renormalasi csoport transzforméacié kidolgozasa. Ezen fogalmak illetve modszerek
mindenhol alkalmazhatok, ahol sok szabadsagi foki, kolecsénhatd rendszerek leirasa
a feladat, mint példaul a biologiaban, a szociologidban, de jol hasznalhatok autopa-
lyamodellek felallitasaban, vagy a granularis anyagok aramlasdnak vizsgalatanal, és
a legijabb eredmények azt igazoljak, hogy a gazdasagi folyamatok elemzésénél is. Az
utobbi alkalmazasi teriilet 6nallo nevet is kapott: gazdasag-fizika (econophysics).

A gazdasag-fizika egyik legfontosabb teriilete az arfluktuaciok vizsgalata. A gya-
korlati alkalmazés szempontjabol (pl. opciok arazésa) is rendkiviil fontos az arvalto-
zasok empirikus adatokon megfigyelt viselkedésének értelmezése és modellezése.
gasi modellel kisérelte meg leirni [Bachelier, 1900|. Az arvaltozasok idGsorat vizsgéalva
azonban azt tapasztalhatjuk, hogy a nagy ugrasok joval gyakoribbak, mint egy Gauss-
eloszléssal jellemzett véletlen bolyongas esetén. Ezen megfontolasbol alkalmasabbnak
latszott az dringadozasokat hatvanyfiiggvény eloszlassal rendelkezé Lévy folyamatok-
kal leirni [Mandelbrot, 1963]. Az tjabban rendelkezésre allo, i.n. nagy felbontasu
adatok elemzése megerGsitette azt a megallapitast, hogy az arfluktuaciok normalisnél
lassabban lecsengd eloszlassal rendelkeznek [Mantegna and Stanley, 1995].

A hatvanyfiiggvény-viselkedést elGszor fizikai rendszerekben a méasodfaju fazisata-
lakulasoknal sikeriilt megérteni. Mint ismeretes, a kritikus pont kozelében a rendszer
—mivel a karakterisztikus méret, a korrelacios hossz divergal —, 6nhasonlé tulajdonsag-
gal rendelkezik, skdlainvarians. A skalazast a gazdasagi folyamatoknal is sikeriilt ki-
mutatni. A kiilonboz6 id6kiilonbségekhez tartozo novekmények (arvaltozas) siirtiség-
fiiggvényei nem trivialis modon egyméasba skialazhatok [Mantegna and Stanley, 1995].
Ennek az oka abban rejlik, hogy az hatvanyfiiggvény lecsengésti eloszlas expo-
nense, o < 2, tehat a megfelel6 Lévy eloszlas stabil. Ugyanakkor nagyfrekven-
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cias adatokon (a tranzakciok gyakorisiga masodpercnyi nagysagrendi) tortént vizs-
galatok azt mutattak, hogy az arfluktuacié eloszlasaban megfigyelhets egy levagas
|Gopikrishnan et al., 1999], — nagy arugrasok esetén az eloszlas lecsengési exponense,
a > 2 lesz —, ami azt eredményezi, hogy a skalazas nem minden hataron tul folytat-
hato, és a nagy id6kiilonbségekhez tartozo arvaltozasoknal normaélis eloszlas varhato.
Fontos kérdés tehéat, hogy milyen karakterisztikus idék 1épnek fel a rendszerben. Az
eloszlasok pontosabb megismerése béviti az t.n. stilizalt tények korét, vagyis azon
megfigyelések csoportjat, amely a tézsdei adatokat jellemzi és amelyeket a ,mikrosz-
kopikus", sokiigynokos modelleknek vissza kell adni.

A portfolio-optimalizalas szempontjabol, de 6nmagaban is fontos kérdés a kiilon-
b6z6 piaci egységek (részvény, egyes tézsdék) kozti kolesonhatasok tanulményozasa.
Koztudott, hogy a kiilonb6z6 részvények arfolyamai egymastol nem fiiggetlenek. Ha-
sonld kapcsolat figyelheté meg kiilonb6z6 t6zsdék indexértékeinek idGfejlédésében is.

A kolesonhatasok vizsgalatanak legalkalmasabb modszere a kiilonb6z6 részvények
(vagy t6zsdék) arvaltozasai kozt mért korrelaciok elemzése. Az egyidejii korrelaciok
— két kiilonb6z6 részvény ugyanabban az idGpontban bekoévetkezett arvaltozasanak
korrelacioja — vizsgélata alapjan a részvények jol elkiiloniilé csoportokba rendezhe-
t6k [Mantegna, 1999|. Azonos csoportba azon részvények tartoznak, amelyek kozt a
korrelaci6 erGssége nagyobb, mint egy meghatarozott kiiszobérték. Ezen kiiszobérték
valtoztatasaval mas-mas csoportok fognak kialakulni. Csokkentve a kiiszobértéket,
az egyes csoportok alcsoportokra esnek szét, majd tovabb csokkentve a kiiszobot ezek
ujabb alcsoportokra bomlanak, ezaltal hierarchikus struktara alakul ki. A portolio-
optimalizalashoz a részvények csoportositasanal kiilonos jelentGséggel birhat a negativ
korrelaciok figyelembe vétele.

A részvények kozti id6fiiggs korrelacid vizsgalata tovabbi informacioval szolgal
a részvények kozti kolcsonhatasok megértéséhez. Amennyiben a részvényarfolyamok
kozti id-eltolas fiiggvényében mért korrelacio aszimmetrikus (tehat a korrelacio ma-
ximuma nem az egyideji arugrasoknal mutatkozik), azt jelenti, hogy az egyik rész-
vénynél hamarabb kovetkezett be az ugras, tehat ez a részvény tgymond ,yonzza” a
mésikat. Ha minden részvényparra megvizsgaljuk ezt az Osszefiiggést, egy iranyitott
halézatot kapunk. Ez nem csak azt mutatja meg, hogy mely részvények tartoznak egy
csoportba, hanem a csoportot dominal6 részvényekrdl is informécioval szolgal, tehat
arr6l, hogy melyik az a részvény, amelyik valtozasa a tobbit befolyésolja.

A disszertacioban az itt emlitett kérdésekkel kapcsolatos eredményeket mutatunk
be. A dolgozat felépitése a kovetkezd:

A 2. fejezet egy irodalmi attekintést nydjt. Ennek a szokasosnal kissé bévebb
terjedelmét az indokolja, hogy a gazdasag-fizika még fiatal tudoméanyag, amelynek
eredményei és vizsgalodési teriiletei még nem ismertek széles korben. Ezért fontosnak
tartottuk, hogy leirjuk az alapvets fogalmakat, illetve a {6 kérdéskoroket.

A dolgozat ezt kovetGen két nagyobb témakort érint. Az els§ (3. fejezet) az
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arfluktuaciok vizsgalataval foglalkozik.

Els6ként a 3.1 fejezetben a t&zsdeindex fluktuaciojanak eloszlasat tanulmanyoz-
zuk. A kiilonboz6 id6kiilonbségekhez tartozo indexfluktudciok empirikus eloszlas-
fiiggvényeire normélis, illetve Lévy eloszlasu fiiggvényeket illesztettiink. Célunk a
kiilonb6z6 karakterisztikus id6k meghatarozasa és leirasa volt.

A 3.2 fejezetben egy mikroszkopikus modellel foglalkozunk, amely a valos részvé-
nyarfolyam idéfejlédését hivatott modellezni. A modell alapja Cont ,csordamodell"-je
[Cont and Bouchaud, 2000|, amin két valtoztatast hajtottunk végre. Egyrészt a cso-
portok kialakitasa a Barabasi féle halozati modell [Albert et al., 1999] altal inspiralt
mo6don tortént. Méasrészt az adott idépillanatban aktiv igynokok szamat az arfolyam
nemlinearis fliggvényének valasztottuk. Azt vizsgaltuk, hogy az igy kialakitott modell
mennyire egyezik eredményeikben a valos arfluktuaciok tulajdonsagaival.

A masik nagyobb témakorben (4 fejezet) a részvények kozott kialakulo koleson-
hatasokat elemezziik a mért korrelaciok segitségével.

A 4.1 fejezet téméaja a részvények csoportokba rendezése az idéfiiggetlen korre-
laciok felhasznalasédval. Ehhez egy magneses modellt, a szuper-paramagneses klasz-
terezést alkalmaztunk. Ezt tgy modositottunk, hogy ne csak ferromagneses, hanem
anti-ferromagneses kolcsonhatasokat is figyelembe tudjunk venni. Ennek segitségé-
vel meghataroztuk mind a Dow Jones mind a S&P500 tézsdeindex részvényei kozt
kialakul6 csoportokat, és eredményeinket Osszehasonlitottuk a méar kordbban, mas
modszerrel meghatarozott eredményekkel [Mantegna, 1999|.

Végiil a 4.2 fejezetben az id6fiiggs keresztkorrelaciok vizsgalataval foglalkoztunk.
Egy nagyfrekvencids — az arvaltozasok id¢kiilonbsége mésodperc nagysagrendii — adat-
halmazon vizsgaltuk az id6fiiggd korrelaciok szimmetria tulajdonsagait. Noha az eb-
b6l adodo effektus kicsi, mégis van jelentGsége: ennek segitségével a részvények kozott
egy iranyitott befolyasolasi halozatot hataroztunk meg.



2. fejezet

Irodalmi Attekintés

2.1. To6zsdeindex empirikus vizsgalata

A t6zsdeindex a tGzsdén szerepls legfontosabb részvények arfolyamaibol képzett si-
lyozott atlag. A 2.1/a) dbran egy példa lathato, amely a Standard and Poor’s 500
index idGbeli valtozasat mutatja. A tézsdeindex az egyik legfontosabb mennyiség,
mellyel a t6zsdét jellemezni lehet, igy nem meglepd, hogy ennek a tanulmanyozasa
a gazdasag-fizika egyik kozponti kérdése. Az index értékének idGbeli valtozasa és az
egyedi részvények arfluktuacioja kozt szoros parhuzam vonhato, igy a tovabbiakban
csak 4ltalanosan az arvaltozasrol beszéliink.

A részvény arat altalaban egy orszag valutanemében adjak meg. Az el6bbi azon-
ban nem idéfiiggetlen, hiszen inflacid, gazdasagi névekedés, vagy a valutanem érté-
kének fluktuacioja is megvaltoztathatja értékét. Emiatt nem mindegy, hogy milyen
modon definidljuk a részvény értékének valtozasat. Jelolje p(t) az ar értékét a t-ik
idopillanatban. Ekkor a At iddkiilonbséghez tartozd arvaltozasra a leggyakrabban
hasznalt mennyiségek:

novekmény:
zai(t) = p(t + At) — p(t) (2.1)
hozam:
_ p(t+ AL —p(t) _ zau(t)
)= T (22)
logaritmikus hozam:
rai(t) = log[p(t + At)] — log [p(t)] (2.3)

diszkontalt novekmény:
zp,ai(t) = [p(t + At) — p(£)] D(2), (2.4)

4
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ahol D(t) a diszkontalasi faktor, ami a banki kamat segitségével veszi figyelembe
a fent emlitett hatasokat.

A gazdasag-fizikai targyalasmodban altalaban a logaritmikus hozam definiciot hasz-
naljak, ennek okat kés6ébb részletezziik. Nagy frekvencias adatok esetén, amikor At
kicsi, fennall, hogy |2a:(t)| < p(t), ezért sa(t) =~ ra(t), azaz a hozam és a logarit-
mikus hozam egyarant hasznélhato.

Mint lathatjuk, az ar valtozédsanak egyik fontos paramétere, hogy mekkora id§
alatt kovetkezik be az adott valtozas. Az id6 definidlasa a gazdaséagi folyamatokban
éppen olyan nehéz, mint az arvaltozasé, hiszen a tranzakciok, amelyek meghatarozzak
az ar értékének kialakulasat, id6ben véletlenszertien kovetik egymést. Nyilvanval6 az
is, hogy csak a t6zsde nyitvatartasa alatt torténhetnek. Ebbdl kifolyolag itt is tobb-
féle definici6 vezethets be. (i) Fizikai idd, ami azt jelenti, hogy nincs kitiintetve az az
id6, amikor a t6zsde nyitva van, tehat ugyanakkora sillyal szamitja az éjjeli, illetve
hétvégi idéfolyamatot. (ii) Uzletelési idd, csak azt az id6t veszi figyelembe, amikor
a tézsde nyitva van. Ennek az a héitranya, hogy noha éjjel nincs iizletelés, mégis
informaciohoz jutnak az emberek, amely alapjan reggel dontéseket hoznak, az iizlete-
lés szempontjabol ezért ez az id6 nem indifferens. Tovabba a szamitogépek lehetve
tesznek nyitvatartason kiviili tranzakciot. Mindkét idédefinicio tovabbi hibaja, hogy
az aktivitas nem egyenletes, azaz két iizletkotés kozti idGintervallum is valtozik a nap
folyaman. (iii) Ez utobbi miatt sziiletett a tranzakcids idd, ami két iizletkotés kozt
eltelt id6t vesz egységnek [Zumbach, 1998].

Az ar jovébeli értékének meghatarozasara nincs determinisztikus modell. Ennek
oka nem csak abban rejlik, hogy a befolyasoloé tényezGk szama nagy, és igy gyakor-
latilag nem all elég informécioé a rendelkezésre, hanem a determinisztikus megha-
tarozas még elvben sem lehetséges. Egy ilyen modell ismeretében lehetséges lenne
pusztan spekulacio utjan kockazatmentes nyereséghez jutni, tgynevezett arbitrage
izleteket kotni. Természetesen ezt mindenki a sajat hasznara szeretné forditani, és
ezek a spekulacios tizletek a modelltsl eltéritenék az ar alakulasat [Cont et al., 1997,
Mantegna and Stanley, 2000]. Az olyan piacokat, ahol nem tud kialakulni arbitrage
hatékony piacoknak nevezziik, azaz a piac akkor hatékony, ha a piacot befolyasolé min-
den informacié azonnal tiikr6z6dik az ar 6 értékében [Fama, 1970|. Természetesen a
teljesen hatékony piac csak idealizalt rendszer, a val6s piacok ettsl eltérek.

Az empirikus vizsgalatok alapjan a t6zsdei logaritmikus hozam olyan sztochasz-
tikus folyamatnak felelnek meg, amik az alabbi tulajdonsagokkal jellemezhetdk:

i) valoszintiségsiirtség fliiggvényiik hatvanyfiiggvény lecsengést mutat o ~ 4 koriili
exponenssel [Gopikrishnan et al., 1999|

ii) nagyobb (t6bb hoénapos) idgkiilonbséget tekintve a stiriségfiiggvény
Gauss eloszlashoz konvergal [Gopikrishnan et al., 1999, Kullmann et al., 1999,
Kullmann et al., 2000b]

iii) gyengén korrelaltak, a korrelacio karakterisztikus értéke a néhény perc tarto-
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méanyaba esik [Liu et al., 1999, Cont et al., 1997|

iv) abszolut értékiik korrelacioja lassu, hatvanyfiiggvény-szert lecsengést mutat
|Gopikrishnan et al., 1999

v) id6fejlédésiik id6ben aszimmetrikus [Arnéodo et al., 1998]

vi) a hozam ¢-ik momentumanak autokorrelacioja multiskilazast mutat, azaz a
hatvanyfiiggvény l;ecsengésti autokorrelécié exponense g-nak nemlinedris fiiggvénye.
[Pasquini and Serva, 2000]

A tovabbiakban ezen tulajdonsigokat roviden elemezziik.

— 0.1
=
71 S&P500 ] < b .
I . S
6 s ° |
= 2 | |
o r B _
= .l | I -01 .
8" = ]
r 7 o
Al CVI 202 S&P500 b) |
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2.1. abra. Az S&P 500 t6zsdeindex id6beli véiltozésa. Az a) dbran az index érték logaritmusanak
idgbeli fejlédése lathatd. A b) abran a logaritmikus arkiilonbség (hozam) idéfejlédése lathato.

2.1.1. Index fluktuaciéjanak eloszlasa

A t6zsdeindex fluktuaciojanak leirasara mar a XX. szazad elején késziiltek modellek
[Bachelier, 1900|. Bachelier az index fluktuécioit véletlen bolyongassal, nevezetesen a
Brown mozgéssal kisérelte meg leirni. A feltételezés magyarédzata abban keresendd,
hogy a természetben megfigyelt véletlen folyamatok gyakran mutatnak normaélis el-
oszlast. Ennek gyOkere a centrilis hatareloszlas tételében rejlik, amire a dolgozat a
kés6bbiekben fog részletesebben kitérni.

Késsbb, a 60-as években Mandelbrot azt figyelte meg, hogy az index fluktuaci-
6jaban a nagy ugrasok sokkal nagyobb valosziniiséggel fordulnak el§, mint amit a
normaélis eloszlas josolna, azaz a valosziniiségsiirtiség fiiggvénynek lassabban kell le-
csengenie [Mandelbrot, 1963]. A nagy arugrasok gyakorisaganak szemléltetésére jo
példa a 2.1 dbra. Egy Gauss eloszlasnak megfelelg véletlen bolyongas esetén gya-
korlatilag sosem kapnank akkora ugrasokat, mint példaul az 1986-ban bekdvetkezd
Jfekete hétfs” esetén.
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Lévy eloszlas

Mandelbrot az index fluktuaciok eloszldsat a Lévy eloszlassal jellemezte, amelynek
karakterisztikus fiiggvénye az alabbi alakot olti:

fa(z) =exp {z’yz — aqlz|* <1 +ig tan(aﬁ/2)ﬁ> } : (2.5)
A kifejezésben szereplé a exponens 0 < a < 2 értékeket vehet fel. (o = 2 esetén a
normalis eloszlast kapjuk.) A [ paraméter az eloszlas ferdeségét adja meg, 5 = 0
felel meg a szimmetrikus eloszlasnak, illetve a v varhatoérték. A tapasztalat azt
mutatta [Lillo and Mantegna, 2000b], hogy a drift effektusok okozta arvaltozas elha-
nyagolhato az atlag koriili fluktuaciokhoz — més néven wolatilitdshoz — képest, ezért
az arfluktuaciok vizsgalatanal leggyakrabban szimmetrikus, § = 0 eloszlast hasznal-
nak. Mivel tovabba feltételezziik, hogy a piac hatékony (nincs arbitrage), az elosz-
lasfiiggvény varhatoértéke jo kozelitéssel nulla, v = 0, tehat a logaritmikus hozam
siirtiségfiiggvénye legjobban az alabbi alakkal jellemezhetd:

f(2) = exp{—aalq|"}. (2.6)

A striségfiiggvény szimmetridjara tett allitds nem teljesiil olyan esetekben,
amikor a tézsdén nagy Aarzuhands vagy nagy aremelkedés kovetkezik be. Az
ilyen napokon, illetve ezen napok kérnyékén az eloszlas erdsen aszimmetrikus lesz
[Lillo and Mantegna, 2000a]. A szerz6k azt vizsgaltak, hogy kiilonboz6 részvények
adott napon vett hozamaibol alkotott sokasag eloszlasa hogyan valtozik az idGben.
Azt tapasztaltak, hogy abban az esetben, amikor nincs extrém arvaltozas (arugras
vagy aresés), a sokasag eloszlasa szimmetrikus. Ugyanakkor extrém arvaltozasok ese-
tén az eloszlas alakja megvaltozik: arzuhanas (aremelkedés) esetén az eloszlasfiigg-
vényben negativ (pozitiv) értékeknél egy csucs jelenik meg, illetve a negativ (pozitiv)
oldal meredeksége nagyobb lesz.

A Lévy eloszlas stirtiségfiiggvényének — amely a karakterisztikus fiiggvény inverz
Fourier transzformaltja —, nincs analitikus alakja. Ugyanakkor nagy valoszintiségi val-
tozok esetén sorfejtést lehet alkalmazni, amely az aldbbi, hatvanyfiiggvény lecsengésii

alakban irhato:
aAg

(2.7)

A Lévy eloszlas stabil, ami azt jelenti, hogy a fiiggetlen, Lévy eloszlasu valoszi-
nitiségi valtozok Osszege szintén Lévy eloszlasu lesz.

Az eloszlas normalistol vald eltérésének tanulményozasara tobbféle modszer is
kinalkozik, ezek koziil az egyik a kurtozis vizsgélata, amely egy valoszintiségi valtozo
negyedik normalt félinvariansdbol szarmaztathato:

(@ = (@)

K = T y (28)
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ahol x a valosziniiségi valtozod, o a szoérdsa, és a (.) jelolés a valoszintiségi atlagot
jelenti. Normalis eloszlas esetén k = 3. Az S&P 500 indexen végzett szamitasok a
At = 5 perchez tartozo hozam esetén = 19-et eredményeztek [Cont et al., 1997]. A
pozitiv kurtozis érték a Gauss eloszlasnal lassabban lecsengé eloszlasra utal.

Az eloszlas normalis jellegének egy masik lehetséges ellenérzése az eloszlas extrém
értékeinek vizsgalata [Bouchaud and Potters, 1997|. Jelolje vy,q, az ismert eloszlast
valoszintiségi valtozok N elemid mintajabol vett maximaélis érték varhatoértékét. Ez
a valtozo nyilvan fiigg az eloszlastol, illetve N-t6l. Az eljarast vizsgéljuk meg két
példan keresztiil, amelyek lényegesen eltérs eredményeket szolgaltatnak.

—Bz . _ log(%)
1. P(x) ~eP* haax — oo. Ekkor: v, (N) = —5

2. P(z) ~ afl‘%, ha 2 — 00. EKkor: vp,e.(N) = A, N/

A Standard & Poor’s 500 indexen végzett analizis azt mutatja, hogy az N elemii
minta maximalis értékének virhatoértéke a minta elemszamanak hatvanyfiiggvénye
(2.2 abra), ami alatamasztja, hogy a hozam értékek eloszlasa hatvanyfiiggvény jelleg-
gel cseng le.

10g[Vinax(N) ]

45 5 55 6.5 7

6
log[N]

2.2. dbra. Az S&P500 index egy napos iddkiilonbséghez tartozé hozam értékeinek extrém-érték
statisztikdja. Az vizszintes tengelyen a hozam értékekbdl vett minta elemszdmanak logaritmusa, a
fiiggsleges tengelyen a megfelels elemszamhoz tartozé extrém érték varhato értékének logaritmusa
lathato. Az illesztett egyenes meredekségének reciproka alapjan a lecsengés exponensét adja: a =
2.7896

Levagott Lévy eloszlas

Tovabbi vizsgalatok [Mantegna and Stanley, 1995, Cont et al., 1997] azt mutattak,
hogy noha az empirikus adatok eloszlasa lassabb lecsengést mutat a normaélis elosz-
lashoz képest, a Lévy eloszlas csak az orig6 kozelében — amennyiben az empirikus
eloszlas szorasat o-val jeloljiik, akkor |r|/o < 6 esetén — mutat jo illeszkedést A na-
gyobb arvéaltozasok valosziniisége kisebb, mint amit egy Lévy eloszlas (2.5) ad, azaz
az empirikus eloszlas leginkabb egy ,levagott” Lévy eloszlasnak felel meg.
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Az arfluktuaciok jellemzésére eleinte exponencidlis levagasu Lévy eloszlast java-
soltak [Mantegna and Stanley, 1995, Cont et al., 1997|, amely a kovetkezs karakte-
risztikus fiiggvénnyel jellemezhetd:

Fan(z) = exp {_aa (1% + 22)%/2 cos(avarctan(|z|/p)) — p® }
cos(ma/2)

A kifejezésben szerepl6 p paraméter a levagasi paraméter. Az egyenletbdl latszik,

hogy 1 = 0 esetén a (2.9) kifejezés megegyezik a (2.5) egyenlettel (ha 5= 0).
Tovabbi, nagyobb mennyiségli adatokon végzett vizsgalatok azt mutattik

[Gopikrishnan et al., 1998, Gopikrishnan et al., 1999|, hogy a levagas is hatvanyfiigg-

vény, de ennek az exponense a ~ 3, azaz kiviil esik a stabil Lévy tartoméanyon, és

ezért vonatkozik ra a centralis hatareloszlas tétel.

(2.9)

al

o (b)

-5

[
o
T
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[ 293
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107 1 1
0 1 10 100
Normalized S&P500 returns

2.3. éabra. Standard & Poor’s 500 t&zsdeindex hozam értékeinek sirtiségfiiggvénye
[Gopikrishnan et al., 1999]. A vizszintes tengelyen a normalt (a teljes vizsgalt idGtartomany szo-
raséval leosztott) hozam értékek, a fliggsSleges tengelyen a hozza tartozéd valészintiségek szerepelnek.
Kis hozam értékeknél az eloszlast stabil Lévy tartoményba ess, a = 1.7-es exponensii hatvanyfiigg-
vénnyel, mig nagyobb hozam értékeknél a Lévy tartomanyon kiviili, a ~ 3 exponenssel lecsengs
hatvanyfiiggvénnyel lehet jellemezni.

Az eloszlasfiiggvény lecsengési exponensének mérésére tobb modszer is létezik. A
legkézenfekvGbb modszer az eloszlas- vagy a stirtiségfiiggvényre vald egyenes illesztése
log-log skalan. Egy maésik eljaras az ugynevezett Hill becslés [Hill, 1975|, amely az el-
oszlasfiiggvény lokalis meredekségének mérésén alapszik. Tegyiik fel, hogy az eloszlas
hatvanyfiiggvény lecsengésii: P(§ > x) =1 — F(z) = C'/z®, ekkor nyilvan:

T dlogz
a <dlogP(§ > x)) 210

Ha egy rendezett, N elemii mintat vesziink, azaz X; > Xy > ... Xy, ahol X jelenti
az i-edik esemény (hozam) értékét a rendezett sorban, akkor a (2.10) egyenletet a
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lokalis meredekségekre atirva és felhasznalva, hogy az igy kapott empirikus eloszlasra
Pn(€§ > Xy) = k/N:

1 log(Xy) —log(Xis1) _ log(Xi/Xit)
a  log[P(Xi)] —log[P(X;)]  log[(i +1)/)]

(2.11)

A fenti kifejezést atlagolva az exponens Hill becslésére az alabbi egyenlet adodik:

1 o X; 1
- ;log S Hin, 70 o (2.12)
Ezek a modszerek azonban kis adatszam esetén konnyen adhatnak rossz exponens
értéket, ami az altalunk vizsgalt esetben fontos jelent&séggel bir, hiszen benniinket
az eloszlasfiiggvény lecsengése érdekel, ahol a statisztika a leggyengébb. Az expo-
nensérték rossz becslésének szemléltetésére jo példa az a < 2 exponenssel rendelkezd
Lévy eloszlasu valoszintiségi valtozok eloszlasfiiggvényének vizsgalata. Azt tapasztal-
tak [Weron, 2001], hogy amennyiben a generalt valoszintiségi valtozok szama kisebb

mint 108, a fent emlitett exponens becslési modszerek rossz, 2-nél nagyobb értékeket
adnak.

Opcibs ar szamitasa

Az opcid olyan biztositas, amely megvédi tulajdonosat a részvény ardnak nagy zu-
hanasatol vagy ugrasatol. Egy hosszi lejarati iizletnél, a lejarati idd elteltével az
iizletfél, aki az opciot megvasarolta, szabadon donthet arrol, hogy teljesiti-e iizleti
szandékat. Egy Call tipusu opcionél (vételi jog vasarlasa) példaul, ha a lejarati id6
utén az elGre lerégzitett kotési arhoz képest csokken az aru értéke, az iizletfél lemond
a vasarlasi szandékarol, és igy csak az opcios arat (a vételi jog ara) veszti el. Az arbit-
rage kizardsanak érdekében az opci6 aranak meg kell egyeznie az opcios iizlet kinélta
nyereség varhatoértékével. Jelolje ps a kotési arat, az értékpapir ara ¢ = 0-ban legyen
po, illetve T = N7 id6 milva p(T) (7 az elemi tranzakciok ideje). Ekkor az opcids ar
[Potters et al., 1998]

C(po,ps, T) = (1 + p)N/ (p' = ps)P(p', T|po, 0)dp', (2.13)

Ps

ahol p = r7 a diszkrét id6kre szamolt banki kamatlab, és P(p', T|po,0)dp’ annak a
valosziniisége, hogy ha t = 0 pillanatban az ar py-volt, akkor T id§ elteltével p’ értéket
veszi fel. A nehézséget az adja, hogy P(p', T|pg, 0) nem ismert.

Az opci6 aranak meghatarozasira szolgal a  Black-Scholes formula
[Black and Scholes, 1973], ami azonban még normaélis eloszlast részvény arfluk-
tuaciot feltételez, és bemend paraméterei az empirikus varhato érték és szoras. Mivel
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lattuk, hogy a valosdgban az eloszlds nem normalis, a Black-Scholes formula rossz
opcios arat jelez el6re, lehetGséget nyujtva ezaltal az arbitrage-nak.

Hogy ez ne valosuljon meg, az elmélet modositasa sziikséges. Sokkal jobb becslés
kaphato [Potters et al., 1998], ha az arvaltozasok fluktuaciojabol, o = \/{02?) kapott
érték helyett az alabbit tekintjiik:

S(ps,T) = o {1 + o <M - 1)] (2.14)

24 lop
Az egyenletben szerepls o illetve k mennyiségek a T idékiilonbséghez tartozo szoras

illetve kurtdzis.

2.1.2. A hozam és abszoliut értékének korrelacidja

A t6zsdeindex empirikus vizsgalatdnak masik sokat analizalt mennyisége az arvélto-
zésok (hozam) idébeli korrelacioja.

(rac(t +1) rad(t)) = (rau(t’ + 1)) (rau(t'))

\/ < (mt(t’) _ <7~At(tf)>)2><(m(t' 1) — (gt + t)>>2>

A kifejezésben szerepld (.) jelolés a teljes vizsgalt idGtartoméanyra valo atlagolast jeloli.

Car(t) =

: (2.15)

Nyilvanval6, hogy amennyiben az id6ben egymést koveté hozam értékek kor-
reldlnanak, azt jelentené, hogy az ar megjosolhaté lenne egy késébbi idGpontban,
ami viszont ellentmondana a 2.1 fejezetben definialt hatékony piac tulajdonsiganak.
Ezt a gondolatmenetet igazolta a nagyfrekvencias tézsdeadatokon végzett analizis
[Cont, 1997, Gopikrishnan et al., 1999|, amely azt mutatta, hogy a At = 1 perces
idskiilonbséghez tartozd hozamok korrelacioja — (2.15) egyenlet —, exponencialisan
cseng le az id§ fliggvényében. A karakterisztikus id§, 7 = fooo C(t)dt, néhany perc
csupan; 1d 2.4 abra.

Egy valosziniiségi valtozo idébeli korrelaciojanak hidnya természetesen nem je-
lenti, hogy az id6ben egymést kovets valdszintségi valtozok filiggetlenek lennének.
A hozam értékek esetében is fennall ez az allitas. Ha megnézziik a hozam abszolut

.« 0,

kapunk; 1d. 2.5 abra.

Moédszerek hosszutavia korrelacidok mérésére

Az autokorrelacio jellegének vizsgalatara tobb modszer létezik. Az elsé kézenfekva,
a korrelécios fiiggvény idébeli viselkedésének tanulmanyozésa. Egy mésik gyakran
hasznalt modszer a hatvany spektralanalizis. A korrelacios fiiggvény tulajdonképpen
egy konvoliciés szorzat, aminek a Fourier transzformaltja egyszertien a két idGsor
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2.4. abra. S&P500 t6zsdeindex hozam értékeinek autokorrelacidja [Gopikrishnan et al., 1999]. A
vizszintes tengelyen az id6 lathaté linearis skalan, percben mérve, a fiigg6leges tengelyen a korrelécios
fiiggvény logaritmikus skalan. A korrelacios fiiggvény exponencialis lecsengést mutat, karakteriszti-
kus ideje 4 perc. Ez az érték 6sszhangban van a hatékony piaccal.

Fourier transzformaltjanak szorzata lesz, mivel a két idGsor megegyezik (autokorrela-
ci6 esetén). Végeredményben a korrelacio Fourier transzformaltja az idésor Fourier
transzformaltjanak abszolut érték négyzete lesz (Wiener-Khinchin tétel):

F [ / PV — 1yt | = || (2.16)

Fontos megjegyezni, hogy a hatvany spektralanalizis csak stacionarius idGsor esetén
alkalmazhato, ami azonban a t6zsdei folyamatoknal nem minden esetben érvényesiil,
mivel az arugrasok szorasa (volatilitas) id6fiiggs.

ElsGsorban a hosszutavi, hatvanyfiiggvény lecsengésii autokorrelaciok vizsgala-
tara sziiletett a Detrenddlt Fluktudcio Analizis (DFA) modszere [Peng et al., 1994].
Ennek el6nye, hogy nem egyensiilyi folyamatokban is lehetséges a hosszutavi korre-
laciok felismerése. A modszer a kovetkezs 1épésekbdl all: i) Az id6beli folyamatot [
méret, egyenl nagysagu ,[dobozokra” osztjuk, majd minden dobozban egy egyenest
illesztiink a legkisebb négyzetek modszerével, meghatarozva ezaltal a lokalis trendet
a dobozon beliil, (2.6 &dbra). i) Ezutan meghatarozzuk a detrendalt idésort 7(¢),
ami az eredeti adatsor, y(t), és a lokalis trend kiilonbsége. 4ii) Minden dobozban
kiszamoljuk a detrendalt adatsor szorasat, of = %21:1 y(t)?, és ezeket atlagoljuk

az Osszes | méret dobozra, F?(I) = o?. A detrendalt fluktuacio a doboz méreté-

nek hatvanyfiiggvénye: F(I) ~ [*. Rovidtava korrelaciok esetén x = 0.5, hosszutavi
korrelaciok esetén, azaz ha a korrelacios fliggvény hatvanyfiiggvény lecsengést mu-
tat: C'(t) ~ t~7. A korrelacios exponens és a detrendalt fluktuacio exponense kozti
Osszefiliggés: v = 2 — 2k.
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2.5. dbra. S&P500 tézsdeindex hozam értékek abszolit értékének autokorrelacioja log-log skalan
[Gopikrishnan et al., 1999]. A vizszintes tengelyen az id6 lathato percben mérve, a fiiggsleges ten-
gelyen a korrelacios fiiggvény. Az autokorrelacié hatvanyfiiggvény lecsengésii, a lecsengés exponense
v ~0.3.

A hatvany spektralanalizissel illetve a detrendalt fluktuacié modszerével vizsgalt
volatilitas autokorrelacié azt mutatta, hogy az autokorrelacié — ellentétben a kozvet-
len, autokorrelacios fiiggvény analizissel szemben — két tartoméanyra szeparalodik az
idében, ami két exponenssel jellemezhets: v, = 0.14 és v = 0.68. A két tartoméany
hatarahoz tartozo atcsapasi id6 t, ~ 600 perc, ami koriilbeliil mésfél napnak felel
meg |Liu et al., 1999).

Volatilitas

A gazdasigfizikiban a kockazat mérésére gyakran hasznaljik a wvolatilitds-t, ami a

“, e,

t+n—1

vr(t) == Y [rau(7)| (2.17)

T=t

Mivel a hozam értékének abszolut értéke (vagy négyzete) szorosan kapcsolodik a vo-
latilitashoz ezért az abszolit hozamra tett megallapitasok altaldban igazak a vola-
tilitasra is. Ezt a tényt igazolja, hogy a (2.17) egyenletben szerepld volatilitasnak
mérték az autokorrelaciojat, és azt talaltak [Cizeau et al., 1997], hogy a v ~ 0.3 ex-
ponenst lecsengés fiiggetlen attol, hogy mekkora T idGtartoményra atlagolom ki a
hozam abszolutértékeket.

A volatilitds hossziutavi korrelacidja a 2.1 abran is megmutatkozik. Ezen azt
lathatjuk, hogy a nagy ugrésok ,flirtoket” alkotnak, azaz a nagy hozam értékek nem
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2.6. Abra. Példa a DFA moédszerre. A folytonos vonal egy generalt véletlen bolyongas idéfiiggését
mutatja. A szaggatott egyenesek a bolyongasnak a dobozon beliili lokilis trendjét mutatjak. Jol
latszik, hogy nagyobb dobozméret esetén nagyobb lesz a lokalis trend koriili szorés.

rendezetleniil helyezkednek el az id6ben, hanem egyméshoz kozel, csoportokba t6mo-
riillve. Ezt a tulajdonsagot a gazdasagfizikiban a ,yolatilitas fiirt6z6désének” nevezik.

Multifraktal tulajdonsag

Mint utaltunk ra, a volatilitas a fluktuaciokat méri. Definicidja azonban nem egyér-
telmien meghatirozott, mivel vehetjiik a hozam abszolut értékét, vagy négyzetét.
Altalanos definicioként bevezethetjiik az dltaldnositott abszolit hozam fogalmat, ami
egyszeriien a hozam abszolut értékének v-dik momentuma: |ray(¢)|”. Ennek korrela-
cioja:

Cy(t) ~ (Irac® + )1 [rac(@)]") = (rac(t” + 1)) (Irac(t)]"), (2.18)
szintén hatvanyfiiggvény lecsengésii lesz C,(t) ~ =7 de az exponens nemlinearis
fiiggvénye lesz a momentumnak, v-nek [Pasquini and Serva, 2000]. Ez a viselkedés ol-
vashato le a 2.7 4brarol. Konnyen belathaté ugyanis, hogy amennyiben az altalanosi-
tott abszolat hozam korrelacioja hatvanyfiiggvény lecsengésii, egynél kisebb exponens-
sel, akkor a kumulalt altalanositott abszolut hozam, x(L,v) = %ZZ.LZI |rac(t + 1)]”
szorasa, 0(L, v) is hatvanyfiiggvény, 8 = /2 lecsengéssel. A 2.7 abran a [ exponens
v momentumtoél valo fiiggése lathato.

A multifraktalitas abban nyilvanul meg, hogy a kiilonb6z6 ¥ momentumok kii-
16nb6z6 tipikus fluktuacios méretet hoznak be a korrelacios atlagba, amik dominalni
fogjék a korrelaciot. A v 2 4 tartomanyban az atlagokat néhany, nagy hozam érték-
hez tartozo esemény dominélja, ahol a statisztika hatékonysaga erdsen lecsokken.

Analégia a klasszikus difftiziéval

Ebben a fejezetben, valamint az el6zGben azt lattuk, hogy a hozam eloszlasa hatvany-
fiiggvény lecsengésii; idGbeli korreladcidja gyorsan, exponencidlis fliggvénnyel cseng
le néhany perces karakterisztikus idével; mig abszolut értékének korrelacioja lassi,
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2.7. abra. A kumulalt altalanositott abszolit hozam szérasanak, 6(L, v)-nek az exponense, mint a
hozam momentumanak, v fiiggvénye, [Pasquini and Serva, 2000].

hatvanyfiiggvény lecsengést mutat. Felmeriilhet a kérdés, hogy mi okozza az eloszlas-
fliggvény hatvanyfiiggvény lecsengését illetve a lassii lecsengésii korrelacidjat a hozam
abszolat értékének. Ennek megértése a legegyszertibb egy analogian keresztiil, amely
az index hozameértéke és a diffuzié kozt vonhato [Plerou et al., 2000).

Egy diffizios folyamatnal a diffundalo részecske az iitkozések hatasara véletlen
bolyongasban vesz részt. Ha At idGintervallumban az {itkozések szama Np,, akkor a

részecske altal megtett tt:
Nt

Xag =) oz, (2.19)
=1

ahol dx; két iitkozés kozt megtett ut. Egy diffundélo részecskénél az elmozdulas el-
oszlasa, P(X ;) Gauss lesz (X%,) = NaW3, = DAt szorassal, ahol a lokalis atlagos
négyzetes elmozdulas, W32, = ((dx;)?) az individualis lépések szorasa a At idGinterval-
lumban, és D a diffazios dlland6. A difftzio esetén P(Na;) és P(Wa,) Gauss eloszlast,
Nay és Way korrelacioja rovidtavi, exponencialisan lecsengd. Az € = Xay/Wairv/Nag
valtozo korrelalatlan és normaélis eloszlasi. Ezekbdl a fenti tulajdonsagokbol kévet-
kezik, hogy Xa; korrelalatlan, Gauss eloszlasu lesz.

Az index arvaltozasa esetében a At id6 alatt tortént elmozdulasnak az ezen id6
alatt bekovetkezett arvaltozasok Osszege felel meg:

Na¢

Gar=)»_opi, (2.20)
=1

ahol Na; a At id6 alatt bekovetkezs tranzakciok szama (az aktivitds). Hasonléan az
el6bbiekhez, Wa, itt is az egyedi arugrasok szorasat jeloli. E két mennyiség eloszlasat

“, e,
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(i) Na; autokorrelacioja hatvanyfiiggvény lecsengést, (ii7) P(Wa, > x) ~ x77, és
v = 2.9, (iw) Wa, autokorrelacidja exponencialisan cseng le. Hasonloan a diffuzios
folyamathoz, a fenti mennyiségekbdl képzett valtozo,

€ = GAt/WAt\/ NAt (221)

normalis eloszlasi, révidtava autokorrelacioval.

A fenti eredményekbdl az kovetkezik, hogy mivel G A, eloszlésa hatvanyfiiggvény,
a ~ 3 exponenssel, ennek oka semmiképpen nem lehet az aktivitas eloszlasa, mivel
V/Na; eloszlasanak exponense 23 = 6.8. Tehat a lassan lecsengé hozam eloszlas
eredete a W, eloszlasaban keresendd.

Masrészrol, megfigyelhetjiik, hogy a volatilitas, va; a difftuzios allandoval, D all
analogiaban, mivel a diffuzios allando az Xa; szorasaval van kapcsolatban: DAt =
(X%,) = NaW3,, és ugyanigy a volatilitds a hozam szorésaval fiigg ossze: v%, =
(G4,) = NaJW3,. A vizsgalatok azt mutattik, hogy mig W, autokorrelacioja gyor-
san lecsengd, addig Na; hossziutava autokorrelaciot mutat, tehat a volatilitdsnal meért
hatvanyfiiggvény lecsengésii autokorrelacio oka az aktivitas autokorrelaciojaban kere-
sendd.

2.1.3. Hozam eloszlasanak skalazasa

Mint azt a 2.1.1 fejezetben emlitettiik, Mandelbrot azt a megfigyelést tette, hogy a
részvények a logaritmikus hozaméanak eloszlasa Lévy eloszlasti. Mint arra korabban
utaltunk, a Lévy eloszlas stabil, ami azt jelenti, hogy fiiggetlen, Lévy eloszlasiu va-
16szintiségi valtozok Osszege is Lévy lesz. A skilazas egyenletei a (2.6) egyenletben
ismertetett szimmetrikus, nulla varhatoértéki eloszlas esetén a kovetkezk alakot 6l-
tik:

= nf/a , (2.22)
Lo(%) = Lo(x) n'/® . (2.23)

A logaritmikus hozam definicioja ra,(t) = log[p(t + At)] — log[p(t)] alapjan a
valoszintiségi valtozok Osszege nem més, mint egy nagyobb id6kiilonbséghez tartozo
hozam érték:

rae(t) +rat + At) = log[p(t + At)] — log[p(t)] + log[p(t + 2A¢t)] — log[p(t + At)] =
log[p(t + 2At)] — log[p(t)] = raas(t + At).

Azaz a stabilitas azt jelentené, hogy kiilonb6z6 idékiilonbségekhez tartozo logaritmi-
kus hozam eloszlasfiiggvények alakja megegyezne, egymésba atskilazhato lenne.
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A hozam eloszlas skalazasanak empirikus vizsgalata

A skélazas érvényességét az empirikus adatokon Mantegna és  Stanley
[Mantegna and Stanley, 1995] igazolta a kovetkez$ modszerrel. Mivel a szimmetrikus
Lévy eloszlas strtiségfiiggvényének (a (2.6) egyenletben szerepls karakteriszti-
kus fiiggvény inverz Fourier transzformaltjanak) nincs analitikus alakja, ezért
6k a strtségfiiggvény nulla helyen felvett értékének skalazasat hasznaltak. A
valoszintiségstiriiség fiiggvény nulla helyen felvett értéke a kovetkezs alaku:

[(1/a)
ma(agAt)/e
A fenti egyenlet mindkét oldalanak logaritmusat véve kapjuk, hogy

Lotz =0) = (2.24)

In[Lyat(0)] ~ — é In[At] |

azaz log-log skialdn nézve az empirikus strtségfiiggvény nulla helyen felvett értéke
At-nek linearis fiiggvénye kell legyen, amit a 2.8 dbra is mutat.

10° 10
At

2.8. abra. A S&P500 t6zsdeindex névekményének empirikus valészintiségstirtiség fliggvénye mint a
novekményhez tartozo idskiillonbség, At, fliggvénye log-log skalan. Az egyenes meredeksége a Lévy
exponens, « inverze. [Mantegna and Stanley, 1995]

A 2.8 4brara illesztett egyenes meredekségébdl az a exponens értéke meghaté-
rozhato, a = 1.4 + 0.05 adodott. Az a, skila paramétert a At = 1 perchez tartozo
empirikus strtségfiiggvény nulla helyen felvett értékébdl, illetve a (2.24) egyenlethol
hataroztak meg, a, = 0.00375. Az igy kapott paraméterek behelyettesitve a (2.22),
(2.23) skéalaegyenletekbe a kiilonboz6 idskiilonbségekhez tartozo atskalazott empiri-
kus strtiségfiiggvények valoban egy gorbére esnek, 1d. 2.9 abra.
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&t A {=1 rnin
t——gq A 1=3 min
S0 A 1=10 min
a—t A 1=32 min
<=-=d A 12100 min
el oty A =316 N
s—— A 1=1000 min

10010 Foldy)

2.9. abra. Skalazott valoszintségsirtiség fiiggvények lin-log skalan. A kiildnbozs skaldzott st-
riiségfiiggvények 1 < At < 1000 perc idSkiilonbséghez tartozd névekmény strtségfiiggvényei. A
felhasznalt adatok az S&P500 t6zsdeindex 1984-1989 kozti nagyfrekvencias (percnyi felbontasu) ér-
tékei. [Mantegna and Stanley, 1995]

A skalazas feltétele, hogy az index-n6vekmeény, vagy a hozam eloszlasa stabil Lévy
fiiggvény legyen. Azonban mint azt a 2.1.1 fejezetben emlitettiik, nagy hozam érté-
kek esetén a stirtiségfiiggvény gyorsabban cseng le, mint stabil Lévy eloszlas esetén.
Ezért véges szorassal rendelkezik, ami azt jelenti, hogy a centralis hatareloszlas tétele
értelmében nagy szamu valtozo Osszege (azaz ebben az esetben nagy At idékiilonb-
ség) esetén a stirtiségfiiggvény normalis eloszlashoz kell, hogy konvergaljon. Ez a
tulajdonsag is teljesiil [Mantegna and Stanley, 1995|, de a konvergencia nagyon lassi.
Az iddkiilonbség, amelynél a hozam eloszlasa normaélis eloszlasu lesz, néhany honap
nagysagrendbe tartozik. Felmeriil a kérdés, hogy amennyiben az empirikus eloszlas
véges szOrasu, miért lehetséges mégis a skaldzasa az iddkiilonbség tébb nagysidgrend-
jén keresztiil, illetve mi okozza a lasst konvergenciét.

Az egyik lehetséges oknak az tiinik, hogy a centralis hatareloszlas tétele fiiggetlen
valoszintiségi valtozokra vonatkozik. A logaritmikus hozam értékeknél azonban lat-
tuk, hogy ugyan korreldlatlanok, de magasabb hatvanyaik lassan lecsengs, hosszutavi
korrelaciot mutatnak, azaz nem fiiggetlenek. Ezt az allitast, hogy a lasst konvergencia
a hosszutava magasabb rendi korrelaciok kovetkezménye, igazolta [Liu et al., 1999
cikke. (i) Fiiggetlen valosziniiségi valtozokat generaltak, melyek eloszlasfiiggvénye
szintén hatvanyfiiggvény lecsengést, P(§ > ) ~ x~*, ugyanakkora exponenssel, mint
amit a valos adatok esetén mértek, a ~ 3. Megmutattak, hogy ezek Osszegének el-
oszlasa sokkal gyorsabban konvergal a normalis eloszlashoz. (ii) Az S&P500 indexbdél
alkotott hozamidgsort, ra.(t) ,0sszekeverték” gy, hogy az ezéltal keletkezett j ho-
zamidGsor, r¥(t) méar nem rendelkezett hossztitavi korrelacioval. Ezek utdn ezen az
1j idGsoron vizsgaltak a a kiilonbo6z6 id6kiilonbségekhez tartozo siirtségfiiggvényeket.
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Azt tapasztaltak, hogy ezek nem skilazhatoak, és sokkal gyorsabban konvergalnak a
normalis eloszlashoz, mint az eredeti idGsor.

A lassu konvergencia masik oka esetleg abban rejlik, hogy ugyan a hozam eloszlasa
egy levagott Lévy eloszlas, tehat véges szorassal rendelkezik, de a levagés csak nagy
hozam értékeknél tapasztalhato [Mantegna and Stanley, 1994|. A szerzdk fiiggetlen,
levagott Lévy eloszlasi valoszintségi valtozokat generaltak, az alabbi eloszlasfiiggvény
alapjéan:

0, x>,
T(x)= { cLo(z), —l<z<l, (2.25)
0, r < —lI,

ahol [ a levagasi paraméter, L, (z) egy szimmetrikus, o exponensii Lévy eloszlasfiigg-
vény és ¢ a normalasi paraméter. Azt vizsgaltak, hogy hany darab ilyen eloszlasu
valoszintiségi valtozot kell Gsszeadni, z, = Y. | z;, hogy az Osszeg eloszlasa Gauss
legyen. Azt tapasztaltik, hogy az atcsapasi szam, n,, a levagasi paraméter, és az
exponens alabbi fiiggvénye:

Ny ~ %

A fenti Osszefiiggést analitikus levezetéssel is alatamasztottak. Latszik, hogy az atcsa-
pashoz sziikséges valoszintiségi valtozok szama erGsen né a levagasi paraméter fiigg-
vényében.

2.1.4. ARCH, GARCH modellek

A 2.1.2 fejezetben lattuk, hogy a logaritmikus hozam volatilitasa id6fiiged sztochasz-
tikus folyamat. Egy ilyen folyamat leirasara legalkalmasabb az ARCH (Autoreg-
ressive Conditional Heteroscedasticity) modell [Engle, 1982]. Ez egy olyan diszkrét
idejii sztochasztikus folyamat, amelynek a feltételes szorésa egy adott idépillanatban
a véletlen jel négyzetének multbeli értékétsl fiigg. Amennyiben z; jeloli a véletlen
jelsorozatunkat, és o, ennek feltételes, id6fiiggs szorasat, a folyamatot a kdvetkezd
alakban irhatjuk fel:

Ty = N0y (2.26)

ahol 7, fiiggetlen, azonos eloszlasu véletlen valtozok, nulla varhatoértékkel és egység-
nyi szorassal.

Ezek utan a p paraméterszami ARCH(p) modell a feltételes szorasnak, oy, a
multtol valo fiiggését irja le:

o; = g+ T ...+ T, (2.27)
ahol ag, o, . . ., @y, pozitiv paraméterek. Ahhoz, hogy az ARCH(p) folyamatot teljesen
definialjuk, meg kell hataroznunk az x; jelsorozat t idépillanatban vett feltételes valo-
szintiségsirtség fiiggvényét, fi(x)-et, amelyet altalaban normalis eloszlasunal szoktak
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valasztani. Ekkor a (2.26) egyenletbdl kovetkezik, hogy — mivel 7, és o, fiiggetlen
valtozok — 1, normalis eloszlasi lesz.

Sok esetben ahhoz, hogy az ARCH(p) modell jol illeszkedjen az altalunk vizs-
galt sztochasztikus folyamathoz, nagy p szamu paraméter meghatérozasa lenne sziik-
séges, ami megneheziti a feladatunkat. FEnnek elkeriilésére vezette be Bollerslev
[Bollerslev, 1986] az ARCH modell egy tovabbfejlesztett valtozatat a GARCH(p,q)
(generalt ARCH modell) modellt:

0 =+ g ...+ @i+ b+ ..+ Byoi, (2.28)
ahol ag, v1, ..., o, 1, . . ., B, paraméterek, és x; a véletlen valtozo, nulla varhatoérték-
kel, és o7 szorassal. (A gazdasagi folyamatok elemzésénél altalaban a legegyszertibb,
a GARCH(1,1) folyamatot szoktak alkalmazni.)

Konnyen beldthato, a fenti definiciokat figyelembe véve, hogy az x? jelsorozat
idébeli autokorrelacidja exponencialis lecsengést mutat

(a203,) = A", (2.29)

. . - 1 o 1
ahol a karakterisztikus id6, 7 = TICETAE

A GARCH(1,1) modell alkalmazasa az empirikus adatokra

A valos tézsdei adatok, és egy GARCH(1,1) folyamat legszembetiingbb kiilonbsége,
hogy mig a 2.1.2 fejezetben azt lattuk, hogy a logaritmikus hozam négyzetének au-
tokorrelacidja hosszatavi, hatvanyfiiggvény lecsengést, addig a (2.29) egyenlet azt
mutatja, hogy a GARCH(1,1) folyamatnal exponencialis lecsengésii. Ezt az ellent-
mondast ugy lehet a legegyszeriibben feloldani, hogy olyan a4, ; paramétereket va-
lasztunk, amelyek Gsszege kozel lesz egyhez. Igy a karakterisztikus id6, 7, néhany
honap nagysagrendjébe fog esni, azaz gy tiinik, mintha hatvanyfiiggvény lecsengésii
lenne az autokorrelacios fiiggvény |[Akgiray, 1989]. (Az S&P500 adatokon végzett
analizis alapjan meghatarozott paraméterek példaul aq + 81 = 0.98407 értéket adtak,
amelybdl 7 = 62.3 iizletelési nap jon ki karakterisztikus idének [Akgiray, 1989].)

Egy masik Osszevetési modszer a striségfiiggvény és ennek skaldzasa a valos
adatok illetve egy GARCH(1,1) folyamat esetén. [Mantegna and Stanley, 1998]. A
GARCH(1,1) modell harom paraméterét, ag, ay, 1 ugy valasztottik meg, hogy a le-

2 ap

hetG legjobban irja le a valos adatokat, valamint a szorasnégyzete, o° = R—c és
602

a kurtozisa, Kk = 3 + T 307 20,557 negegyezzen a valos adatokon mért értékekkel,
0% = 0.00257 illetve k = 43.

Azt tapasztaltak, hogy az igy generalt GARCH(1,1) sztochasztikus folyamat fel-
tétel nélkiili sirtségfiiggvénye elég jol illeszkedik az empirikus sirtségfiiggvényre; 2.10
abra. Ez nem azt jelenti, hogy ez a GARCH(1,1) folyamat més At értékekre is jol
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jellemzi az empirikus folyamatot, hiszen ehhez tudnia kéne a skalédzast is, amit a va-
l6s adatokon megfigyeltek. Hasonl6an, mint azt a 2.1.3 fejezet emliti, a nulla helyen
vett striségfiiggvény, P(0), skalazasat vizsgaltak. Azt tapasztaltak, hogy ugyan a
GARCH(1,1) folyamat valoszintiségstiriiség fiiggvényére is teljesiil, hogy P(0) hat-
vanyfiiggvénye At-nek, de a skalazasi exponens értéke, agarcn = 1.88, jelentGsen
eltér a valos adatok esetében kapott értéktsl, a >~ 1.4.

Zia

2.10. dbra. Az empirikus stirtiségfiiggvény és a GARCH(1,1) modell 4ltal generalt folyamat feltétel
nélkiili siriségfiiggvénynek Osszehasonlitdsa. Az empirikus adatok az S&P500 t6zsdeindex At = 1
perces id6kiilonbségekhez tartozé hozam értékei voltak. A GARCH(1,1) folyamat paramétereit,
ag = 2.3z107°, oy = 0.09105, 31 = 0.9 gy valasztottak meg, hogy a kurtézis illetve a szérdsnégyzet
megegyezzen az empirikus adatokon mért értékekkel. [Mantegna and Stanley, 2000]

Ha azt feltételezziik, hogy a tGzsdei arvaltozas tulajdonképpen sok kis piaci be-
folyas egymastol fiiggetlen hozzajarulasanak osszegeként all elg [Cont et al., 1997],
természetes lenne, hogy a centrélis hatareloszlas tétele értelmében normaélis eloszlasu
legyen. A valos adatokon végzett vizsgalatok azonban azt mutatjik, hogy a Gauss
eloszlas alulbecsiili a nagy arvaltozasok el6fordulasanak valoszintiségét. Felmeriil a
kérdés, hogy ez a leptokurtikus jelleg nem az id6fiiggd szoras kovetkezménye-e.

Ha a valodi adatsorra egy GARCH(1,1) folyamatot illesztiink, az illesztett pa-
raméterek meghatarozzak az id6fiiggs szorast (2.28), amellyel ha a (2.26) egyenlet
alapjan leosztjuk az eredeti idGsort, tehat n = x;/oy, egy normalis eloszlasi sztochasz-
tikus folyamatot kell kapnunk (amennyiben az alkalmazott GARCH folyamatban a
feltételes stiriségfiiggvényt Gaussnak vélasztjuk). A vizsgalatok azonban azt mutat-
tak, hogy noha az igy keletkezett iddGsor striiségfiiggvényének exponense nagyobb,
mint az eredeti, de még mindig nem éri el a normélis eloszlasnak megfelel§ értéket,
a = 2 |Hsieh, 1991, Bollerslev and Chou, 1992|. Ez azt jelenti, hogy egy idéfiiggs
szorassal rendelkezé Gaussi sztochasztikus folyamat feltétel nélkiili eloszlasa hordoz-
hat leptokurtikus jelleget, de az ARCH tipusi modellek nem tudnak teljes mértékben
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elszamolni a hatvanyfiiggvény viselkedéssel.

2.2. Keresztkorrelaciok részvényarfolyamok kozt

Eddig csak egyetlen részvény, vagy a tézsdeindex idGbeli fejlédésére koncentraltunk,
annak tulajdonsagait vizsgaltuk. A t6zsdét azonban tobb részvény egyideji valtozasa
hatarozza meg, amelyek egymastol nem fiiggetlenek, egymés arfolyaméat befolyésoljak.
Ez a fejezet azzal foglalkozik, hogy a kiilonb06z6 részvények hogyan hatnak egymasra.

A részvények kozti kolesonhatas vizsgalata kiemelten fontos a piaci kockdzat mini-
malizalasanak szempontjabol. A minimalizilas legalkalmasabb modja egyszerre tobb
(kiilonb6z6 mennyiségli) részvény vasarlasa, egy portfolid osszeallitasa. Képzeljiik
példaul el, hogy létezik két részvény A és B, amelyek tokéletesen antikorreldlnak,
azaz ha az A részvény arfolyama emelkedik, a B részvényé ugyanabban az id6pil-
lanatban ugyanannyival siillyed, és forditva. Ebben az esetben a vasarlonak, aki
mindkét részvényt megvette, nulla kockazata lesz. Ez természetesen egy idealizalt
eset, amely a valos piacon sohasem alakul ki, de &ltalanosan igaz, hogy a diverzifika-
ci6 altal csokkenthetjiik a kockédzatot. A fenti példaban azonban nem csak a kockazat
de a varhato haszon is nulla lesz. A helyes kérdés feltevése tehat az, hogy egy adott
hozamszint (nyereség) mellett mekkora a kockazat. Az optimaélis portfolio szamita-
sanak modszerére itt nem tériink ki, ez megtalalhaté [Bouchaud and Potters, 1997,
Elton and Gruber, 1995| kényvekben.

A részvények kozti kolecsonhatas vizsgélatara a legegyszertibb modszer a kiilon-
b6z6 részvények arfolyamvaltozasi kozt mért keresztkorrelacié analizise, hiszen ez egy
kozvetleniil mérheté mennyiség:

Py = (rir) = (ra)(rs)
VA = ) (g — )

ahol (.) id6beli atlagolast jelent a részvény arfolyamok teljes vizsgalt idGtartomanyéra.

, (2.30)

A korrelacidk és a kovariancia matrix tulajdonsagai

A (2.30) egyenlet altal definialt, kiilonb6z6 részvények arfolyamvaltozasai kozt meért
egyidejd korrelacié tulajdonsagait vizsgaltdk két nagyobb részvényhalmazon, 6t egy-
mast kovets évben [Mantegna and Stanley, 2000]. (Az egyidejt sz6 arra utal, hogy
a (r;r;) szorzatban ugyanahhoz a pillanathoz tartozo hozam értéket vizsgaljuk a két
részvény, i, j esetén.) Az els6 részvényhalmaz a Dow Jones Industrial Average (DJIA)
volt, amelybe 30 vallalat tartozik, a masodik a mar korabban is emlitett Standard
and Poor’s 500 (S&P500) 500 vallalattal. Mindkét esetben azt tapasztaltak, hogy a
keresztkorrelacios egyilitthatok koziil legnagyobb pozitiv érték messze meghaladja a
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legnagyobb negativ értéket, azaz az antikorrelacios effektusok sokkal kisebbek. Kzt
mutatja a 2.1 tablazat.

2.1. tablazat. Az S&P 500 vallalatai kozt, 1 éves idGintervallumra mért keresztkorrelacids egyiitt-
hatok, p; ; minimum és a maximum értékekei a kiilonb6z6 években. [Mantegna and Stanley, 2000]

Id6  Min. Max.
1990 -0.30 0.81
1991 -0.29 0.74
1992 -0.25 0.73
1993 -0.27 0.81
1994 -0.25 0.82

Az S&P500 esetén a keresztkorrelacios egyiitthatok szama (499*500/2) mar meg-
felels statisztikat nyujt az egyiitthatok eloszlasanak, P(p;;) vizsgalatdhoz. Az ered-
mény, 2.11 &bra, egyrészt igazolja, hogy a negativ korrelaciok sulya sokkal kisebb,
mint a pozitivoké, méasrészrél az is leolvashato, hogy mig a varhatoérték erdsen val-
tozik az id6 fiiggvényében, addig a szoras nagyjabol konstansnak vehetd.
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2.11. abra. Korrelacios egyiitthatok elszolasa 5 egymast kovet6 évben. Az egylitt-
hatokat az S&P500 index részvényei kozt meérték, egy év idSintervallumra Aatlagolva.
[Mantegna and Stanley, 2000]

A részvények kozti kolesonhatast a logaritmikus hozamaik kozt mért korrelaci-
oval irjuk le, mivel ez az egyik legegyszertibben mérheté mennyiség. Egy N elemii
részvényhalmaz esetén a kovariancia matrixot (a p;; egyiitthatokbol felépitett mat-
rix) N darab, egyenként T hosszisagu iddsorbol kell meghatarozni. Ha T' nem sokkal
nagyobb mint N, akkor azt varjuk, hogy a kovariancia matrix meglehetGsen zajos
lesz, ezért az alkalmazasakor koriiltekintGen kell eljarni. Lényeges, hogy meg tudjuk
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kiilonboztetni azon sajatértékeket illetve sajatvektorokat, amelyek valds informéciot
hordoznak, azoktol, amelyeket csak a zaj okozza, és id6ben instabilak. Ennek érdeké-
ben azt vizsgaltak |Laloux et al., 1998, Plerou et al., 1999], hogy a kovariancia méatrix
mennyire kiilonbozik egy véletlen métrixtol, amelynek elemei korrelalatlan idGsorok
kozt mért keresztkorrelacios egytitthatok. Azt talaltak, hogy az empirikus korrelacios
matrix sajatértékeinek stirisége, p(\) = %dz(;), (ahol n(A) a A-nal kisebb sajatér-
tékek szama), jol leirhato a véletlen méatrix elméletbdl [Sengupta and Mitra, 1997]

kapott siirtséggel, 2.12 4bra:

p()\) _ Q \/()‘mam - )‘)()‘ - )‘mm), (231)

2o A

Amin = 0(1+1/Q £2/1/Q),

ahol @@ = T'/N az idGsorok hosszanak, és a vizsgalt részvények szamanak hanyadosa,
és 02 az idGsorok szorasanak atlaga. Az empirikus kovariancia matrix sajatértékeknek
csak 6%-a nagyobb, mint A4, ezek a relevans, informéciot hordozo sajatértékek.

6

p(A)

2.12. dbra. Az empirikus kovarianciamatrix sajatérték strtségfiiggvénye. A kovariancia matrix
az S&P500 tézsdeindex N = 406 részvényeinek keresztkorrelacidjat tartalmazza, melyek T = 6
évre vannak &tlagolva. (Ezekbdl Q = T/N = 3.22). A szaggatott vonal az (2.31) egyenlet alapjan
szamitott fiiggvény, a Q = T/N = 3.22 és 0> = 0.85 paraméterek felhasznaldsaval. A sima vonal egy
ennél jobb fitt eredménye, amelyet egy kicsit kisebb szérasnégyzet, o2 = 0.74 alkalmazasaval kaptak
[Laloux et al., 1998].

Azt, hogy a kis sajatértékek a zajnak felelnek meg, ugy a legkonnyebb belatni,
ha megvizsgaljuk a hozzajuk tartozd sajatvektorok struktirdjat. Amennyiben a )\,
sajatértékhez tartozo v, sajatvektor nem hordoz informéciot, igy a komponenseibdl
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képzett eloszlas az ugynevezett Porter-Thomas eloszlasnak felel meg [Mehta, 1995]:

pioy= Lo )

alaki, ahol u = v,,; a sajatvektor komponenseit jeloli. Az analizis azt mutatta, hogy
Amaz-nal kisebb sajatértékekhez tartozo sajatvektorokra a fenti eloszlas jol illeszkedik,
ugyanakkor az ennél nagyobb sajatértékekhez tartozo sajatvektorok komponenseinek
eloszlésa szignifikans eltérést mutat.

2.2.1. Csoportositasi médszerek

Részvények arfolyamvaltozasai kozt mért keresztkorrelacié mérése egyrészrél fontos
szerepet jatszik a portfolio elméletben az optimalis portfolié kiszamitésahoz, mas-
részr6l megvizsgalhatjuk azt is, hogy amennyiben a korrelacidokat mint valami effektiv
erGket feltételezziik a részvények kozt, hogyan hatnak ezek egymasra, azaz hogyan le-
het ez alapjan csoportositani a t&zsdei részvényeket. A kovetkezd alfejezetekben két
altalanos csoportositasi modszert mutatunk be, amelyekkel a részvények kozti hierar-
chikus rendezés elvégezhets.

Szuper-paramaigneses klaszterez6dés

Az adatok csoportokba rendezése egy éltaldnos probléma. Vegyiink egy N elemi
halmazt. Ugy szeretnénk az elemeket csoportokba rendezni, hogy a csoportok az
adatokban rejlé természetes osztalyokat adjak vissza. (Vegyiink egy egyszeri pél-
dat. Tegyiik fel, hogy a halmazunk kiilonb6z6é allatokat tartalmaz. Ekkor elvéarjuk,
hogy a végs6 csoportositasnél az azonos fajtahoz tartozo allatok keriiljenek egy cso-
portba.) Azaz ugy kell létrehozni a csoportokat, hogy a csoporton beliili elemek
jobban hasonlitsanak egymasra, mint a mas csoportokban 1évG elemekre. A hason-
losag definidlasara a legegyszeriibb példa, ha minden elemnek megmeérjiik D darab
tulajdonsagat, igy minden elemnek megfelel egy pont egy D dimenzios térben. A
hasonlosag a pontok kozti tavolsiggal egyezik meg.

Kétféle csoportositasi eljaras létezik. Az els6 a paraméteres csoportositas, ahol
eleve feltételeziink valamilyen struktirat a csoportokra vonatkozoan, azaz létezik egy
globélis kritérium, és a pontok csoportokba osztasa ennek minimalizalasaval torténik.
Ha azonban nem létezik ilyen a prior: ismeretiink, akkor a masik, a paraméter nélkili
csoportositast kell hasznalnunk, amely lokalis kritérium alapjan rendezi az elemeket.

A paraméter nélkiili csoportositasi modszerhez tartozik a szuper-paramdgneses
klaszterezddés |Blatt et al., 1996], amely egy inhomogén, ¢ allapoti Potts modell
egyenstlyi allapotaban az egy irdnyba mutatd spineket sorolja egy csoportba. A
spin-parok vizsgalata egy lokalis kritériumnak felel meg. A csoportositasi feladatnak
a statisztikus fizikai megkozelitése elég természetesen adodik.
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Minden eljarasnal a csoportok azonositasa altalaban valamilyen célfiiggvény mi-
nimalizadlasanak az eredménye. Lehetséges azonban, hogy ugyanahhoz a célfiiggvény
értékhez tobb konfiguracio is tartozik. Ekkor mi alapjan tiintetnénk ki valamelyiket?
A Potts modell esetén nem tiintetjiik ki semelyiket, hanem mindegyiket egyforma
sillyal valasztjuk a mikro-kanonikus sokasagnak megfelelGen.

A masik probléma a felbontas kérdése. Egy halmazt nem csak egyféleképpen le-
het csoportositani Visszatérve az allatos példara az 6sszes elemet tekinthetjiik egy
a fajokat, de lehetséges minden egyedet kiilon csoportba sorolni. A Potts modellben
a hémeérséklet jatssza a felbontés szerepét (kanonikus sokasagban). Nulla hémérsék-
leten minden spin egy iranyba fog mutatni — ferromdgneses fazis —, ez megfelel annak,
ha minden elemet egy csoportba sorolunk. Nagyon nagy (végtelen) hémérsékleten a
fluktuaciok lerombolnak minden rendet, a spinek fiiggetlenné valnak — paramdgneses
fdzis —. Ez annak a jelenségnek felel meg, amikor minden elem sajat csoportot al-
kot. Ha megfelelen valasztjuk a modell paramétereit, e két extrém fazis kozt 1étezik
egy harmadik allapot, a szuper-paramdgneses fdazis, amelyben léteznek spin-csoportok,
melyek egy irdAnyba mutatnak, de a kiilonb6z6 csoportok egymastol fiiggetlenek. Ilyen
mo6don a hémérséklet fiiggvényében egy hierarchikus rendezést kapunk. Ahogy no-
veljiik a hémérsékletet, ugy esnek szét a csoportok egyre kisebb halmazokra.

A modell ezek utan a kovetkezs: a halmaz minden elemének felejen meg egy spin
amely ¢ kiilonboz6 értéket vehet fel, {s;}Y, = 1,...,¢q. A Potts modell Hamilton
fliggvénye:

H[{s}] = Z 3058, (2.32)

ahol 55“% a Kronecker szimboélum és J;; az i-dik és a j-dik spin kozti csatolasi allando,
amely — ha a hasonlésdgot, mint a D dimenziés ,tulajdonsag térben” vett tavolsagot
definialjuk — monoton csokkend fiiggvénye a tavolsagnak.

Mivel minden elem valamilyen szinten kolcsonhat minden masikkal, azaz a (2.32)
egyenletben az Osszegzés alatt szerepld (i,7) jelolés az Gsszes parra vald Osszegzést
jelent. A csatolési allandonak a tavolsagtol valo fliggése tobbféleképpen definidlhato.
A szerzok [Blatt et al., 1996] az alabbi javaslatot tették:

1 2,
Jz‘j = ? exp —2a2 s (233)

ahol d;; az i és j pontok kozti tévolsag, a = + >, min;(d;;) az atlagos legkisebb
tavolsag a halmaz elemei kozt, és K az a tavolsagon beliili elemek szidma. Ezaltal a
csatolasi allandot tgy definidltdk, mintha elsGszomszéd kolcsénhatas lenne az elemek
kozt, azaz a hosszi hatotavi kolesonhatést rovid hatotavolsaguva tette. Ez azért
is sziikséges, mert ha a csatolasi allanddé nem vag le elég gyorsan, nem alakul ki a
szuper-paramagneses fazis.
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A csoportok azonositasahoz az egyensilyi spin-spin korrelacios fiiggvényt, (ds,.,)
kell meghatarozni (ahol (.) a termodinamikai atlagot jeloli). Ha a korrelacio meghalad
egy kiiszobot: (dy,,s;) > 0, akkor az i és a j elemek egy csoportba tartoznak. A spin-
spin korrelacios fiiggvény eloszlasat vizsgalva azt lathatjuk, hogy két cstcsa van, az
egyik az 1/q, a masik az 1 értéknél. Ezek kozott nullahoz kozeli értéket vesz fel, ezért
az eredmények nem til érzékenyek a 0 érték megvalasztésara. A szerzék a 0 = 0.5
kiiszobértéket javasoltdak [Blatt et al., 1996].

Az egyensiilyi spin-spin korrelacios fiiggvény meghatarozasa Monte-Carlo szimu-
lacioval torténik. A legalkalmasabb ehhez a Swendsen-Wang klaszter algoritmus
[Swendsen and Wang, 1987| alkalmazéasa, mert ennél a modszernél a fazisatalakulas
pontjaban nem lép fel a kritikus lelassulés jelensége. MielGtt azonban meghataroz-
zuk a spin-spin korrelacios fiiggvényt, meg kell vizsgélni, hogy milyen hémérsékle-
ten szimulaljuk a rendszert, azaz melyek lesznek azon hémérsékletek, ahol a szuper-
paramagneses fazisok megjelennek. A fazisatalakulds pontjaban a szuszceptibilités,
X(T) értéke megnd, a kiilonboz6 fazisokat tehat ezen csiicsok valasztjak el egymastol.
A szucszeptibilitast a rendparaméter, m, fluktuicidja adja meg:

x = ((m?) — (m)?). (2.34)
A rendparaméter tobbféleképpen definidlhatd. A szerzsk [Blatt et al., 1996 az alab-

bit javasoltak:
N, N)g—1
= Nmar/N)a = 1 (2.35)
qg—1
ahol Ny = max{Ny, No, ..., N,} és N; az i iranyba all6 spinek szama.
Ha mérjiik tehat a szuszceptibilitast, mint a h6mérséklet fiiggvényét, x(7)-t, meg-

hatarozhatjuk a hémérséklet tartomanyokat, ahol a szuper-paramagneses fazis el6for-
dul. Ezeken a hémérsékleten szimulalva a rendszert, az egyensuly elérése utan, a
spin-spin korrelacios fiiggvény mérésével lehet meghatarozni, hogy mely elemek ke-
riilnek egy csoportba.

MinimaAlis kifeszit6 fa
Tekintsiink egy G grafot, V' darab csomoéponttal és E darab silyozott éllel. (A sulyo-
zés pl. lehet az élek Euklideszi tavolsaga.) Egy kifeszitd fa G-nek olyan alhalozata,
amely minden csoméponton legalabb egyszer atmegy. A minimdlis kifeszité fa (MST)
ezek koziil az, amelyre az élek silyainak (hosszainak) 6sszege minimalis.

Ahhoz, hogy a részvények esetében megszerkessziik a MST-t elGszor is definial-
nunk kell két részvény kozti tavolsagot, d(7, j), [Mantegna, 1999|:

(i, ) = /20— py), (2.36)
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ahol p;;, a (2.30) egyenlet altal definialt keresztkorrelaci6. Az egyenletben szerepld
r; értékek az i-dik részvény egy nap iddkiilénbséghez tartozo logaritmikus hozam
értéke. Konnyen belathato, hogy a (2.36)-ben definidlt mennyiség kielégiti a metrikus
tavolsag axiomait: (i) d(i,7) = 0, ha i = j; (ii) d(i,7) = d(j,4); (iii) d(i,75) <
d(i, k) + d(k, 7). Mivel p;; = 1, ha a két id6sor teljesen megegyezik, ebbdl kovetkezik
(i). A korrelaciok szimmetriajabol p;; = pj;; kovetkezik, hogy (ii) teljesiil. Végiil
ha az r; hozam idGsort gy tekintjiik, mint egy vektort, amelynek minden eleme az
idGsor egy tagja, akkor (2.36) nem més mint az ezekbdl képzett norméalt vektorok,

r; = ———— FEuklideszi tavolsaga:
((ri=(ri))?)

1. A-B(1)
2.D-F(2)
3. A-E (4)
4. A-D (5)
5. D-E (7)
6. C-F (8)
7.B-D (9)
8. B-C (10)

2.13. abra. Példa a MST generdlaséra. Az a) dbran feliil elhelyezkeds grafnak akarjuk megha-
tarozni a MST-jét. Az éleken feltiintetett szamok az élek sulyai, ezeknek a novekvs rendbe tett
sorozata lathato a graf mellett, amely egyben a MST éleinek behizési sorrendje is. Lathatjuk, hogy
a méasodik lépésben (D-F vonal) két algrafunk keletkezik — a (ii) 1épés —, amelyeket csak a 4. 1épésben
(A-D vonal) kétiink 6ssze. Masrészrol lathatjuk, hogy az 5., a 7. és a 8. lépésben (D-E, B-D és
B-C vonal) nem haztunk be 4j vonalt, mert azon csomopontok, amelyeket ezek Gsszekétnének, mar
Ossze vannak linkelve korabbrol. A b) abréan a hierarchikus fa lathato, amelyet a csomépontok kozti
ultrametrikus tavolsagokbol kapunk.

A tavolsag matrix, D, meghatarozasa utan a MST felépitése nagyon egyszerti;
Id. 2.13 &dbra. A tavolsidg matrix elemeit névekvd sorrendbe rendezziik. A legkisebb
tavolsaghoz tartozo part osszekotjiik, majd sorba vessziik az egyre nagyobb tavolsa-
gokhoz tartozod parokat. (i) Ha olyan par kovetkezik, amelynek az egyik tagja méar
szerepelt, akkor ahhoz az elemhez kotjiik a par masik tagjat. (ii) Ha egy olyan par
kovetkezik, amely koziil még semelyik nem szerepelt a MST-ben, akkor az egy 1j
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csoportot fog alkotni. (iii) Amennyiben olyan par kovetkezik, amelynek méar mindkét
tagja szerepelt, és mindkét tag egy csoporton beliil volt, akkor azt a part mar nem kell
Osszekotni, mint példaul a 2.13/a) abran az 5. 1épésnél a D — E szakasz behuzasanal.

A MST megszerkesztésével megalkothatjuk a tévolsag matrixunkbol a szubdo-
mindns ultrametrikus tdvolsig mdtrizot, D<, amelynek elemeire, d<(i,j), fennall,
hogy a maximuma az i-bsl j-be vezets élek silyainak. Példa erre a 2.13/a) abran
d<(E,D) = max(4,5) = 5, azaz a szubdominans ultrametrikus térben D ugyanolyan
tavolsagra van E-t6l, mint A-t6l, ami az eredeti grafon nem teljesiil. Az Euklideszi és
az ultrametrikus tér kozti {6 kiillonbség a haromszog szabalyban van:

d(A, C)
d<(A,0)

d(A, B) +d(B,C)

<
< max [d<(A, B),d<(B,C)] (2.37)

Az ultrametrikus tér haromszogszabalya tehat egy erésebb feltételt ad. Ez egy olyan
tér, ahol csak egyenlG oldalu és egyenld szarti haromszogek vannak, de nem létezik
haromszog, amelynek mindhdrom oldala kiilonbozik.

Az ultrametrikus matrix felhasznalasaval felépithetjiik a hierarchikus fat, 2.13/b)
abra, amely azt mutatja meg, hogy a kiilonb6z6 csoportok hogyan rendez&dnek hie-
rarchidba [Rammal et al., 1986].

09 é —1:I_ JPM

08 -

d(i.j)

UK

2.14. abra. A DJIA részvényhalmaz a) minimélis kifeszits faja, illetve b) hierarchikus faja
[Mantegna, 1999].

Ezt a modszert hasznalta Mantegna [Mantegna, 1999] az S&P500 illetve a DJTA
részvény halmazok hierarchikus csoportokba rendezéséhez. A DJIA esetén kapott
MST és a hierarchikus fa elrendezést a 2.14 abra illusztralja. (Az S&P500 olyan sok
részvényt tartalmaz, hogy annak illusztralasa nehézségekbe iitkozik.) Az abrarol az
olvashato le, hogy 3 nagyobb csoport azonosithato. XON - TX - CHV (Exxon -
Texaco - Chevron); PG - KO (Procter and Gamble - Coca-Cola); AA - IP (Alcoa -
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International Paper). A tobbi vallalat ezekhez a csoportokhoz kapcsolodik. Altala-
nosan igaz, (ezt mutattik az S&P500-on végzett vizsgalatok is) hogy azon vallalatok
kapcsolodnak egy csoportba, amelyek a gazdasagban egy agazatban vannak.

Ebben a témakorben sok tanulmény sziiletett. A Mantegna féle eredményeket
csak azért emeltiik ki, mert az volt az elsé ilyen jellegi vizsgéalat, de vizsgaltak ugyan-
ezeket az idGsorokat mas modszerekkel is [Giada and Marsili, 2001], illetve a fent
emlitett MST modszert alkalmaztak nem részvény, hanem kiilonboz6 tézsdeindexek
idgsorai kozt mért keresztkorrelaciokra [Bonanno et al., 2000], mivel nyilvanvaloéan a
kiilonb6z6 tézsdék sem fiiggetlenek egymastol.

2.3. To6zsdei sok ligynokos modellek

A t6zsdei folyamatok leirasara szolgaldo modellek egyrészrél azon ismert sztochasztikus
folyamatok — levagott Lévy folyamat, ARCH-GARCH heteroszkedasztikus folyamat—,
amelyek rendelkeznek a t6zsdei arfluktuécié bizonyos karakterisztikus tulajdonsiga-
ival. Masrészrél leirhatjuk a tézsdét tgynevezett ,,mikroszkopikus’ modellekkel is,
amely alatt azt értjiik, hogy magat a t6zsdén lezajlo arkialakitési folyamatot kisérel-
jiikk meg szimulalni tigy, hogy az ezaltal létrehozott arfluktuaciéo megegyezzen a valos
arvaltozasok tulajdonsagaival. Nyilvanvaloan az ar kialakitdsdnak mechanizmusa na-
gyon bonyolult folyamat, még ha ismert is lenne minden 1épése, a szimulalaséanal lehe-
tetlen lenne az Osszes tényezot figyelembe venni. Ezért ki kell emelni azon jellegzetes
momentumokat, amelyek gy tiinnek, hogy jelentGsen befolyasoljik a folyamatot.

Az utébbi  években sok ilyen tipusi mikroszkopikus modell sziiletett,
[Lux and Marchesi, 1999, Cont and Bouchaud, 2000, Maslov, 2000| més-maés jellegze-
tességeit ragadva meg az ar kialakitasi folyamatnak. Ezek altaldban egy-részvényes,
sok-tigynokos modellek, azaz csak egyetlen részvény aranak kialakulasat hatarozza
meg az N darab t&zsdei vasarlo.

2.3.1. ,Csorda”-hatéas

Az egyik talan legegyszertibb modell a Cont és Bouchaud &ltal kidolgozott tdgyne-
vezett ,csordaszellemd” piaci modell [Cont and Bouchaud, 2000]. A modell alapgon-
dolata, hogy a piaci résztvevék nem 6nall6an iizletelnek, hanem csoportokba szerve-
z6dnek, és egy csoporton beliil mindenki ugyanazt a iizletelési stratégiat koveti, azaz
olyan, mint egy birkanyaj, ahol az 6ssze birka arra megy, amerre a vezérkos irdnyitja
a nyajat. A feltevés az, hogy ez a csordaszellem okozza, hogy a hozam eloszldsaban
az extrém események olyan nagy valoszintiséget kapnak.

A modell a kovetkezéképpen fogalmazhato meg. Adott egy részvény, amelynek
ara t idopillanatban p(t). Adott tovibba N résztvevs, akik csoportokba rendezédnek,
de a csoportok mérete, s, eltér egyméstol. Egy csoporton beliil mindenki ugyanazt
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a ¢ € {—1,0,1} stratégiat koveti, azaz elad (¢ = —1), nem iizletel (¢ = 0), vagy
vasarol (¢ = 1). A kiilénb6z6 csoportok azonban egymastol fiiggetleniil dontenek.
Amennyiben egy csoport aktiv, tehat vasarol vagy elad, akkor minden tagja egyetlen
részvényt vesz vagy ad el. A modell feltételezi, hogy az ar valtozasa aranyos a netto
iizletelési igénnyel, azaz a vasarlasok és az eladasok teljes kiilonbségével. Ekkor a
logaritmikus hozam r(t) = In[p(t)/p(t — 1)] a kovetkez6képpen irhato fel:

n

r(t) ~ > sigi(t), (2.38)

=1

ahol n a csoportok szama, ¢;(t) az i-edik csoport stratégiaja a t idépillanatban, és s;
az i-edik csoport mérete. (Feltételezziik, hogy a csoportok mérete nem valtozik az id6
meg. Egy csoport a valoszintiséggel vasarol, és ugyanakkora a valoszintséggel ad el,
illetve (1 — 2a) valoszintiséggel nem iizletel.

A csoportok kialakuldsa hasonld egy véletlen héldzathoz. Adva van N pont,
ami megfelel az N résztvevéknek. Két pont ¢ és j kozt p;; valoszintiséggel létesiil
kapcsolat. Ezeket Osszekotjiik. Azon pontok tartoznak egy csoportba, amelyek Gssze
vannak kotve. Az egyszertsités érdekében a kapcsolat kialakitasdnak valoszintisége
legyen fliggetlen i és j-t6l, azaz p = p;;. Mivel egy pont igy atlagosan (N — 1)p
ponttal keriil kapcsolatba, és mivel minket az N — oo hatareset érdekel, valasszuk
a valoszintiséget 1igy, hogy véges csoportméretek alakuljanak ki, azaz legyen p =
¢/N. A csoportok eloszlasat tehat egyetlen paraméterrel, c-vel jellemezhetjiik. A
véletlen halozatok elmélete alapjan |[Erdds and Rényi, 1960] megmutathato, hogy ¢ =
1 esetében a csoport méreteloszlasanak stirtiségfiiggvénye hatvanyfiiggvény lecsengést
mutat:

P(s) ~ 2

oy (2.39)
Ha egy adott idépillanatban az aktiv (iizletels) csoportok szama kicsi, akkor a hozam
eloszlasa, P(r) hasonlo viselkedést mutat a csoport méreteloszlashoz, P(s). (Példaul
ha feltételezziik, hogy csak egyetlen aktiv csoport létezik minden idGpontban, akkor
a (2.38) egyenletben az Osszeg helyett csak egyetlen s; tag all, azaz ebben az eset-
ben a két eloszlas teljesen megegyezik.) Mivel P(s) hatvanyfiiggvény lecsengést, kis
idokiilonbség esetén tehat a hozam eloszlasa is hatvanyfiiggvény lecsengésii lesz, ezzel
igazolva a feltevést, hogy a csordaszellem lehet az oka az extrém események nagy
el6fordulasi valoszintiségének.

A modell azonban nem ad j6 exponens értéket, hiszen (2.39) alapjan a valoszi-
niiség-stiriiség fliiggvényben az exponens értéke o = 2.5, ami nem egyezik az empi-
rikus vizsgalatok altal adott o ~ 4 értékkel |[Gopikrishnan et al., 1999]. Masrészrol
a modell nem tud szdmot adni a hozam abszolut értékénél megfigyelt hosszutavi
autokorrelaciorol |Gopikrishnan et al., 1999).
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Perkolacios modell

Ezen problémak megoldéasara sziiletett a fenti modell egy tovabbfejlesztett valtozata
[Stauffer and Penna, 1998|, amely a csoportokat mint perkoléacios fiirtoket definidlja.
Egy racs pontjait p valoszintiséggel betdltjiik, a csoportokat az egymassal szomszé-
dos racspontok halmaza fogja alkotni. A csoport méreteloszlasa — feltéve, hogy a
perkolacios kritikus pontban vagyunk, p = p. — hatvanyfiiggvény lecsengésti lesz:

ns~s ', (2.40)

“, e,

dimenzio 1 < d < oo értékek kozt valtozik.

A csoportok kialakitasat leszamitva az arkialakitasi folyamat megegyezik a Cont-
Bouchaud féle modellben leirtakkal: minden csoport 2a valoszintiséggel lesz aktiv (a
valoszintiséggel vasarol, és ugyanakkora valosziniiséggel ad el). A kiilonbség a Cont-
Bouchaud modellhez képest, hogy itt a csoportok méretei valtoznak a folyamat sorén,
méghozzé oly modon, hogy minden id6lépés utén az iizletelSk (betoltott racspontok)
1%-a véletlenszertien elmozdul egy szomszédos, betoltetlen racspontba. Azaz a cso-
portméretek idében korrelaltak lesznek, a csoportméret autokorrelacioja — és igy a
hozam abszolut értékének autokorrelacioja is — exponencialisnal lassabb lecsengést
fog mutatni [Stauffer and Penna, 1998|.

Ahhoz, hogy a hozam eloszlasdnak exponense megegyezzen az empirikus értékkel,
tovabbi modositasokra van sziikség, amik [Stauffer and Sornette, 1999| javaslatara a
kovetkezok.

Elvetették azt a feltevést, hogy a hozam aranyos legyen a netté kovetelésekkel, A
(Osszes vasarlas és eladas Osszege), ehelyett egy nemlinearis Osszefiiggést hasznaltak:

r(t) ~ VA. (2.41)

Ez az 6sszefiiggés abbol az elképzelésbdl szarmazik, hogy egy s méret iizlet lebonyo-
litasdhoz az s-sel aranyos idére van sziikség és ez alatt az id6 alatt diffazios folyamat-
nak megfelelg arfluktuaciok lépnek fel. Ezek alapjan hatarozta meg Zhang a (2.41)
egyenletben szerepld gyokos kifejezést [Zhang, 1999).

Masrészrol azt lattuk, hogy a perkolacios modell csak abban az esetben ad hat-
vanyfiiggvény lecsengésii méreteloszlast, ha a csoportok kialakitasnél a kritikus pont-
ban p = p. van a perkolaciés rendszer. Azonban nincs semmi okunk, hogy ezzel a
feltételezéssel éljiink. Létezik azonban egy alternativ mechanizmus is, amely akkor
is hatvanyfiiggvény lecsengést eredményez, ha nem vagyunk a kritikus pontban. Fel-
tételeztiik, hogy a racs betoltési valoszintsége, p a folyamat soran nem valtozik. A
p valoszintiség a csoport kialakitasanak erGsségét jellemezi. A val6sdgban azonban
konnyen elGfordulhat, hogy id6ben valtozik a csordaszellem erGssége. Amennyiben
tehat p idébeli allandosaganak feltételét elvetjiik, és értékét minden id6lépésben vé-
letlenszertien valasztjuk meg, akkor a hozam eloszlasat a kiilonb6z6 p értékekre kapott
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eloszlasok p-re valo atlagolasaval kapjuk meg: P(r) = (P(r,p)),. (Elméleti megfon-
tolasok alapjan a véletlenszert betoltés értékét csak 0 < p < p. kozt valasztjuk.)

Ha mindkét modositast — a nemlineéris hozamfiiggvény illetve id6fiiggs betdltési
valoszintiség — figyelembe vessziik, akkor az igy meghatarozott exponensre, p ~ 3.9
értéket kapunk, ami jo egyezést mutat az elméleti megfigyelésekkel.

2.3.2. Aktivitas

Emlitettiik, hogy amennyiben az aktivitas kicsi, a hozam eloszlasa hasonl6 lesz a
csoportméret eloszlashoz. Az aktivitds az egy adott pillanatban iizletel6 csoportok
szamat jelentette a fenti mikroszkopikus modellekben. Ha azonban feltételezziik, hogy
egy adott idGpillanatban egyszerre csak egy iizlet bonyolithato le (a valosigban ez
torténik), akkor az aktivitas azt fogja jelenteni, hogy az iizletkotések altal kialakitott
arvaltozas milyen idintervallumban jott létre, tehat az aktivitas mértéke felfoghato,
mint a hozamhoz tartozo id6kiilonbség, At, nagysiga.
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2.15. abra. Atmenet a Gauss eloszlasba a perkolaciés mikroszkopikus modell esetén. Az ab-
ran a hozam strtségfiiggvényét lathatjuk kiillonbozd aktivitias értékek mellett. A aktivitas ér-
téke a csoportok teljes szamanak szazalékaban kifejezve 1.25 %-tol (), 20 %-ig () valtoznak
[Stauffer and Penna, 1998].

A korabbi gondolatmenet értelmében akkor kapunk hatvanyfiiggvény lecsengésii
eloszlast, ha az aktivitas alacsony, azaz At kicsi, és ugyanez volt a feltétel empirikus
hozamok vizsgalatanal is. Ha At nd, az eloszlas skilazasa megsziinik (az eloszlas mar
nem irhato le egy allando exponensti Lévy eloszlassal), és tovabb novelve az iddkii-
16nbséget végiil az eloszlasunk Gauss eloszlast lesz. Ezt a viselkedést vizsgaltik meg
a perkolacios mikroszkopikus modell esetén [Stauffer and Penna, 1998|. Amennyiben
az aktiv csoportok szama nem haladja meg az Osszes csoport szamanak 0.2%-at, a
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kiilonbo6z6 aktivitashoz (tehat kiilonbozs idskiilonbséghez) tartozé hozam eloszlasok
egymasba skalazhatoak. Ha azonban az aktivitas 1.25 %-nal nagyobb, a hozam el-
oszlasa mar nem mutat hatvanyfiiggvény lecsengést. Tovabb novelve az aktivitést
atmenet figyelhetd meg a Gauss eloszlasba, 1d. 2.15 abra.
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2.16. abra. Perkolaciés modell hozam eloszldsa a kiilonbozs aktivitdsi modellek esetében. (¢)
konstans aktivitas, azaz e = 0; (4) fiiggetlen az artol, e = 0. [Chang and Stauffer, 1999]

Az eddig emlitett modellekben az aktivitas fiiggetlen volt a részvény aratol,
id6ben élland6 érték volt. A valosidgban azonban az aktivitas erdsen fligghet a
részvény aranak aktualis értékétdl, attol hogy mennyire tér el a fundamentalis ar-
tol. Az aktivitasnak ez a viselkedése konnyen beépithetd a perkolacios modellbe
[Chang and Stauffer, 1999|. A vésarlas illetve az eladéas valoszintisége, a, ne legyen
egyenld, hanem, ha az ar tul magas, tébb csoport akarjon eladni, mint venni, illetve
forditva: ha tul alacsony, a csoportok nagyobb valoszintiséggel akarjanak venni, mint
eladni. Létezik tehat egy visszatéritG erd, amely az arat a fundamentalis értékébe
akarja visszavinni. Jeloljik Py-val a fundamentalis arat (amely az egyszertiség kedvé-
ért legyen konstans a folyamat soran), és a részvény aranak ettdl valo eltérését jelolje
[1(t) = log[P(t)/Py]. A vasarlas, m,, illetve az eladas, m,, valosziniisége:

s = (1 +ell)a
mp, = (1 — €ell)a, (2.42)

ahol a a korabbi modellben szerepl§ aktivitasi hanyad, és € egy konstans szam, ami
annak az erGsségét jelzi, hogy mennyire fiigg a vasarlas illetve eladéds aktivitasdnak
kiilonbsége az ar fundamentéalis értéktsl valo eltérésétsl. Nyilvan € = 0 esetén az
eredeti modellt kapjuk vissza.
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A hozam ezittal is legyen aranyos a vasarlo illetve eladd csoportok méreteinek
kiilonbségével:

o0

log[P(1)/P(t — 1)] = T1(t) — (¢ — 1) = 3 (N} — N;) =

s s ) ﬁv (243)

s=1

ahol N} és N7 az s méretii vasarlo illetve eladd csoportok szama.

A fenti modellt szimulalva az a megleps eredmény adodott, hogy noha I1(¢) id6beli
valtozéasa jelentGsen megvaltozik, ha € # 0, de a logaritmikus hozam eloszlasdban
illetve az ar abszolut értékének autokorrelacidjaban nincs jelentds valtozas.



3. fejezet

To6zsdeindex fluktuaciéjanak
vizsgalata

Ez a fejezet a t6zsde index (vagy egyetlen részvény) id6beli fluktuaciojaval foglalkozik.
Elgszor egy empirikus vizsgélatot tekintiink, amely a 2.1.3 fejezethez hasonléan az
index fluktuécio eloszlasanak skalazasaval foglalkozik. Azt vizsgaljuk, hogy a skalazés
érvényessége, illetve a normaélis eloszlastol vald tavolsag hogyan fiigg a logaritmikus
arfluktuéciohoz tartozo idskiilonbségtal.

A 3.2 fejezet egy egyrészvényes, sok résztvevés mikroszkopikus modellt elemez.
Azt vizsgaljuk, hogy ez a modell mennyire képes reprodukélni a 2.1 fejezetben emli-
tett, arfluktuéciora tett empirikus megfigyeléseket, elsGsorban az eloszlas leptokurti-
kus mivoltat, illetve az drfluktuacio abszolit értékének lassi lecsengésti autokorrelé-
ciojat. Megvizsgaljuk tovabba, hogy teljesiil-e a skalazés, és ha igen, milyen hatérok
kozt, illetve ebbdl a szempontbol Gsszehasonlitjuk a modellt egy maésik, perkolacios
racson szimulalt modellel [Stauffer and Penna, 1998|.

3.1. Eloszlas skaldzasanak hatara

A 2.1.3 fejezetben azt lattuk, hogy a kiilonb6z6 At idGkiilonbségekhez tartozd lo-
garitmikus arfolyam kiilonbségek eloszlasai egymasba skalazhatok, (2.9 &bra), azaz
ugyanazon eloszlassal reprezentalhatoak. Ez az eloszlas leptokurtikus, tehit a Ga-
uss eloszlasnal lassabb lecsengést mutat. Azt is lattuk azonban, hogy az eloszlas
véges szorassal rendelkezik, ezért ha az Osszegzendd valtozok szdma a végtelenhez
tart, azaz ha a logaritmikus arvaltozashoz tartoz6 idGkiilonbség nagyon nagy, akkor a
centralis hatareloszlas tétel miatt a hatareloszlas Gauss lesz. Ebbdl kovetkezik, hogy
létezik egy karakterisztikus idGkiilonbség 7, amelynél kisebb iddékiilonbségekre a lo-
garitmikus arvaltozasok eloszlasa skaldzhato, a kozos eloszléas leptokurtikus. Nagyobb
idGkiilonbségekre azonban a skaldzas méar nem érvényes.

Ahhoz, hogy meghatarozzuk a karakterisztikus idékiilonbséget, abbol a felte-

36
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vésb6l indulunk ki, hogy a logaritmikus arvaltozas eloszlasa egy bizonyos tarto-
méanyban (r < 60), jol jellemezhets egy szimmetrikus, stabilis Lévy eloszlassal
[Mantegna and Stanley, 1995]. A rendelkezésre 4ll6 adatokbol szamolt hisztogramra
a kiilonb6z6 id6kiilonbségek esetén Lévy illetve Gauss eloszlasokat illesztettiink.

Meértiik egyrészrél, hogy a legjobban illeszkedd Lévy eloszlas exponense hogyan
valtozik az idGkiilonbség fliggvényében. Ahhoz ugyanis hogy a skalazas érvényes ma-
radjon, az exponensnek allando értéken kell maradnia. Masrészrél azt vizsgaltuk,
hogy az illesztett Lévy illetve Gauss eloszlas hibaja hogyan viszonyul egymashoz az
idGkiilonbség fiiggvényében.

Felhasznalt adatok

Az analizishez a napi felbontast — minden egyes napra csak az index zardértéke van
megadva — S&P500 tézsdeindexet hasznéltuk az 1962 julius 3 és 1995 december 29
kozti idGtartoméanyban, ami 8431 iizleti napnak felel meg, 3.1 dbra. Az abrarol vi-
lagosan latszik, hogy az 1980-as évek elejétsl megvaltozik a trend. Mig az elsé 5000
napban az index varhatoértékének emelkedése lassi, addig az ezt kovetd idGszakban
egy sokkal drasztikusabb emelkedés lathato. Ezen kiviil a masodik idGszakban a fluk-
tudciok mértéke is nagyobb. A fenti okok miatt a skalazés vizsgalatanal kiilon-kiilon
is vizsgaltuk ezt a két idGtartomanyt.
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3.1. 4bra. A Standard and Poor’s 500 New York-i t6zsdeindex idSbeli fejlédése linearis skalan.
A pontozott, illetve a szaggatott vonalak az elsé 5000 illetve a masodik koriilbeliil 3400 iizleti nap
index értékeire illesztett egyenesek, amelyek vildgosan mutatjak a két idGtartoméany trendjei kozti
kiilonbséget. (Az eltérés az 2.1/a) abrahoz képest, hogy ott egy kicsit hosszabb idGtartoméany latszik,
azonkiviil ott az indexértékek logaritmikus skalan vannak abréazolva.)

Az arfluktuacié megfeleld mértéke

.« , e,

mennyiség mérésével lehet vizsgalni, mint példaul a névekmeény, z2a,(t) = (¢t + At) —
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p(t), vagy a logaritmikus novekmény (hozam) ra.(t) = log[p(t + At)] — log [p(¢)]. A
gazdasagi folyamatok vizsgalatanal altalaban az utobbit szoktik elényben részesiteni,
mert ez valamennyire kisziiri az index idGbeli fejlédésében felléps trendet. Ahhoz,
hogy megmutassuk, hogy akar egy Gauss folyamat is eredményezhet leptokurtikus
eloszlast, ha a névekményt hasznaljuk a logaritmikus hozam helyett, egy mestersé-
ges adatsort generdltunk. Legyen az index idGbeli fejlédése az alabbi sztochasztikus

folyamat:
w(t) = et = 1) + £()]b, (3.1)
ahol a £(t) Gauss eloszlassal rendelkezik:
1 £2 }
P(6)= — expd——2> %\ 3.2
=5 o0 |~ 32)
amelynek szorasa idéfiiggd:
o(t) =o(t—1)b. (3.3)

A kezdeti értékeket, o(t = 0) és z(t = 0) valamint a b paramétert tgy valasztottuk,
hogy megfeleljenek az empirikus értékeknek, amit az altalunk felhasznalt S&P500
index adatokbol becsiiltiink meg:

b—1=76810", o(t=0)=0.4, (t=0)="170.

Az igy definialt sztochasztikus folyamattal 30000 idGlépést generaltunk, ami a durvan
10000 napbol all6 empirikus idésorral Osszevetve napi 3 indexértéknek felel meg. Az
empirikus (3.1 &dbra) és a mesterséges (3.2 abra) idGsor — legaldbbis szemre — elég
hasonlonak tiinnek. A legszembetiinébb kiilonbség, hogy a mesterséges folyamatban
nem léteznek akkora ugrasok, mint példaul az S&P500 indexben az 1987-es oktoberi
Jfekete hétf6”. Ezek utan vizsgaljuk meg a mesterséges idGsoron, hogy milyen kii-
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3.2. dbra. Szimulalt tézsde-index idsor. A sztochasztikus folyamat egy ,inflalodd” véletlen bo-
lyongasnak felel meg, amit a (3.1) egyenlet hataroz meg.

16nbséget okoz ha az arfluktuacié mérésére a két kiilonboz6, fent emlitett mértéket



3. FEJEZET. TOZSDEINDEX FLUKTUACIOJANAK VIZSGALATA 39

hasznéljuk. A 3.3 abra szemlélteti a két mérték esetén a valoszintiségsiiriiség fligg-
vényt. Annak ellenére, hogy a mesterséges idGsorban a zaj Gauss eloszlasi, ha a
folyamat véltozésat a ndvekménnyel, z5,;, irjuk le, az eloszlas mégsem Gauss lesz,
hanem egy ennél lassabban lecsengé fiiggvény. Ennek az az oka, hogy a szimulalt
idGsor egy idofiiggs varhatoértékkel, illetve szorassal rendelkezik, ami a valos ada-
tokon is megfigyelhet6. Azonban ha a fluktuaciok leirasara a logaritmikus hozamot
hasznéljuk, azt lathatjuk, hogy a Gauss eloszlas jol jellemzi a fluktuaciok eloszlasat.
Ez a példa azt illusztralja, hogy a vizsgalatoknal el6nyosebb a logaritmikus hozamot
hasznalni az arvaltozasok fluktuécidjanak leiraséara.
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3.3. dbra. A mesterséges idésor névekményeinek eloszlasa a két kiilonbozden definidlt arvaltozas
esetén. A bal oldalon a névekmény, za,, a jobb oldalon a logaritmikus hozam, ra;, eloszlasa lathato.
Mindkét eloszlasra illesztettiink egy Lévy és egy Gauss eloszlast. Vilagosan latszik, hogy az egyszert
névekményt véve a valtozas mértékének az eloszlas a Gaussnal lassabban lecsengd, leptokurtikus
fiiggvény lesz.

3.1.1. Illesztési eljaras

A célunk az, hogy megvizsgaljuk, hogy az arvaltozasok eloszlasanak skalazasa az
arvaltozashoz tartozo iddkiilonbség, At fiiggvényében teljesiil-e, és ha igen, milyen
hatarokon beliil. EbbdI a célbol az empirikus adatokbol készitett hisztogramra Gauss
illetve szimmetrikus Lévy eloszlast illesztiink, és azt vizsgaljuk, hogy a kiilénb6z6
idGkiilonbségek esetén az illesztett Lévy eloszlas exponense valtozik-e, illetve, hogy
az illesztett fiiggvények hibai milyen aranyban allnak egymassal.

Mig a normélis eloszlés illesztése egyszeriibb feladat, addig a Lévy eloszlas il-
lesztése kis nehézséget okoz, lévén hogy csak a karakterisztikus fiiggvényének (stri-
ségfiiggvény Fourier transzformaltjanak) létezik analitikus alakja. Igy az illesztést a
Fourier térben kell elvégezni, majd az illesztett gorbét visszatranszformalni a valos
térbe.

Elgszor elkészitjiik a tapasztalati stirtiségfiiggvényt (hisztogramot), azaz megnéz-
ziik, hogy mennyi a Az intervallumba es6 pontok szama, N,, mivel N,/N ~ P(zx <
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¢ <z + Ax) ~ p(x)Ax, ahol N az Osszes rendelkezésre allo pontok szama. (Sajnos
a rendelkezésre allo adatok kis szdma miatt — Osszesen N = 8431 értékiink van —
a hisztogram elkészitéséhez a rendelkezésre allo statisztika nem a legjobb.) Fontos
az intervallummeéret Az helyes megvalasztasa. Tul nagy intervallumméret esetén a
hisztogramot leir6 pontok szama kevés lesz, amely a Fourier transzformacié pontat-
lansagat vonja maga utdn. Tl kicsi intervallummeéret esetén azonban a hisztogram
simasagan esik csorba, azaz az egymast kovetd intervallumokra esé pontok szama nagy
szOrast mutathat, ami megint csak a Fourier transzformaci6 pontatlansagahoz vezet.
Az analizisiinkben akkora intervallumot valasztottunk, hogy az ugyanazon interval-
lumba es6 pontok szdma atlagosan az 6sszes rendelkezésre allo pontok szamanak, N, a
gyoke legyen. Ezutéan a hisztogramban felléps szorast egy simito algoritmussal (spline
interpolacio) redukaltuk.

A spline interpoléacio a & mért adatokra illesztett regresszios gorbe, g(x), amely
az r; mérési pontokban mésodrendben folytonos parabolaivekbdl all. A harmadik
derivalt lehet kiilonb6zé értéki a kapcsolodési pont két oldalan. Spéth javaslata
szerint [Spath, 1978| ez az r; kiilonbség legyen aranyos az alappont ordinéta, &;, és a
spline ordinata, g;, kiilonbségével :

ri = pi(&i — i), (3.4)

ahol p; a simitasi paraméter, amely pontr6l pontra valtozhat. Minél nagyobb p;
értéke, a regresszios gorbe annél jobban hozzasimul a mért adatokhoz. Ezért az
origd kozelében nagy p; értéket valasztottunk, hiszen itt fontos a pontos illeszkedés;
az origotol tavolodva pedig egyre csokkentettiik, hogy az itt fellépd nagy szorast

kisimitsa:
Po

= 3.5

bi

ahol x az abszcissza értéke.

A simitas utan a kisimitott fliggvényt diszkrét Fourier transzformacioval a Fourier
térbe transzformaljuk, és itt illesztjiik ra a szimmetrikus Lévy eloszlas karakterisztikus
fiiggvényét, amelyet a (2.6) egyenlet definidl. Az illesztést a legkisebb négyzetek
modszerével végeztiik, ami azt jelenti, hogy az alabbi kétvaltozos fiiggvény minimumaét
kell meghatarozni:

o) = Y [p(z) — exp {0z ] (3.6)

3

ahol p(z), a simitott hisztogram Fourier transzformaélt fiiggvénye.

A kiszamolt « illetve a, paraméteri Lévy eloszlas karakterisztikus fiiggvényét
inverz Fourier transzformaltuk — ennek eredménye, L,(z) —, hogy kiszamolhassuk,
mekkora eltérést mutat a tapasztalati stirtiségfiiggvényhez képest, e7 = > |p(x;) —
Lo(z;)[2. Majd a hisztogramunkra illesztettiink egy normalis eloszlast is, N, (z), és



3. FEJEZET. TOZSDEINDEX FLUKTUACIOJANAK VIZSGALATA 41

ennek is mértiik az empirikus eloszlastol valo négyzetes eltérését: % = > |p(x;) —
N, (z;)]?. Az illesztési folyamat eredményét a 3.4 abra szemlélteti. Az abrarol azt
olvashatjuk le, hogy noha a Lévy eloszlas feliilbecsiili a tapasztalati stirtiségfiiggvényt,
ha a logaritmikus hozam r > 0.02, azonban a Gauss eloszlas legalabb annyira alul
becsiili azt.

100 ¢ ‘ ‘

P(log. hozam)

[EN

A

01 Lttt ‘ I o RS
-0.06 -0.04 -0.02 0 0.02 0.04 0.06

logaritmikus hozam

3.4. dbra. Az S&P500 index adatok logaritmikus hozamanak hisztogramja, (+-szal jeldlve), illetve
az illesztett Lévy (folytonos vonal) és Gauss (szaggatott vonal) eloszldsok. A Lévy exponens értéke
a = 1.4+0.03, ami megkozelitSleg megegyezik a Mantegna és Stanley [Mantegna and Stanley, 1995]
altal kapott exponens értékkel.

3.1.2. Karakterisztikus id6k meghatarozasa

A skalazas feltétele, hogy az exponens, a értéke ne valtozzon a hozam iddkiilonbseé-
gének, At fiiggvényében. A karakterisztikus id6 meghatarozasanak tehat legnyilvan-
valobb modszere, hogy az el6z6 fejezetben emlitett illesztési eljarassal mérjiik az «
exponenst, mint At fiiggvényét. Ennek az eredményét mutatja a 3.5/a) abra. Azt
lathatjuk, hogy az exponens értéke valtozik At fiiggvényében mar At = 2 nap esetén
is. Az is latszik azonban az abrarol, hogy — mivel az adatok szama csekély (8000
napi hozam) — az illesztési eljaras hibaja nem elhanyagolhato, amit a 4. napnal mu-
tatkozo exponens érték novekedés mutat. Ezt leszdmitva azonban egy vildgos trend
figyelhets meg az «(At) fiiggvényben. Mivel a 2.1.3 fejezetben azt lattuk, hogy a
skalazas érvényes a nagy-felbontasi adatok esetén, azaz a hozam egy napnal kisebb
idskiilonbsége esetén [Mantegna and Stanley, 1995|, nyilvanvaloan kovetkezik, hogy
az altalunk keresett karakterisztikus id6 az egy nap nagysagrendjébe esik.

Mivel, mint emlitettiik, az illesztési eljarasnak van egy bizonytalansaga, nem elé-
gedtiink meg csupan a(At) fliggvény vizsgalataval, hanem azt is megnéztiik, hogy az
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illesztett fiiggvényeknek a hisztogramtol valo négyzetes eltérése (példaul (3.6) egyen-
let) hogyan aranylik egymashoz, és ez az arany hogyan valtozik, ha noveljiik az id6-
kiilonbséget. A 3.5/b) abra ezt a vizsgalatot szemlélteti. Azt lathatjuk, hogy At
novelésével a hibak aranya csokken (a csokkenés trendje vilagosan latszik), és At =5
nap esetén, mindkét eloszlas nagyjabol ugyan akkora hibaval illeszkedik. Ez is alé-
tamasztja az allitdsunkat, hogy néhany nap idékiilonbség esetén a skalazis mar nem

érvényes.
0.7 5 T
a ¢ b.
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3.5. dbra. Atmenet a Lévy eloszlasbol Gauss eloszldsba. (a) Az illesztett eloszlds exponensének a
Gauss eloszlas exponens értékétsl valo eltérése (2 — «) a hozamhoz tartozd At kiilonbség fliggvényé-
ben. (b) Az illesztett Gauss és Lévy eloszlasok négyzetes hibajanak hanyadosa At fiiggvényében.

A 3.1 fejezet masodik alfejezetében azt taglaltuk, hogy mennyire fontos, hogy
az index fluktuacioinak leirasahoz a helyes mértéket valasszuk, ezzel kisziirve olyan
hatésokat, amelyek leptokurtikussé teszik az eloszlasfiiggvényt (példaul az atlag id6-
beli valtozasa). Ezért valasztottuk az iddkiilonbség helyett a logaritmikus hozamot.
Léteznek azonban sokkal kifinomultabb modszerek ezen effektusok kisztirésére, ilye-
nek példaul a 2.1.4 fejezetben bemutatott ARCH, GARCH modszerek. Ha ezeket
alkalmazzuk a nyers adatsorra, akkor a 3.1 tablazatbol leolvashatjuk, hogy hogyan
modosul az exponens értéke. Azt lathatjuk, hogy mig az ARCH moddszer nem okozott
jelentds valtozast, a GARCH modszerrel kapott exponens értéke sokkal nagyobb lesz,
de még mindig nem éri el a normalis eloszlasnak megfelel exponens értéket (o = 2).
Tehat tovabbra is leptokurtikus lesz az eloszlas. Ez azt jelenti, hogy az eloszlas lassan
lecsengd jellege nem csupan az idében valtozd varhatoérték és szoras miatt adodik.

3.1. tablazat. Az illesztett o exponens értéke a kiilonboz6 ,sziirési eljarasok” esetében.

Valtozo tipusa Exponens (o)
Log. hozam 1.40
ARCH 1.44
GARCH 1.64

Ha a GARCH modszerrel sztirt logaritmikus hozam eloszlasat és az erre illesztett
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Gauss és Lévy fiiggvényeket vizsgaljuk az idékiilonbség fiiggvényében (3.6 abra) azt
lathatjuk, hogy At = 5 nap esetén az eloszlas szinte teljesen Gauss jelleggel bir; a
Lévy eloszlas exponense o = 1.967, a normalis eloszlaséval egyezik meg.

1 T 1 T T
0.1 J
0.1t i
0.01 ]
0.01} ]
0.001+ ]
00— 0 2 & 60 -2 0 2 4
GARCH [log. hozam] GARCH [log. hozam]
o=1.64 a=1.967

3.6. dbra. Az empirikus eloszlas konvergencidja Lévy tipust viselkedésbdl Gauss eloszlasba, a
GARCH modszerrel kezelt logaritmikus hozam esetén. (a) A¢ = 1 nap, az illesztett Lévy eloszlas
exponense o = 1.64, joval meghaladja a GARCH nélkiil szamolt eloszlas exponensét (a ~ 1.4) (b)
dt = 5 nap, az exponens értéke o = 1.967, ami azt jelenti, hogy GARCH moddszer esetén az eloszlas
mér 5 nap utan j6 kozelitéssel Gaussnak tekinthets.

Gauss eloszlashoz valé konvergencia

Az el6z6 fejezet azt mutatta, hogy amennyiben a logaritmikus hozam idgkiilénbsége
meghaladja az egy napot, a hozam eloszlasanak skaldzasa nem érvényes. Tehat de-
finidlhatunk egy karakterisztikus idét, 7¢, ami a skdlazas érvényességének hatarat
jeloli. Abbol a ténybdl, hogy a skdlazas nem érvényes, azonban nem kovetkezik, hogy
az eloszlas ezen a skalan Gauss lesz. A 3.5 dbran ugyan azt lathatjuk, hogy az il-
lesztett Gauss és Lévy stirtiség-fiiggvények hibéainak (a hisztogramtol valé négyzetes
eltéréseik) hanyadosa tart az egyhez, ez azonban csak annyit jelent, hogy a Lévy
eloszlds nem illeszkedik jobban mint a Gauss eloszlas. A skilazas érvényességének
megsziinését jellemz§ 79 karakterisztikus idén kiviil definidlhatunk egy masikat, 74,
amely arra az idGskalara jellemz6, amelynél az index-hozam eloszlasa Gauss eloszlasi
lesz. Ez utobbit példaul a kurtozis (negyedik centralis momentum) konvergenciaja-
val definidlhatjuk [Pasquini and Serva, 2000]. Tegyiik fel, hogy a logaritmikus hozam
eloszlasa a (2.9) egyenletben leirt, exponencialisan levagott Lévy eloszlassal jellemez-
het6. Ebben az esetben az ilyen eloszlassal rendelkez6 valtozok Osszegének kurtozisa
analitikusan szamolhato:

My, 1] cos (%) (- 2)(a-3)

N:—:3 —_—
AN =3p =3ty o ala—1)

T I (3.7)
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ahol N az 0Osszegzett valtozok szama, és u a levdgdsi paraméter, amely forditottan
aranyos a levagési hosszal. Ez egy olyan karakterisztikus érték, amely azt a nagysag-
rendet jellemzi, amelynél nagyobb valtozok esetén az eloszlas mar nem hatvanyfiigg-
vényt, hanem exponencidlis fliggvényt kovet.

Ahhoz, hogy a valtozok 6sszegének kurtozisat analitikusan szamolhassuk, feltéte-
leztiik, hogy az eloszlas exponencidlis levagasi. Ugyanakkor a bevezet&ben emlitet-
tiik, hogy a legijabb eredmények arrol szamolnak be, hogy a levagas is hatvanyfiigg-
vény lecsengést mutat, csak nagyobb exponens értékkel. Ugy gondoljuk, hogy ez a
kiilonbség nem valtoztatja az eredményt lényegesen, és a valtozas valoszintileg csak
noveli a 7o karakterisztikus idét.

A (3.7) egyenletben szerepls (o, ao, ) paramétereket tgy kaphatjuk meg, ha
N =1 esetén illesztiink egy levagott Lévy eloszlast az empirikus adatokra. Ha az
igy meghatéarozott paramétereket behelyettesitjiik (3.7)-be, akkor azt lathatjuk (3.7
abra), hogy az igy meghatarozott kurtozis, mint a valtozok Osszegének a fiiggvé-
nye, k(N = At), jol illeszkedik az empirikusan szamolt kurtozis értékekre. Tovabba
azt olvashatjuk le az abrarol, hogy az az iddkiilonbség, amelynél a kurtozis értéke
megkozeliti a normaélis eloszlasnak megfelel kurtozis értéket (k = 3), néhany honap
nagysagrendjébe esik.

kurtézis

20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
At [nap]

3.7. dbra. Az index-hozam kurtdzisa, a hozamhoz tartozé idskiilonbség fliggvényében, illetve
a kurtozis analitikusan szamitott értéke. A paraméterek értékeit a hozam eloszlasara illesztett
exponenciélisan levagott Lévy eloszlas paramétereibdl hataroztuk meg: a = 1.4, a, = 8.6, . = 0.009

Osszefoglalva az eredményeinket azt lathatjuk, hogy legalabb két kiilonbozo ka-
rakterisztikus id6t definidlhatunk. Az egyik a hozam eloszlasdnak skalazaséara jel-
lemz6, 75, ennek az értéke egy nap nagysagrendjébe esik, mig a masik karakterisztikus
id6, 7¢ azt az idokiilonbséget jellemzi, amelynél a hozam eloszlasa ténylegesen Gauss
eloszlastu lesz. Ez utobbi az egy honap nagysagrendjébe esik, tehat 7¢ < 7¢.
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3.2. Egyrészvényes mikroszkopikus modell

Ebben a fejezetben egy mikroszkopikus modellel foglalkozunk
[Kullmann and Kertész, 2001c|, amely a 2.3.1 fejezetben emlitett ,csordaszel-
lemii” modellen [Cont and Bouchaud, 2000] alapszik. A t6zsdei iigynokok kiilonbozé
méretd csoportokat alkotnak, és a csoporton beliil minden résztvevé ugyanazt a
stratégiat koveti, vasarol, elad, vagy nem iizletel, ¢;(t) € {—1,0,1}. A részvény
aranak valtozasa ardnyos a vasarlasi és az eladési szandékkal rendelkez$ tigynokok
teljes szamanak a kiilonbségével:

n

r(t) ~ Y siilt),

=1

ahol ¢;(t) az i-edik csoport stratégiaja, és a csoportok egymastol fiiggetleniil hozzak
meg dontéseiket.

A csoportok kialakuldsa a preferdlt novekedési modellnek megfelelGen torténik,
amit a kovetkezs fejezetben targyalunk. A 3.2.2 fejezetben ennek a kialakulasi fo-
lyamatnak a leirasaval foglalkozunk. Jelolje P;(s,t) annak a valoszintiségét, hogy a
t-edik id6pontban az i-edik csoport mérete s. Ennek a mennyiségnek az analitikus
megoldasat szamoljuk ki. Erre azért van sziikség, mert noha a modelliinkben a cso-
portok mérete még az iizletelési folyamat el6tt kialakul, és annak sordn nem véltozik,
ugy gondoljuk, hogy val6sdghiibb lenne egy olyan gazdasagi modell bevezetése, ahol
ennek a két folyamatnak az idgskaldja nem valik szét.

Bevezettiink egy ar fliggd aktivitast, amely azonban eltér a 2.3.2 fejezetben leirt-
tol, mert nemlinearis modon fiigg az drnak a fundamentélis értéktsl valo eltérésétsl.
Ezt b6vebben a 3.2.3 fejezet targyalja.

3.2.1. Csoportok kialakitasdnak modellje

Lattuk, hogy amennyiben a csoportok kialakulésa egy perkolacidos modellel torténik,
a csoportméret eloszlas hatvanyfiiggvény lecsengésii lesz. (Feltételezve, hogy vagy
a perkolacios kritikus pontban vagyunk, vagy atlagoljuk a csoportokat a kiilénb6z6
betoltési valoszintiségek esetén).

Egy masik csoport kialakitési lehetGség, amely szintén hatvanyfiiggvény le-
csengésii csoport eloszlast eredményez, az tgynevezett preferdlt névekedési modell
[Simon, 1955]. (Természetesen nagyon sokféle modon lehetne hatvanyfiiggvény elosz-
last csoportokat kialakitani, itt azonban fontos szempontnak tartjuk, hogy a kiala-
kulasi mechanizmus valamelyest valosaghii legyen, tehat olyan modszerrel irjuk le a
csoportok kialakulasat, amely a valosagban is elképzelhetd.)

A preferalt novekedési modellt elGszor halozatok kialakulasénak leirasara vezet-
ték be. Képzeljiink el egy dinamikusan fejléds halozatot (6sszekotott csomopontok
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halmazat), ahol minden id6lépésben 1j csomépontok csatlakoznak a méar meglevik-
hoz. Minél tobb kapcsolattal rendelkezik egy, mar meglevé csomopont, annal nagyobb
valoszintiséggel fog ehhez kapcsoldodni az Gj elem.

Az utobbi id6kben kimutattak, hogy ilyen modellek alkalmasak olyan latszolag
kiilonb6z6 héalozatok leirasara, mint példaul a WWW halozat [Albert et al., 1999],
[Barabési and Albert, 1999|, az Internet [Faloutsos et al., 1999], a tudomanyos hivat-
kozasok statisztikdja [Redner, 1998|, stb. Ezek a rendszerek azzal a kézos tulajdon-
saggal rendelkeznek, hogy az egy csomo6pontbol kiindulo kotések szama (azaz egy
csomopont kapcesolatainak szama) hatvanyfiiggvény lecsengést, tehat skalainvarians.
Kideriilt, hogy ez a skilainvariancia a rendszer kialakulasi folyamatanak két fontos
tulajdonsagébol adodik: egyrészrél, hogy a rendszer az iddben folyamatosan névek-
szik, valamint hogy egy 1j elemnek egy mér létez6 csomoponthoz valéo kapcsolodési
valészintisége aranyos a csomopontokbol kifuté kapcsolatok szamaval.

Tegyiik fel, hogy az i-edik csomépont s; kapcsolattal (kotés) rendelkezik, ekkor
annak a valoszintisége, hogy az az 0j elem i-edik csomoponthoz csatlakozik, I1I;, ara-

nyos s;-vel:
Si

Z?:l Si’

ahol a nevezGben szerepl§ Osszeg a rendszerben szereplG Osszes kotés szama, és n

I, = (3.8)

a mar létez6 csomopontok szama. Az igy kialakuloé halézatban egy csomopontbol
kiindul6 kotések szaménak valosziniiségstiriiség fiiggvénye hatvanyfiiggvény lecsengési
lesz [Albert et al., 1999

P(s) ~ s72 (3.9)

§—>00
Ahhoz, hogy ezt a modellt alkalmazhassuk az altalunk vizsgalt gazdasagi folya-
mathoz, kis modositas sziikséges, ugyanis nekiink fliggetlen csoportok kialakulasara
van sziikségiink, mig a hélozati modell egy Gsszefiiggé halmazt ir le, azaz minden cso-
mo6pontbol barmely masikba eljuthatunk kotéseken keresztiil. A modositott preferélt
novekedési modellt a 3.8 abra szemlélteti. Kezdetben, t = 0, egyetlen csoport létezik,
egyetlen elemmel. Minden id&pillanatban egy 1j elem érkezik a rendszerbe, amely p
valoszintiséggel egy, mar meglevs csoporthoz csatlakozik, és ¢ = 1 — p valoszintiséggel
egy 1j csoportot alakit ki. Annak a valoszintisége, hogy a meglevs csoportok koziil az
i-edikhez kapcsolddjon, aranyos az i-edik csoport méretével, II; ~ s;. Az igy kialakulo
rendszerben a csoportméret eloszlas az alabbi alakot 6lti:
—1-1
P(s) ~ 57717, (3.10)
Amennyiben p = 0.5 — tehat az 4j elem ugyanakkora valészintiséggel valasztja, hogy
j csoportot alakitson-e ki, vagy mar valamelyik 1étez6hoz kapcesolodjon —, a (3.10)
egyenletben szerepl$ exponens értéke megegyezik a (3.9) egyenletben ismertetett el-
oszlas exponensével: (—1 —1/p)|,—05 = —3.
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Mint azt tobbszor emlitettiik, alacsony aktivitas esetén a csoportméret elosz-
las megegyezik a hozam eloszldsaval. Ez utobbi exponense a legutobbi vizsgalatok
szerint o ~ 4 |Gopikrishnan et al., 1998, Gopikrishnan et al., 1999]. Ahhoz tehét,
hogy a modell altal létrehozott hozam eloszlas aszimptotikus viselkedésének expo-
nense megegyezzen a valos adatokon mért eredményekkel, p = 1/3 valasztassal kell

®
N
sl/N/,’/\\\si N
¥ |
S [ |

1 i Uj csoport

élniink.

3.8. 4bra. Az &bra a ,csordaszellem(” gazdasagi modell csoportjainak kialakuldsat szemlélteti.
Az &bra tetején lathaté pont az 4 elem, amely p valészintiséggel egy, mar meglevs csoporthoz
kapcsolddik, és ¢ = 1 — p valoszintséggel egy 4j csoportot alakit ki.

3.2.2. A csoportméret eloszlas teljes megoldasa

Ebben a fejezetben a fent bemutatott csoport kialakulasi modellhez kapcsolodo kii-
16nb6z6 eloszlasok analitikus megoldésait szamoljuk ki. A szamitéas részleteit az (A)
fiiggelék taglalja, itt csak az eredményeket emlitjiik meg.

A csoportmeéret eloszlas, P(s,t) aszimptotikus viselkedését, P(s — oo, = 00) =
P(s) a (3.10) egyenlet irja le. A teljes id6fiiggs megoldas tetszdleges, s csoportméret
esetén az alabbi alakot 6lti: (Id az A.4 fejezetet)

Plat) = 3 (-1)! (S_1> {l_p el O ek R PR Y

— I—1 I+Ilp  1+4+1p T(t+1)I(1 —Ip)
P(s, he 00)
Mivel a fenti kifejezésben a [. . .]-ben szerepl masodik tag t '~/ szerint cseng le, ezért

t = oo esetén visszakapjuk az (A.6) egyenletben meghatarozott aszimptotikus értéket.
Erre utal a képletben szerepls P(s,t = oo) kifejezés, amely ugyanakkor s — oo esetén
a (3.10) alakot 6lti, mint arra az A.1 fejezet utal.

Meghataroztuk tovabbad az egyes csoportok teljes id6fiiggé meéreteloszlasat
is |[Kullmann and Kertész, 2001b| (a levezetést az A.2 fejezet részletezi):



3. FEJEZET. TOZSDEINDEX FLUKTUACIOJANAK VIZSGALATA 48

,Pl (S, t)

A

)

-~

: 1 (s—1 L'(t —Ip)
=1 <Z—1> T — Ip)

=1

b=1

A fenti kifejezés meglehetGsen bonyolult, amennyiben tovabbi szamitéasokra akar-
juk hasznalni (példaul gazdasagi folyamat analitikusan kezelése) nehezen kezelhetd.
Azonban hasonléan az atlagos csoportméret eloszlédshoz, az aszimptotikus hatareset-
ben (t,s — 00) ez is egyszertibb format 6lt:

S\ P
lim P;(s,t) = <Z> : (3.13)
t,i—00 t

A fent emlitett eloszlasok koziil néhanyra mar sziiletett korabban megoldas
[Barabasi et al., 1999, Simon, 1955, Dorogovtsev et al., 2000]. Ezek azonban egyrész-
r6l a halozati modell esetén érvényesek, amely, noha csak kicsit, de eltér az altalunk
hasznalt csoport kialakitasi modellt6l, masrészrél nem tartalmazzak csoportok teljes
id6fiiggs méreteloszlasanak megoldasat.

A gazdasagi modelliinkh6z szorosabban ugyan csak a csoportméret eloszlés, en-
nek is csak a stacionarius esete, P(s) kapcsolodik, de mint azt kordbban kiemeltiik,
lehetséges lenne egy olyan modell bevezetése, amelyben a csoport kialakuldsdnak és
az iizletkotés folyamatanak idgskalai nem valnak szét, s6t, a csoportok kialakulésa
esetleg fligg az aktualis arfolyam értéktSl. Ebben az esetben fontos lehet mind a
teljes rendszer, mind az egyedi csoportok id6fiiggd méreteloszlasanak ismerete.

3.2.3. Nemlinearis aktivitas

Ebben a fejezetben az aktivitas (egy adott pillanatban iizletel6 csoportok hanyada)
ar-fliggésének kérdésével foglalkozunk. A 2.1.2 fejezetben emlitettiik, hogy a hozam
abszolut értékének hatvanyfiiggvény szerint lecsengs autokorrelacioja az adott At id6-
intervallumban létrejott iizletkotések szamanak, Na;, lassan lecsengé autokorrelacidja
miatt van [Plerou et al., 2000]. Az Na; mennyiség a mi esetiinkben megegyezik az
aktiv csoportok méretének Osszegével, azaz

Na

Nar=Sa=)_si, (3.14)

=1

ahol n, az aktiv csoportok szama. Definialjuk az aktivitast, (n,/n) mint az aktuéalis
ar, és a fundamentalis ar kozti eltérés, log[p(t)/po], nemlinearis fiiggvényét, amit
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In[p(t)/p

3.9. abra. Az aktivitasok arfiiggése. a, a vasarlasi, a_ az eladasi szdndéka csoportok hanyadat
jeloli. Az aktivitas harmadrendd fiiggvénye log[p(t)/po]-nek, ahol py a fundamentéalis értéket jeloli.
Amennyiben In[p(t)/po] < |b*| az aktivitasok a; és a_ egyenlGek. Ha In[p(t)/po] > b* akkor ay =
0, a_— = ap mig az ellenkez§ esetben: In[p(t)/po] < —b* = a— =0, ay = ap. Az ap mennyiség a
csoportok szdmanak reciprokaval egyezik meg.

a 3.9 dbra mutat. A vasarlasi aktivitas, (vasarlo csoportok hanyada, a,) illetve az
eladasi aktivitéas, (a_) kozt csak abban az esetben tesziink kiilonbséget, ha az arnak
a fundamentélis értéktsl valo eltérése meghalad egy kiiszobértéket, b*-ot. Ekkor attol
fiiggGen, hogy felette van-e a fundamentélis drnak, vagy alatta, a vasarlasi, vagy
az eladasi aktivitas nullara csokken, mig a mésik nem valtozik. Ez hasonléan a 2.3.2
fejezetben emlitett modszerhez [Chang and Stauffer, 1999] egy visszatérits erct jelent,
ami meggéatolja, hogy a részvény ara tulsagosan messze keriiljon a fundamentélis
értéktol.

Az elsédleges célunk ezzel a definicioval azonban nem ez a visszatéritési eré beve-
zetése volt, hanem az, hogy biztositsuk, hogy a folyamat egymést kdvets lépéseiben az
aktivitdsok korrelaltak legyenek. Adott aktivitasi érték esetén, az ehhez kapcsolodo
tizletkotések szama, Na; kiilonboz6 lehet, de atlagosan nagyobb aktivitdas nagyobb
tizletkotési szamot eredményez, ami azt jelenti, hogy ezek is korrelalni fognak az id6-
ben.

Az aktivitasi fliggvény alakjat intuitiv médon hataroztuk meg. Azon a hipotézi-
sen alapul, hogy a fundamentalis értéktsl valo kisebb eltérések inspiraljak az iizlete-
l16ket, mig a nagy eltérések hatasara az iizletkot6k ovatosabbak lesznek, aktivitdsuk
visszaesik. Tobbféle fiiggvényt is kiprobaltunk, és a tapasztalat azt mutatta, hogy
az eredmények kevéssé érzékenyek a fliggvény tipusdnak (méasod vagy harmadrendi
gorbe) valasztasatol.
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3.2.4. Eredmények

A szimulaciot a kovetkezGképpen végeztiik. ElGszor kialakitottuk a csoportokat a 3.2.1
fejezet alapjan, p = 1/3 paraméter értékkel. A rendszert N = 107 mérettire valasztot-
tuk, ami azt jelenti, hogy a csoportok szama koriilbeliil n = px N ~ 3%10° lesz. Ezut4n
meghataroztuk az aktivitas ar-fiiggvényét, amit a 3.9 abra szemléltet. Az ay paramé-
ter a csoportok szamanak reciproka. Az aktivitds maximum értékét, a,, = 500 x ay
valasztottuk. A fundamentalis ar értékét allandonak vettiik a folyamat soran, hiszen
elssorban a hozam és nem maga az ar idébeli fiiggésére voltunk kivancsiak, valamint
a hozam korrelaciojara. Ezutan szimulaltuk a t&zsdei folyamatot.

A 3.10 abra egy példat mutat a szimuldcioval kapott logaritmikus hozam idG-
fiiggésre. Az &bra igy ranézésre viszonylag jo hasonlésdgot mutat egy valoédi hozam
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0.04 .

0.02 - n

0

log[p(t)/p(t-1)]

-0.02 b
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3.10. dbra. Hozam idé&fiiggése a ,csordaszellemt” mikroszkopikus modell eredményeként.

idsfiiggvénnyel (lasd a 2.1/b) abrat). Latszik, hogy az extrém ugrasok sokkal gyako-
ribbak, mint egy véletlen bolyongas esetén, azaz a hozam eloszlas a Gaussnal lassabb
lecsengést mutat. A masik szembeting tulajdonsag a valds adatoknél szintén megfi-
gyelt ,volatilités fiirtoz6dés”, tehat az a jelenség, hogy a hozam idé6fiiggésében a nagy
ugrasok nem rendezetleniil helyezkednek el, hanem egyméshoz kozel, fiirtoket alkotva,
ami a hozam abszolut értéke esetén lassi lecsengésii autokorrelacios fiiggvényt ered-
ményez.

A fenti viselkedéseket, azaz a hozam eloszlast és abszolut értékének auto-korrela-
cidjat, a 3.11 dbra mutatja. A legmeglep&bb eredmény, hogy a logaritmikus hozam
eloszlasara, 3.11/a) abra, nem egy egyszert hatvanyfiiggvény lecsengésii eloszlast ka-
punk, hanem egy eloszlast két kiilonb6z6 exponens értékkel, ami hasonlo a valos
piacokon megfigyelt jelenséghez |Gopikrishnan et al., 1999|. Ez azonban csak min6-
ségi egyezés, az exponensek értékei nem egyeznek meg a valds exponens értékekkel.
A mi esetiinkben a kisebb exponens értéke a; = 1.72, ellentétben a valosagban mért
2.4-es értékkel. A nagyobb exponens értéke a, = 3.36, ami a valos esetben 4.
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3.11. dbra. a) A logaritmikus hozam eloszlasa. Log-log skilan dbrazolva két, kozelitSleg linearis
tartomanya van. Az els6hoz tartozo exponens értéke ~ 1.72 mig a mésodiké ~ 3.36 b) Az abszo-
lat logaritmikus hozamok Osszegének szorasa, D(n). A szaggatott vonal a korrelalatlan, 6 = 0.5,
idésornak felel meg. A folytonos vonal egy illesztés, 6 = 0.95 exponenssel.

“, 0,

siik az abszolut hozamértékek Osszegének szorasnégyzetét:

DQ(in) = D*(n)=n+2 z_:(n —m) C(m) ~n?, (3.15)

ahol C'(m) ~ m™" az autokorrelacios fiiggvény. A levezetést a B fiiggelég tartalmazza.

k > 1 esetén 0 = 0.5, ugyanakkor lassi lecsengést korrelacio, k < 1 esetén
0.5 < 6 < 1, és a korrelacié exponense, k kiszamolhatd a Kk = 2 — 2§ Osszefiiggésbaol.
A 3.11/b) 4bra a varianciat, mint az 6sszegzett abszolut hozamértékek szamanak fiigg-
vényét mutatja, D(n)-et. Nyilvanvaloan latszik, hogy a logaritmikus hozam abszoliit
értékének idofejlédése korrelalt, és autokorrelacioja hatvanyfiiggvény lecsengési, de
az exponens értéke, k ~ 0.05, ebben az esetben sem egyezik a val6 adatokon mért
értékkel, k ~ 0.3.

Osszefoglalasként a modelliink elénye az egyszeriiségében rejlik, és ugyanakkor a
valos adatokon megfigyelt | stilusjegyekkel” minGségi egyezést mutatnak. A hatranya,
hogy szerepelnek benne paraméterek (példaul a csoport kialakitasi paramétere, p, az
aktivitas paraméterei, b*, a,,), amelyeket be kell allitani, és az eredmények, azaz az
eloszlas és a korrelacio exponensei fiiggenek ettél. Tovabbi vizsgélatok sziikségesek
ezen paraméterek szerepének tisztazasara.

3.2.5. Atmenet a Gauss eloszlasba a ,.csordaszellemi” model-
lek esetén

A 2.3.2 fejezetben azt lattuk, hogy a perkolaciés mikroszkopikus modell esetén, ha
az aktiv csoportok szama kicsi, az eloszlas hatvanyfiiggvény lecsengési lesz. A kii-
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16nb6z6, de kis aktivitashoz tartozo eloszlasok egymasra skalazhatoak. Ugyanakkor
nagy aktivitas esetén az eloszlas a Gausshoz konvergal, lasd a 2.15 abréat.

Az altalunk hasznalt modellben, [Kullmann and Kertész, 2001¢|, ahol a csopor-
tok kialakitasa nem perkolacioval, hanem egy preferalt novekedési modellel torténik,
szintén fellép ez a jelenség. A 3.12 dbran azt latjuk, hogy mig az aktivitas kicsi,
az eloszlas lassu lecsengésii lesz, de megnovelve az aktivitas értékét, a hozamértékek
normalis eloszlast kovetnek.
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3.12. abra. A logaritmikus hozam eloszlasa kiilénboz aktivitas értékek mellett. A négyzetekkel
jelolt gorbe abban az esetben adédik, ha az aktivitds minimalis, tehat csak egyetlen elad6 és egyetlen
vasarlo csoport létezik. A korokkel jelzett gorbe 10000-szer nagyobb aktivitas esetén lép fel. A
folytonos vonallal jelzett gorbe egy illesztett Gauss eloszlas.

Felvet6dik a kérdés, hogy mi okozza a fenti modellekben ezt az atcsapast? Az
egyik lehetséges ok az lehet, hogy az eloszlas nem a Lévy tartomanyban van, azaz
véges szorassal rendelkezik, igy a centralis hatareloszlas tétele értelmében a normalis
eloszlashoz konvergal a valoszintiségi valtozok Osszegzésével. Ez a jelenség figyelhetd
meg az altalunk alkalmazott modell esetén. A siirtiségfiiggvény nagy logaritmikus
hozamértékek esetén o =~ 4 exponenssel cseng le, ami kiviil esik a Lévy tartoméanyon,
(0 < a2).

A perkolaciéos modell esete azonban kevésbé egyértelmd. A perkolacios fiirtok
eloszlasa a Lévy tartoméanyban van, ugyanis P(s) o s~7, ahol 2 < 7 < 2.5, igy az
ilyen tipusu fiiggetlen valoszintiségi valtozok osszege sokkal inkdbb egy stabil Lévy
eloszlashoz kéne hogy konvergaljon, mint a normaélis eloszldshoz. Ha a csoportok
kialakitdsa nem perkolacioval torténik, viszont az eloszlas tovabbra is Lévy tarto-
manyban van, azt figyelték meg, hogy a Gausshoz val6 konvergencia nem lép fel
[Chowdhury and Stauffer, 1999|. (Itt megjegyezziik, hogy noha a 2.3.1 fejezetben
emlitett perkolacios modellben, [Stauffer and Sornette, 1999] a hozam siirtiségfiigg-
vényének exponensére o >~ 4 adddott a kiilonb6z6 perkolacios valoszintségekre vald
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atlagolas miatt, a normalis eloszlashoz vald konvergenciat abban az esetben is megfi-
gyelték, amikor nem alkalmaztak ezt az atlagolast.)

A kérdés az tehat, hogy a megfigyelt normalis eloszlashoz valo konvergencia a
perkolacios fiirtok valamely specialis tulajdonsiagéabol adodik-e — abbol, hogy fiirtok
nem fiiggetlenek egymastol —, vagy maéas okra vezethets vissza? Ez a mésik ok lehet,
hogy annak ellenére, hogy az eloszlas a Lévy tartomanyban van, 1étezik a rendszerben
egy levagas, ami miatt véges szorasa lesz az eloszlasnak, és a centralis hatareloszlas
tétele érvényesiil. A levagas a rendszer véges volta miatt adodhat.

Ahhoz, hogy megvizsgaljuk ezt a kérdést, [Stauffer and Sornette, 1999]-hez hason-
loan szimuléaltuk a gazdasagi folyamatot, de a csoportokat nem perkolacioval, hanem
egy Lévy bolyongés segitségével generaltuk. Igy ezek mérete egymastol fiiggetlen volt,
ugyanakkor tovabbra is feltettiik, hogy a rendszerben levé résztevok szama véges, te-
hat az eloszlasban lesz egy levagas [Kullmann and Kertész, 2001al. Ez a feltétel a
perkolacios modellben is fennallt, hiszen maga a perkolacids racs véges volt. Ellen-
tétben a [Chowdhury and Stauffer, 1999| referenciaval, mi azt tapasztaltuk, hogy a
hozamértékek Osszegzésének hatasara létrejon a normalis eloszlashoz val6é konvergen-
cia, lasd a 3.13 abrat, ami azt sugallja, hogy az ok a csoportméret eloszlas levagasaban
keresendd, amely miatt véges szorasa lesz az eloszlasnak.
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3.13. 4bra. Logaritmikus hozam eloszlasa abban az esetben, ha a csoportok mérete egy leviagassal
rendelkezs Lévy eloszlast kovet. A levagas a véges elemszam miatt 1ép fel. A csoportméret eloszlas

a = 0.4. A levagasi értéket 10°-nek valasztottuk, ami a legnagyobb lehetséges csoport mérete. A
folytonos vonal egy illesztett Gauss eloszlas.

Nyilvanvaloan az eloszlds Gausstol valo eltérése, — tehat, hogy mennyi val6szi-
niliségi valtozo Osszeadésa sziikséges a Gauss eloszlas eléréséhez —, fligg a rendszer
méretétdl, mivel a levagési érték, azaz a legnagyobb csoport mérete, s,,, szintén rend-
szerméret fliggd. Ugyanakkor felhivjuk a figyelmet, hogy a modellben a konvergencia
folyamat kontroll paramétere az aktivitas, a, és nem az Osszegzett csoportok szama.
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Az aktivitas azon értékének, amelynél a konvergencia fellép, a méretfiiggése nem tri-
vialis.

Kotott aktivitas érték esetén a hozamérték szamitashoz sziikséges Osszegzendd
értékek szdma atlagosan linearisan fiigg az iizletelG elemek teljes szamatol, tehat a
perkolacios modell esetén a rendszer, vagyis a racs méretétsl. Tehat kétszer akkora
lembe vett elemek szama atlagosan kétszer akkora lesz. Abban az esetben, ha a
Gausstol valo eltérés, A szintén linedrisan fiigg a rendszermérettsl, azt kapjuk, hogy
az atcsapas (tehat ahol a hozam eloszlasok mar nem skalazhatoak egymésba, hanem
a Gausshoz tartanak), konstans aktivitasnal 1ép fel, a rendszermérettdl fiiggetleniil.
A kovetkezGkben bebizonyitjuk, hogy a perkolaci6 esetén ez érvényesiil.

A perkolacios elméletben a legnagyobb fiirtméret a rendszermérettsl az alabbi
modon fiigg [Stauffer and Aharony, 1994]:

s, o LI o NU=B//d

ahol N a racspontok szama. Jelolje p,(z) az n darab fiiggetlen, azonos eloszlasu
valoszintiségi valtozok Osszegének striiségfiiggvényét. Ennek a normalis eloszlastol
valo eltérése, A, konstans x érték esetén felirhato az alabbi alakban [Feller, 1968|:

1 )
e = A S 2 3.16
Pn() me o~ o3 (3.16)

ahol a4 a negyedik, oy a masodik centralis momentum, és perkolacié esetén ezek
rendszerméret fiiggése a kovetkezs lesz:

ay(N) = 284715 o 527 o N(EfT)(gfﬁ/y), (3.17)
s=1
Sm

ax(N) =3 &n o T N (3.18)
s=1

Ha behelyettesitjiik a (3.17) és a (3.18) egyenleteket a (3.16) egyenletbe, megkapjuk
az n valoszintiségi valtozd Osszegének eloszlasa és a Gauss eloszlas kozti tavolsagot,
mint a rendszerméret fiiggvényét:

A(N) 1 U=

n

(3.19)

Felhasznélva a perkolacios skalatorvényeket, [Stauffer and Aharony, 1994], a fenti ki-
fejezés exponensére % = 1 adoédik, ha a dimenzi6: 2 < d < 6. Mivel a
Cont-Bouchaud modellben az 6sszegzett csoportok atlagos szdma aranyos a rendszer-

mérettel, (n) = 2aN, igy (3.19)-bdl adodik:

A(N) % (3.20)
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Ha az atcsapast A = const értékkel definidljuk (tehat az atcsapas ott torténik, ahol
A kisebb, mint egy meghatarozott konstans érték), (3.20) alapjan azt lathatjuk, hogy
az atcsapashoz tartozd aktivitési érték fiiggetlen lesz a rendszer méretétsl.

A Gauss eloszlashoz valo atcsapasnak egy masik oka is lehet azonban, nevezetesen
a kialakitott csoport konfiguraciok véges szama. A perkolacios mikroszkopikus mo-
dellben, [Stauffer and Sornette, 1999|, az iizletelési folyamatot egy fix csoportkonfigu-
racio mellett tortént, majd ezutdn ennek eredményeit atlagoltak kiilonb6z6 csoport-
konfiguraciokra. Abban az esetben, amikor a konfiguracio fix, szintén definialhatunk
egy levagasi értéket a méreteloszlasban, ami az adott konfiguracioban szerepls leg-
nagyobb csoport mértete lesz. Ez a levagas akkor is fellép, ha végtelen nagy racson
szimulédlunk véges szamu fiirt6t. Ha nem atlagolunk ki kiilonb6z6 mintékra, az el-
oszlas Gausshoz fog konvergalni, mivel a levigas miatt véges lesz az eloszlas szorasa.
Ez a jelenség akkor is jelentkezik, ha ugyan kidtlagolunk kiilonb6z6 mintakra, de a
mintdk szdma kevés. Minél t6bb mintara torténik az atlagolas, a legnagyobb csoport
okozta levagas értéke ,elkenddik”, és a végeredmény egy hatvanyfiiggvény lecsengésii
eloszlas lesz, ahogy azt a 3.14 4bra is szemlélteti. Természetesen abban az esetben, ha
egy végtelen nagy rendszert szimulalunk és a konfiguraciok szdma, amire az atlagolas
torténik szintén végtelen, az igy kialakulé hozam eloszlasa perkolaci6 esetén stabil
Lévy eloszlast eredményez.
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3.14. abra. A hozam eloszlas Gauss jellegii viselkedése, a mintdk korldtozott szama miatt. A fenti
példaban a csoportméret eloszlas Lévy eloszlast, a = 1.1 exponenssel. Az aktivitas értéke a = 0.4.
A () 10 mintéara torténs atlagolas eredménye. Az eloszlasra jol illeszkedik a Gauss eloszlas. A (o)
esetében 100 mintara atlagoltuk a folyamatot, ebben az estben az eloszlas lassan lecsengs jelleget
mutat.



4. fejezet

Részvény arfolyamok
keresztkorrelaciol

4.1. Idéfiiggetlen keresztkorrelacidk vizsgalata

A 2.2 fejezetben emlitettiik, hogy a kockazat csokkentésének egyik hatékony modja
a portfolio Osszedllitisa, tehdt nem egyetlen részvény, hanem egy részvény csomag
vasarlasa. Ahhoz, hogy meghatarozzuk, milyen részvények keriiljenek a csomagba,
ismerniink kell ezek egymashoz viszonyitott idébeli valtozasat. Ennek legegyszertibb
meghatarozasa a keresztkorrelaciok mérésével torténik. A keresztkorrelacio felfoghato,
mint a részvények kozti effektiv kolcsonhatas erGssége, amely alapjan a részvények
csoportokba rendezhetek. (Itt a csoportok nem a portfolio csomagot jelolik, csupan
arr6l van sz6, hogy ugy kivanjuk rendezni a részvényeket, hogy a ,hasonloak” ugyan-
azon csoportba keriiljenek.) Minél nagyobb a korrelacio két részvény kozott, annal
hasonlobbnak nevezziik 6ket, és annal nagyobb valdszintiséggel keriilnek ugyanazon
csoportba. Nyilvanvalo, hogy a csoportba rendezés nem csak egyféleképpen végezhets
el, hanem fiigg attol, hogy milyen kdlcsonhatési erdsséget kivanunk meg ahhoz, hogy
két elemet ugyanazon csoportbelinek tekintsiink. Ez kapcsolatban van azzal, hogy a
portfolio elméletben mekkora kockazat mellett kivanjuk maximalizalni a nyereségiin-
ket. A csoportoknak ilyenmodon egy hiererchikus struktirdja all eld.

Ebben a fejezetben ennek a strukturanak a meghatarozasaval foglalkozunk. A
bevezetGben emlitettiik, hogy Mantegna az MST modszerével oldotta meg a rész-
vénycsoportok kozti hierarchikus rend kimutatasat. Mi egy maésik, szintén a beveze-
t6ben emlitett modszerrel, a szuper-paraméagneses csoportositassal hatarozzuk meg
ezt, amely egy ¢ allapotu Potts modell vizsgalatara vezethets vissza.

26
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4.1.1. Szuper-paramagneses Potts modell alkalmazasa

Emlékeztetve a bevezetGben irtakra, a szuper-paramagneses csoportositasi modszer
lényege, hogy a (2.32) egyenlet altal meghatarozott Hamilton fiiggvénnyel jellemzett
rendszernek meérjiik a szuszceptibilitasat, x(7') (lasd a (2.34) egyenletet) a hémér-
séklet fliggvényében, és meghatirozzuk a kiilonb6z6 szuper-paraméagneses fazisokhoz
tartozo hémérséklet tartomanyokat. Az igy meghatéarozott hdmérsékleteken (példaul
a hémérséklettartoméany mértani kozepe) kiszamolt spin-spin korrelacios fiiggvény,
(ds;,s;), fogja megadni, hogy a halmaznak mely elemei tartoznak egy csoportba. Az
eredeti Domany modellben a halmaz elemeinek egy metrikus térben elhelyezked6 pon-
tok feleltek meg, és az elemek kozti kdlcsonhatés a pontok kozti tavolsag fiiggvénye
volt, ahogy azt a (2.33) egyenlet definialja.

Egy fontos probléma felmeriilt a mi esetiinkben. A részvények kozt nem csak
wonzas” (pozitiv korrelacio) lehetséges, hanem ,taszitas” (negativ vagy antikorrelacio)
is. S6t, bizonyos szempontbol ez a ,taszitd” hatas fontosabb is lehet a portfolio elmélet
szempontjabol, hiszen a kockazat minimalizalasanak egyik legegyszeriibb modszere,
ha egymaéssal ellentétesen mozg6 részvényeket valogatunk ssze, ami redukélja a nagy
arzuhanas esetén kialakul6 veszteséget. Az antikorrelacio kezelésének a probléméjat
ugy oldottuk meg, hogy elvetettiik a metrika feltételét, ezaltal lehetGség nyilt, hogy
negativ (anti-ferroméagneses) csatolasokat is megengedjiink. A Potts spinek kozti
csatolads a mi esetiinkben explicit fiiggvénye a részvényarfolyamok kozti korrelacios

egylitthatonak, p;;:
Jij = sgn(pij) (1—exp{—n_1 [@]nD (4.1)
j j n a

A korrelacios egytitthatok meghatéarozasat a (2.30) egyenlet definidlja. Fontos, hogy
a kolcsonhatés gyorsan novekvs fiiggvénye legyen a korrelacioknak. Ezzel ugyanis

a probléma hosszi-hatotavolsagu jellegét (hiszen minden részvény minden mésikkal
kolesonhat, még ha gyengén is) rovid hatotavolsagiuva teszi, azaz a gyenge korre-
laciokat még gyengébb, szinte nulla erGsségti kolcsonhatassal helyettesiti. Ez nem
jon a szuper-paramagneses fazis. Ahhoz ugyanis, hogy a kiilénb6z6 spin csoportok
egymastol fiiggetlenek legyenek (egymastol fiiggetleniil meg lehessen Gket forgatni),
sziikséges, hogy a csoportok kozti kélesonhatas nagyon kicsi, vagy nulla legyen. En-
nek megértéséhez térjiink vissza az eredeti problémahoz, amikor a halmaz elemei kozti
hasonlosagot mint a tavolsag fiiggvényét tekintjiik. Tegyiik f6l, hogy harom pontunk
van, ezek koziil ketts, A és B kozel egyméshoz, mig a harmadik, C, tavolabb t&liik.
Akkor fog a két kozeli pont, A és B, egy csoportba tartozni és a harmadik, C, egy
masik csoportba, ha egy adott hdmérsékleten annak a valoszintisége, hogy C' méasik
iranyba mutat mint A vagy B: Psc ~ exp{—Jac/T}, nagy, mig annak a valoszini-
sége, hogy A és B ellenkez$ iranyba mutatnak: Pap ~ exp{—Jap/T} kicsi. Minél
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gyorsabban cseng le a tavolsaggal a csatolasi erdsség, annal konnyebben alakul ki a
PAB < PAC feltétel.

Egy mésik ok, ami miatt sziikséges, hogy a csatolési egyiitthaté gyorsan lecsengs
fliiggvénye legyen a korrelacioknak az, hogy a kis korrelaciok inkabb a zaj mint a
valos informacio kovetkezményei, és nem akarjuk, hogy a zaj befolyasolja az ered-
ményeinket. A (4.1) egyenletben definialt csatolasi dllandonak két paramétere van,
a és n. Ezeket tugy kell megvalasztani, hogy 1étezzen a szuper-paramagneses fazis,
ugyanakkor az eredményeink ezen beliil ne fiiggjenek til erGsen a paraméterek va-
lasztasatol. A paraméterek finomhangolasa arra is szolgal, hogy kénnyebben meg-
figyelhet6 legyen az atalakulasi pont, azaz a szuszceptibilitds fliggvényben élesebb
cstcsok legyenek és a koztiik 1év6 lapos tartomany nagyobb legyen. Az a paraméter
egy lehetséges valasztasa az egy spinhez tartozo legnagyobb korrelacios értékek at-
laga: a = 1/N El]\il max;(p;j). A (4.1) egyenletben szerepld n hatvany a klcsonhatas
tartoményat allitja be, az exponensben szerepl n/(n — 1)-es faktor a kélesonhatési
fliggvény inflexids pontjat tolja el.

A rendparamétert a (2.35) egyenlet definidlja, ahol N a spinek (mi esetiinkben
vallalatok) szama, ¢ a lehetséges allapotok szama, amit egy spin felvehet. Illetve Npqz
a maximalis szdma azon spineknek, amelyek egy irdnyba mutatnak. A ¢ paraméter
beallitdsara nincs el6irt recept, mert mindig az adott probléméatol fiigg az értéke. Tl
kis g érték megneheziti az SPM csoportok meghatarozasat mivel ekkor a kiilonb6z6
csoportok arra kényszeriilnek, hogy ugyanabba az irdnyba mutassanak. Ugyanakkor
tal nagy q érték esetén a szimuléaciés id6 né meg, ami az egyensiily beallasahoz kell.
Az eredmény azonban nem fiigg tulsdgosan a ¢ értékétsl. Egy kézenfekvs mod a ¢
paraméter meghatirozasara, ha egyenlévé tessziik az elemek szdméval: ¢ = N.

A paraméterek meghatarozasa utan a rendszert szimulalni kell a hémérséklet fiigg-
vényében. Az elsérendd SPM fazisatalakuldsok azon hémérsékletnél lesznek, ahol a
szuszceptibilitdasban x(T) = N ((m?) — (m)?) /T egy cstcs talalhato. Kényelmi szem-
pontbol mi a x(7T') = Tx(T)/N fiiggvényt hasznaltuk. Ennek az az el6nye, hogy ez
a fiiggvény a két fazisatalakulési cstics kozt majdnem konstans a hémeérséklet fligg-
vényében, ezaltal még inkabb megkonnyiti a kiilonb6z6 SPM fazisok detektalasat. A
legegyszeriibb, nem trividlis esetben, tehat amikor létrejon egy SPM fézis, Osszesen
két fazisatalakulas torténik: a Ferromégneses (FM) = szuper-paramagneses (SPM)
fazisok, és a szuper-paramagneses (SPM) = Paramaégneses (PM) fazisok kozt. De
lehetséges hogy az SPM fazison beliil is taladlunk tjabb csicsokat a szuszceptibilitas-
ban, amelyek azt jelentik, hogy tobb mint egy karakterisztikus rendezédés alakul ki.
A hoémérséklet novelésével a kiilonbo6z6 csoportok alcsoportokra esnek szét, azaz a
csoportok egy hierarchikus strukturaja all el6. A vizsgalodas célja ezen hierarchikus
struktira kimutatasa.
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Felhasznalt adatok

Két rendszert vizsgaltunk. Az egyik a Dow Jones Industrial Average (DJTA) t6zsde-
indexbdl kivalasztott 30 vallalat, a masik a Standard & Poor’s 500 (S&P500) index
vallalatai koziil valasztott 443 vallalat volt. Az vallalatok hozamai kozti korrelaciot
az 1989 julius 3 és 1995 oktober 27 kozti idGintervallumra atlagoltuk. Ez az atlag
adja meg a korrelacios egyiitthatokat, p;;, amelyekbél a csatolasi allandot szamoljuk.
Mig a DJ vallalatok kozt az adott idétartomanyban csak pozitiv korrelacid léte-
zik, pij > 0 Vi,j esetén, (azaz a spinek kozt csak FM-es kolcsonhatas alakul ki) az
S&P500 vallalatai kozt 1étezik negativ korrelacié is, amely lehetGséget nyujtott, hogy
megvizsgaljuk, hogy az AFM-es kolcsonhatas milyen mértékben befolyasolja a kia-
lakult csoport struktirat. A 4.1 &dbra a keresztkorrelaciok egyiitthatdinak eloszlasat
abrazolja. Az abrarél azt olvashatjuk le, hogy bér léteznek negativ korrelaciok, de
ezek szama és nagysaga sokkal kisebb volt, mint a pozitiv korrelacids egyiitthatoké.

0.001 ! ! !
-0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8

korrelacios egyutthatop;;

4.1. dbra. S&P500 t6zsdeindexbdl kivalasztott 443 vallalat kozt mért korrelicié egyiitthatoinak
eloszlasa. A korrelaciok koriilbeliil 6 év idGintervallumra lettek kiadtlagolva. Az &bra azt mutatja,
hogy léteznek ugyan negativ korrelacios egyiitthatok, de ezek nagysaga sokkal kisebb, mint a pozitiv
egyiitthatoke, valamint szdmuk is sokkal kevesebb.

4.1.2. Eredmények értékelése

Els6ként tehdt a DJ indexet vizsgaltuk meg, amely N = 30 vallalatot tartalmaz.
Emlitettiik, hogy ennél a halmaznal csak FM-es kdlcsonhatés létezik, ezért a szimulé-
ci6 a hatékony Swendsen-Wang algoritmussal [Swendsen and Wang, 1987| végezhetd.
A (4.1) kolcsonhatas paramétereit a = 0.43 illetve n = 8 értékeknek valasztottuk.
A szuszceptibilitas x hémérséklet fliggését a 4.2 abra szemlélteti. Mivel a rendszer
mérete kicsi — dsszesen 30 elemet tartalmaz —, nagy fluktuaciok 1épnek fel a szuszcep-
tibilitas hGmérsékletfiiggésében, ami megneheziti a csoportok meghatarozasiat. Mint
ahogy a (4.2) Abra mutatja, nem teljesen egyértelmii mely cstcsok jelzik a fazisata-
lakulést, és melyek azok, amelyek csak a fluktuicidé kovetkezményei. Ugyanakkor,
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mint emlitettiik, két fazisatalakulasi h6mérséklet kozt a x szuszceptibilitds majdnem
konstans értékd. Ezt a tulajdonsidgot hasznaltuk ki a kiilénb6zé fazisok meghata-
rozasahoz, amely alapjan négy kiilonb6z6 hémérsékleten vizsgaltuk meg a spin-spin
korrelacios fiiggvényt. Ennek eredményét a 4.1 tablazat mutatja. (A roviditések a
vallalatok szokasos szimbolumai, amelyeket a C fiiggelékben talaljuk meg.) A tabla-
zatban csak azon csoportokat tiintettiik fel, amelyeknek haromnal t6bb elemiik volt.
A 4.1 tablazatbol azt olvashatjuk le, hogy a DJ vallalatai esetében Gsszesen két cso-

4.1. tablazat. A DJ vallalatai kozt kialakuld csoportok a kiilénbozs felbontas, azaz homérséklet
mellett.

7=0.003 | (1) | AA, ALD, AXP, BA, BS, CAT, CHV, DD, DIS, GE, GM, IP, JPM, KO, MCD,
MMM, MO, MRK, PG, T, TX, UK, UTX, XON
(1) | AA, DD, GE, GM, IP, JPM, KO, MCD, MMM, MO, MRK, PG, T
(2) | CHV, TX, XON
7=0.15 | (1) | CHV, TX, XON
2)
(1)

T7=0.13

DD, GE, IP, KO, MCD, MMM, MO, MRK, PG, T
CHV, TX, XON

T7=0.28

portot kiilonboztethetiink meg: egy kisebbet, amelyben az olaj-ipari cégek tartoznak,
és egy nagyobbat. Az utobbi a hémérséklet novekedtével (tehat a felbontas novelésé-
vel) kisebb csoportokra hullik szét. A hierarchia ugyan létezik valamilyen mértékben,
hiszen 7' = 0.03 homérsékleten még mindkét csoport egybe tartozott, de nem je-
lentds. Osszehasonlitva az eredményeinket a Mantegna altal vizsgalt eredményekkel
[Mantegna, 1999] nagymértéki egyezést talalunk.
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4.2. dbra. A szuszceptibilitds Y = Tx/N hémérséklet fiiggése a DJ t6zsdeindex véllalatai esetében.
A szimulacié paraméterei: a = 0.43, n = 8 és ¢ = 100 voltak.

A miésik altalunk vizsgalt rendszer a Standard & Poor’s 500 tézsdeindex volt,
amelynek tanulményozéasa érdekesebbnek mutatkozik, egyrészrél a vallalatok nagyobb
szama miatt, N = 443, mésrészrdl ezen véllalatok korrelacioi kozt mar taldlhatunk
negativ értékeket is.
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Ahhoz, hogy a ,taszitas” hatasat megvizsgalhassuk, két kiilonb6z6 modon vé-
geztiik a szamitasainkat. ElGszor csak tiszta ferroméagneses kolcsonhatast vettiink
figyelembe (a korrelacios egyiitthatok abszolit értékét tekintettiik), méasodszor vi-
szont figyelembe vettiik a korrelacios egyiitthato elGjelét is. Azt talaltuk, hogy a két
eset kozti kiillonbség 1étezik, de a mi adathalmazunk esetében csak az alapéllapotban,
T = 0 figyelhet6 meg.

A FM esetben a szuszceptibilitas y hémérséklet fiiggését a (4.3) abra szemlélteti.
A szuszceptibilitasban itt is nagy fluktuédciok lépnek fel, amelyek abbol adédnak, hogy
a 4.1 abran lathato korrelacios egyiitthatok eloszlasa keskeny. Emiatt a csoportok
szétvalasztésa érzékeny lesz a h6mérsékletre.
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4.3. abra. A szuszceptibilitas Y = Tx/N hémérséklet fiiggése az S&P500 tézsdeindex vallalatai
esetében. A szimulacié paraméterei: a = 0.65, n = 10 és ¢ = 50 voltak.

Az S&P500 vallalatok alkotta rendszer esetében vilagosan kirajzolodik a csopor-
tok kozt kialakul6 hierarchikus rend, ezt mutatja a 4.4 4bra. A téglalapokban szerepld
szamok azt mutatjak, hogy hany vallalat tartozik egy csoportba. A moddszer haté-
konysagat az mutatja, hogy az eredményeink jol egyeznek a MST modszerrel kapott
eredményekkel [Mantegna, 1999|, és nem kizarolag a hierarchikus strukturat illetGen,
hanem az egyes csoportok tartalmat tekintve is. Ez annyit jelent, hogy a hierarchia
legalso szintjén (a legmagasabb hémérsékletet) a kiilonb6z6 csoportok a gazdasag egy-
egy agazatanak felelnek meg. Az olaj-, elektromos dram-, arany bényaszati vallalatok
kiilonb6z6 csoportokat alkotnak.

A fenti FM képben félrevezethets eredményt adhat, hogy nem tettiink kiilénbsé-
get a vallalatok kozti ,yvonzéas” és ,taszitas” kozt, azaz erés antikorrelaciokat és erds
korrelaciokat egyenértékiinek vettiink. A portfolié optimalizacié szempontjabol a ,ta-
szitasnak” kiilonosen jelentGs szerepe van. Tehat meg kell vizsgalnunk a fenti rend-
szert abban az esetben, amikor a korrelaciok elGjelét is figyelembe vessziik.

Egy inhomogén, hosszi-hatotavolsagi Potts modell szimulacidja, ahol a kolcson-
hatasok valtakozo elGjeliiek, nem egyszerti, még a rendparaméter definici6ja sem tri-
vialis. A mi esetiinkben szerencsére a negativ kolcsonhatasok méasodrendi szerepet
jatszanak Osszehasonlitva a FM-es kolcsonhatasokkal: gyengébbek és kevesebb da-
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4.4. 4bra. Az S&P500 tézsdeindex vallalatai esetében a csoportok kozt kialakulé hierarchikus
struktura szemléltetése. A téglalapokban az ugyanazon csoportba tartozo vallalatok szama szerepel.
Ahogy n6 a hémérséklet tgy esnek szét a csoportok kisebb és kisebb alcsoportokra. (Azokat a
csoportokat, amelyek csak egy vallalatot tartalmaznak, nem tiintettiik fel.

rab van belGliik. Erre utal a 4.1 abra, amely a korrelaci6s egyiitthatok eloszlasat
szemlélteti. Tovabbi egyszertsitést jelent, hogy szinte az Gsszes negativ kolcsonhatas
mindossze 5 vallalathoz tartozik — az arany béanyaszattal foglalkozo vallalatokhoz —,
amelyek ugyanakkor nagyon er@s kolcsonhatasban vannak egymassal. A FM-es eset-
ben még a legnagyobb hémérsékleten is egy csoportot alkotnak. Azt varjuk tehéat,
hogy a nagyon alacsony hémérsékletek kivételével nem lesz szignifikins kiilonbség a
FM-es és az AFM-es eset kozt. Ennek szellemében a szimulaci6 egy egyszerd Metropo-
lis algoritmussal is elvégezhetd, nincs sziikség szofisztikaltabb eszkozokre, mint példaul
a multi-kanonikus algoritmus |Berg and Neuhaus, 1992|. Ennek ellenére az alacsony-
hémeérsékletii konfiguracio meghatarozasa sem egyértelmi. A rendszer konnyen egy
lokalis minimumba keriilhet és nagyon sok szimuléciés idG sziikséges, hogy ujra ki-
lépjen onnan. Ezért egy szimulalt hékezeléshez [Kertész and Kondor, 1996| hasonlo
modszert alkalmaztunk. A rendszert egy magasabb hémérsékletre gerjesztjiik, majd
a hémérsékletet fokozatosan csokkentjiik tigy, hogy minden hémérsékleti szinten azon
konfiguraciot tartjuk meg, amelynek az energiaja a legkisebb volt.

4.2. tablazat. Energia értékek és a hozzijuk tartozé konfiguraciok alacsony hémérsékleten, az
S&P500 index véllalatainak vizsgalata esetében, AFM kolcsonhatasok figyelembe vételével.

konfiguracio ‘ vallalatok szama ‘ energia

Ch 438, 5 -672,37417
Cy 443 -672,35707

A 4.2 tablazat a konfiguriciokat és az energia értékiiket tartalmazza, amelyet ezen
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az alacsony hémérsékleten kaptunk. A FM-es esetben a legalacsonyabb hdmérsékle-
ten kapott konfiguraci6 megfelel a tablazatban szerepld C5 konfiguracionak, amely
azonban itt nem a legalacsonyabb energiaval rendelkezik. Tehat az AFM eset alapal-
lapota kiilonbozik a FM eset alapallapotatol, az el6bbi esetben nem az 0sszes vallalat
tartozik egy csoportba. Ez azonban nem meglepd, hiszen ezt az eredményt akar szi-
mulécié segitsége nélkiil is ki lehet kovetkeztetni, pusztan a korrelacios tulajdonsagok
alapjan. Erre szolgal a 4.5 abran vazolt sematikus rajz.

J >0
? [ 91> 13, 1>>] 3|

4.5. dbra. Sematikus abra, amely szemlélteti, hogy az S&P500 véllalatok esetén, AFM esetben,
alacsony hémérsékleten milyen lesz a konfiguracio, és ez hogyan allapithaté meg pusztan a koélcson-
hatéasok figyelembevételével. Az dbra jobb oldalan szerepl$ korben az aranybanyészattal foglalkozo
véllalatok szerepelnek. Ezek kozti kolesonhatas a legerésebb. Ezek és a tobbi vallalat kézt majdnem
az Osszes kolcsonhatas negativ.

A célunk egyrészrél az volt, hogy meghatarozzuk a vallaltok kozt kialakulo cso-
portokat két rendszer, a DJ és az S&P500 indexek esetében a szuper-paramagneses
csoportositas [Blatt et al., 1996| eljarasanak alkalmazasaval. Ez az eljaras ugyanis
alkalmas arra, hogy megkiilonboztessiik a pozitiv illetve a negativ korrelaciokat. Ab-
ban az estben, amikor csak pozitiv korrelaci6 van — DJ véallalatok, illetve az S&P500
vallalatai FM esetben — azt tapasztalatuk, hogy az altalunk kapott csoportok jol meg-
egyeznek a korabbi eredményekkel [Mantegna, 1999]. Masrészrél megvizsgaltuk, hogy
figyelembe véve a negativ kdlcsonhatéasokat is, hogyan modosul a kialakult struktira.
Azt tapasztaltuk, hogy van eltérés a két eset — FM és AFM esetek — kozt, igaz csak
gyenge, ami a kis szamu és gyenge negativ korrelacioknak koszonhetd.

4.2. 1do6fiiggs keresztkorrelaciok vizsgalata

Az el6z6 fejezetben a kiilonb6z6 részvények kozti egyideji korrelacidkat vizsgéaltuk,
amelyeket mint a részvények kozti kolcsonhatas mértékét alkalmaztuk. A portfolio
optimalizicié szempontjabol azonban nem csak az a fontos, hogy megtudjuk, mely
részvények allnak kolcsonhatédsban egymassal, hanem hogy megvizsgaljuk ennek a
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kolcsonhatasnak az iranyat is. Egy olyan modszert keresiink, amellyel kvantitativ
modon jellemezni lehet a kolcsonhatas okat. Ezt ugyanis egyrészrél okozhatja egy
kiils6 effektus, ami egyarant és egyszerre hat a két kolcsonhato részvényre. Masrész-
r6l azonban az is el6fordulhat, hogy az egyik vallalat befolyasolja a masikat, és ez
a befolyas a masik részvény aranak valtozasiban mutatkozik meg. Az egyik legal-
kalmasabb moédszer a kélcsonhatas lefrasara az id6fiiggs korrelaciok szimmetridjanak
vizsgalata.

A statisztikus fizikaban az id&fiiggs korrelacié fontos szerepet jatszik. A Fluk-
tuacio Disszipacio Tételben betoltott szerepe miatt az egyik legfontosabb mennyiség
amely meghatérozza a transzport egyiitthatokat. A hires Onsager relaciok alapja az
idofiiggd keresztkorrelaciok szimmetria-tulajdonsidgaiban rejlik. Nyilvanval6an egy
gazdasagi rendszerben nem kell megkdvetelniink, hogy az id&tiikrozési szimmetria
vagy a részletes egyensiily teljesiiljon. Amint azt a tovibbiakban latni fogjuk, a rész-
vények kozti korrelacidk esetében sok esetben a korrelacié6 maximuma nem az origdbban
van, hanem attol kissé eltolva, amely azt jelenti, hogy létezik a vallalatok kozt egy
hizo er6, azaz az egyik befolyassal van a masik arvaltozasara [Kullmann et al., 2002].
Azt is latni fogjuk, hogy ez a huzo effektus nem til erds, és a korrelacios fiiggvény
origotol vald eltolodasa sem nagy, amelyek oka elsGsorban a piac hatékonysagaban
rejlik, ugyanis ellenkez6 esetben ez az effektus arbitrage iizletekhez vezethetne.

4.2.1. Felhasznalt adatok

A hatékony piacok egyik alaptulajdonsaga, hogy a részvény logaritmikus hozaménak
autokorrelaciéi exponencialisan csengenek le, nagyon révid, néhany perces karakte-
risztikus id&vel. Ebbdl kovetkeztetve, valamint a bevezet&ben ismertetett gondolat-
menet alapjan azt varjuk, hogy az altalunk keresett effektus (korrelacios maximum
eltolodas) sem lehet sokkal nagyobb ennél a néhany perces skalanal. Ezen megfon-
tolas miatt sziikséges, hogy a vizsgalatot nagy frekvencias adatokon végezziik. Ez
alatt olyan adathalmazt értiink, amelyben a részvény arvaltozasai kozt eltelt idé né-
hény mésodperc nagysiagrendi. A Trade and Quote (TAQ) adatbazist hasznéltuk fel,
amely a New York-i t6zsde részvényeinek adatbéazisa. Egy 54 napos idGintervallumot
vizsgéltunk, 1997 december 1 és 1998 marcius 9-e kozt, amely nagy frekvencias adato-
kat tartalmazott koriilbeliil 10000 vallalatra. Mivel ez az idGintervallum meglehet&sen
rovid, csak azon vallalatokat vizsgaltuk, amelyekkel 15000-nél tobb alkalommal {izle-
teltek, igy a vallalataink szdma 195-re redukalédott.

Az tizletkotések egy részvény esetén nem azonos idénként torténnek, igy ha egy
adott idintervallumhoz tartozo hozamot (vagy a logaritmikus hozamot) akarunk de-
finidlni, valahogyan definidlnunk kell az arat két iizletkotés kozt is. A t6zsde szabé-
lyaihoz igazodva ezt konstansnak vettiik, tehat feltételeztiik, hogy az &r addig nem
valtozik, amig nem torténik 4j iizletkotés. A teljes T idGintervallumot n kis inter-
vallumra osztottuk, ami altal egy intervallum mérete nyilvanvaléan At = T'//n. Ha a
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t-edik id6pillanatban torténik iizletkotés, akkor a logaritmikus hozam értéke:

mas esetben nulla.

A kiilénb6z6 napok kozt fellepé hozamértékeket — azokat, amelyek az egyik nap
nyito és az el6z6 nap zard ara kozt lépnek fel — figyelmen kiviil hagytuk, mert ezek a
nagy hozam értékek meghamisithatnak az eredményeket. Tehat a kiilonb6z6 napokat
egymastol fiiggetlennek tekintettiik, emiatt a korreldcioban az atlagolas két részbal all:
elGszor az egy napon beliili idGintervallumra, ezutdn a kiillonb6z6 napokra végeztiik
el.

4.2.2. Zajredukci6

A célunk, hogy megvizsgaljuk a kiilonb6z6 részvények kozti kereszt-korrelécidt, mint
a részvények arfolyamai kozti idGeltolas, 7 fiiggvényét. Az id6fiiggs keresztkorrelacio,
Ca,(7), a definicio alapjan:

CAB () = (ra(Or8, (¢ + 7)) = (ra () &t + 7))

4.2
o , (4.2)

ahol 02 = ((rau(t) — (rAt(t)>)2> a logaritmikus hozam szoérasnégyzetét jeloli. A (.)
jelolés a mar emlitett dtlagolas a 1" idGintervallumra.

Felmeriil a kérdés, hogy milyen At idGintervallumot valasszunk. Mivel két iizlet-
kotés kozti legkisebb iddintervallum egy masodperc, a At = 1s valasztas kézenfekvd
megoldasnak tiinne. Ugyanakkor egy ilyen kis ablak esetén elég gyakran elGfordul-
hat, hogy az adott id6lépés kozben nem torténik tranzakeio valamelyik részvény (vagy
mindkettd) esetén, igy a hozamnak a korrelacios fiiggvényhez valo hozzajarulasa nulla
lesz. Mivel a nem nulla hozzajarulasok szdma kicsi, a korrelécios egyiitthatd erGsen
fluktualni fog az idGeltolas 7 fiiggvényében. Hogy elkeriiljiik ezt a probléméat, meg
kell névelni az idGintervallum, At méretét, és még tovabb javithatjuk a helyzetet,
ha kidtlagolunk a hozamok kezdd id6pontjaira. Ekkor a (4.2) egyenletben szerepls
atlagolas a kovetkez6képpen szemléltetheto:

At—1 T/At

(ra, () r2,t+7)) = % > rAlto + kAR, (to + kAE+7) (4.3)

to=0 k=1

ahol az els6 0sszegzés a hozam kezdG pontjaira torténik a mésik pedig a teljes idGtar-
tomany At széles ablakain fut végig.
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Perzisztens véletlen bolyongas

A kovetkezkben vizsgaljuk meg a fenti effektus helytallosagat, azaz azt, hogy no-
velve a hozam idGintervalluméat konnyebbé valik a korrelacids cstucsok detektalasa,
— azaz a korrelacios fiiggvény maximum helyének a lokalizalasa. Két mesterséges
adatsort szimulaltunk. Az egyik egy egydimenzids Perzisztens Véletlen Bolyongés
(PRW) [Furth, 1917, Weiss, 1994], amely annyiban tér el a hagyoményos véletlen bo-
lyongastol, hogy annak a valoszintisége, «, hogy a megel6zével azonos iranyba ugrik,
nagyobb, mint az ellenkez§ iranyba torténd ugras, azaz a > 0.5. Ez annyit jelent,
hogy a bolyongé részecske emlékszik a multjara. A ¢ id6pillanatban az z(t) € +1
ugras valdszintisége:

P (z(t)) = Oz(sx(t),x(t_l) +(1—a)(1- 5:v(t),x(t—1))- (4.4)

A maésik mesterséges idGsort az els6bdl egyszertien tgy generdltuk, hogy eltoltuk az
idében 1y értékkel és hozzaadtunk egy véletlen zajt, amely normalis eloszlast, nulla
varhatoértékkel és o szorassal:

y(t) =z(t — 1) +£(t), €€ N(0,0) (4.5)

A modell elénye, hogy a korrelacios fiiggvény analitikusan kiszamithato, és ebbdl
meghatarozhaté a korrelaci6 maximalis értéke m-ban:

(200 — 1)I7=ol

vVo+1

Miutén legeneraltuk a két idGsort, véletlenszertien eldobtunk pontokat mindkét
idgsorbol (a pontok p hanyadat tartottuk meg), hogy ugyanaz a probléma meriiljon
fel, mint a valos adatok esetében, tehét, hogy az ugrasok nem egy idében torténnek.
A 4.6 4dbrardl nyilvanvaloan latszik, hogy novelve a At id6kiilonbséget, konnyebb

C(r) = (4.6)

meghatarozni a korrelacié maximum helyét. (Az a tény, hogy eldobtunk néhany
pontot kicsit megvaltoztatta a maximum értékét a (4.6) egyenlethez képest.)

A 4.6 abra azt mutatja, hogy a korrelacio lecsengése ellentétben a (4.6) egyenlettel
nem exponencidlisan, hanem kozelitSleg linedrisan cseng le. Ez az atlagolasi eljaras
miatt van, amit a megnovelt At iddkiilonbség esetén hasznaltunk. KEgy nagyobb
idskiilonbséghez tartozo korrelacios fiiggvény, Cay(7), felirhatdo mint az egységnyi
idskiilonbséghez, At = 1 tartozo korrelacios fiiggvényeknek, Cy, silyozott atlaga:

(ra,)r8,(t+ 1)) = <Z 5A(t 4 1) 253(t+i—|—7')> = (4.7)

=1 =1
+ At Cy(1) + ...+ 1C (T + At —1)
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4.6. abra. Annak szemléltetése, hogy hogyan fiigg az idébeli korrelacio, C'(7) az ugrashoz tartozo
idokiilonbségtdl, At-t6l. A korrelaciot a 4.4 és a 4.5 egyenletekkel jellemzett mesterséges idGsorokon
mértiik, a kovetkezs paraméterek mellett: p = 0.01,79 = 200,06 = 1000, = 0.99.. Az abra azt
mutatja, hogy mig At = 1 esetén (bal oldal) nem fedezhets fel csics a korrelacios fliggvényben,
azonban megnovelve az id6kiilonbséget At = 10 értékre (jobb abra) 7 = 200-nal megjelenik a cstcs.

ahol 0 = ras—; az egy méasodperchez tartozd logaritmikus hozam érték. Megvaltoz-
tatva 7 értékét a 4.7 egyenletben azt jelenti, hogy megvaltoztatjuk az egy masodper-
chez tartozo korrelacios fiiggvények C silyait. Mivel az eredeti adathalmaz korrela-
cios fiiggvénye — (4.6) egyenlet — exponencialis lecsengésii, a maximuma, C(7p), fogja
dominélni a (4.7) egyenletben szerepld Osszegzést, és mivel ennek silya linearisan
valtozik 7 értékével, igy Cai(7) kozelitSleg linearis lecsengést fog mutatni. (A (4.2)
egyenletben szerepld normaéalési faktor nem véltoztat ezen, hiszen fiiggetlen 7-t6l.)

Felmeriil a kérdés, hogy miként lehetséges At értékénél kisebb 7 értéket valasz-
tani. A hozamok id6fiiggs keresztkorrelacioi az A vallalat hozamanak és a B vallalat
7 id6vel eltolt hozaménak szorzatat tartalmazzédk. Mivel a hozamot a At idé-ablak
definialja, ugy tinik, hogy 7 csak At tobbszorose lehet. A probléma megoldasa ab-
ban rejlik, hogy eltoljuk a B részvény hozaménak kezdeti pontjat 7-val, ami a (4.3)
egyenletbdl egyértelmien lathato. Ez olyan mintha az idGbeli eltolast a vallalatok
arainak idéfiiggvényében végeznénk el, és ezaltal barmilyen, a minimalis iizletkotési
idénél nagyobb idétolast engedélyeziink.

Amellett érveliink tehat, hogy az atlagolas céljabol a minimélis tizletkotési idonél
nagyobb At idGablakot kell valasztanunk. Ugyanakkor At értéke nem lehet til nagy
sem, mivel ekkor az atlagolds a maximum elmosdédasiahoz vezethet. Mivel az egy
mésodperchez tartozd korrelacios fliggvény szélessége legfeljebb néhany perc méreti,
sokkal nagyobb idgkiilonbség alkalmazasa azt jelentené, hogy a (4.7) egyenletben
szereplé Osszegben tobbnyire csak zajbol eredd tagok fognak szerepelni. Ebbdl az
kovetkezik, hogy At optimalis értéke az egy perc nagysagrendjébe esik.
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4.2.3. Eredmények

Amint azt a 4.2.1 fejezetben emlitettiik, azon 195 vallalat kozti korrelaciokat vizsgal-
tuk, amelyeket a rendelkezésre all6 54 napban legalabb 15000-szer kotottek iizletet.
Az el6z6 fejezetben tett érveléseinkkel Osszhangban At = 100 méretd idé-ablakot
valasztottunk, de azt is megvizsgéltuk, hogy az eredményeink a 50 < At < 500
tartomanyban nem adnak kiilonbséget. A maximélis idG-eltolasra 7 = 2000 értéket
valasztottunk. Ez a piac hatékonysaga miatt nyilvanvaléan sokkal nagyobb, mint
barmilyen ésszert korrelacios karakterisztikus id6. A fenti valasztasnak az volt az ér-
telme, hogy meg tudjuk mérni a zajszintet, és 6ssze tudjuk hasonlitani a lehetségesen
fellepé effektus nagysagaval.

Az adatokbol nyert 195%194 /2 darab korrelacios fiiggvény mindegyikére megmeér-
tiik a maximum értékét, C,,.., a maximum helyét, 7,,,;, illetve a maximum és a
zaj erGsségének a hanyadosat, R-et. A zaj erGsségét a 600 < |7| < 2000 idGeltolasi
értékek kozti korrelacios értékek szorasaként definialtuk. A vallalatok azon parjait te-
kintettiink, amelyekre ez a harom érték meghaladott egy elGirt kiiszob értéket, amit
At = 100 esetén a kovetkezSképpen definidltunk: 7,,,. > 100, C),. > 0.04, R > 6.0.

A, mért” korrelacios fiiggvényekre mutat példakat az a 4.7 abra. Az els6 grafikon
esetében példaul az XON (Exxon) véllalat — amely egy nagy olajipari cég — hizza
az ESV-t (Ensco International), amely olajipari cégek szamara végez furasokat. Az
abrakrol az latszik, hogy minden esetben a maximélis korreldcidhoz tartozo eltolas a
7 ~ 100 mésodperc nagysagrendjébe esik. Az effektus, noha nem til erds (Cpop <
0.1), de a zaj szintjét joval meghaladja, tehat mégiscsak jelentds.

A korrelacié maximalis értéke minden esetben meglehetGsen kicsi, dtlagosan ki-
sebb, mint 0.1, noha az egyidejd korrelaciok vizsgalata ennél sokkal nagyobb értéket
mutat [Mantegna, 1999, Kullmann et al., 2000al. Ennek a jelenségnek a gyokere a
hozam iddkiilonbségében, At-ben keresendd. Az iddkiilonbség novelésével novekszik
az egyideji korrelacio értéke [Bonanno et al., 2001]. Ezt a jelenséget a (4.7) egyenlet
is aldtamasztja, hiszen a maximélis korrelacio silya egyenesen arédnyos At-vel.

Néhany esetben azt tapasztaltuk, hogy a korrelacié maximuménak helye sokkal
nagyobb, mint néhany perc, ami 0sszeegyeztethetetlen a hatékony piac tulajdonsag-
gal. Kozelebbi vizsgalat azt mutatta, hogy ezekben az esetekben a korrelacios fligg-
vény maximumat az okozza, hogy mindkét vallalat idésoraban szerepel egy kiemelke-
d6en nagy hozamérték. Ezek szorzatdnak a korrelaciohoz val6é hozzajarulédsa — az id6
eltolas megfelels értéke mellett — domindlja a korrelacios fiiggvény maximumat. Ez
azonban nem az a jelenség, amelyet mi keresiink, ezért ezeket figyelmen kiviil hagy-
tuk. Ahhoz, hogy eldontsiik, hogy a korrelacidoban megfigyelt csiics egyetlen nagy
hozamérték hatasa-e, vagy az egyik részvénynek a masikra tett allando befolyasanak
kovetkezménye, azt is megvizsgaltuk, hogy a korrelacios fiiggvény hogyan valtozik az
id¢ fliggvényében, vagyis abban az esetben, ha véltoztatjuk a vizsgalt idablakot. Te-
hat kiilon megnéztiik az id6fiiggs korrelaciokat a teljes idGintervallum (54 nap) els6
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4.7. abra. Néhany eredmény a vallalatok kdzt mért korrelacios fiiggvényre. A vizszintes tengelyeken
a két iddsor kozti idGeltolas, T taldlhato, mig a fiiggsleges tengely az ehhez tartozé korrelacio értékét

mutatja.

A maximalis korrelaciohoz tartozo eltolas értéke minden esetben 7 ~ 100 masodperc,

és a maximélis korrelaciok értéke is azonos nagysagrendbe esik. Ezeknél az dbraknal At = 100

idgkiilonbséget alkalmaztunk.

illetve a mésodik felében is, és azt vizsgaltuk, hogy a korrelacios fliggvény kvalitative

valtozik-e.
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4.8. abra. Példa egy olyan vallalatparra, amelynél a korrelacios fiiggvénynek aszimmetrikus csticsa
van. A korokhoz tartozéd gorbe At = 100-hoz tartozik, a négyzetekhez tartozo gorbe pedig At = 500-
hoz. A méasodik gorbe maximuma kisebb idGeltolési értékhez tartozik, mivel a gorbe csticsdnak bal
oldala magasabb értékkel rendelkezik.

Ezenkiviil azt is megnéztiik, hogy hogyan modosulnak az eredmények, ha a ho-
zamhoz tartozd iddkiilonbséget, At-t, 100 helyett 50-nek vagy 200-nak valasztjuk,
ugyanis el6fordulhat, hogy megvéltoztatva az idékiilonbséget, a korrelacié maximu-
méanak helye is megvaltozik a (4.3) egyenletben ismertetett atlagolas miatt. Ez akkor
torténhet, ha a korreldcioban észlelt csics aszimmetrikus, amire jo példa a 4.8 4bra.
Tegyiik fel, hogy a fiiggvény cstcsanak bal oldala magasabb (az ehhez tartozo fiigg-
vényértékek nagyobbak), mint a jobb. Ha A# > At idgkiilonbséget valasztunk, a
maximum balra fog tolodni, amit konnyen belathatunk a (4.7) egyenlet segitségével.
Fontos megjegyezni, hogy példaul az ESV-XON részvényparhoz tartozd korrelacios
fiiggvény is aszimmetrikus, de nem a csiicsa (maximuma) kozelében, ezért az iddkii-
16nbség novelésével nem fog valtozni maximumanak helye.

Az eredmények azt mutattak (4.7 abra), hogy a karakterisztikus idG-eltolasi ér-
ték 100 méasodperc koriil van, ami 6sszhangban van a hatékony piac elmélettel. Ha
ugyanis az id6fiiggs korrelaciéo maximélis értékéhez tartozo idGeltoléds nagyobb lenne,
séges lenne az arbitrage {izletkotés.

Azt tapasztaltuk, hogy altaldban azok a vallalatok hizzak a méasikat, amelyeknek
a részvényével gyakrabban kereskednek. Ez nem meglepd, hiszen nyilvanval6an ezek
a fontosabb véllalatok, teh&t sokkal valésziniibb, hogy ezek befolyasoljak a kisebb
vallalatokat, mint forditva. Ugyanakkor ez csak egy &altalanos megéllapitas, hiszen
létezik néhany olyan eset is, amikor az a vallalat htizza a méasikat, amelyikkel ritkdbban
kereskednek.

A kolesonhatésok jellegérdl azt a megallapitast tehetjiik, hogy altalaban egy ,kis”
vallalatot sok ,nagy” befolyasol, és egy ,nagy” vallalat sok ,kicsit” fog vonzani. A
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4.9. dbra. A vallalatok kozti ,htzéasi” effektus szemléltetése. A nyilak irdAnya azt mutatja, hogy
melyik véallalat huzza a masikat. Az abran azon véallalatok vannak feltiintetve, amelyek kozott az
effektus a legjelentGsebb.

kolcsonhatas ezen jellegét a 4.9 abran lathaté modon, egy iranyitott graffal jellemez-
hetjiik, ahol léteznek olyan csomopontok (a vallalatok), amelyekbdl sok nyil mutat
kifelé (ami azt mutatja, hogy ezt a vallalatot sok mas befolyasolja), mig vannak més
pontok, ahova meg sok nyil mutat (ezek a ,nagy” véllalatok, amelyek sok kisebbet
vonzanak).



Osszefoglalas

Doktori munkdmban a gazdasag-fizika két nagyobb témakorével foglalkoztam, a t6zs-

«, e,

ciok vizsgalataval.

1. Karakterisztikus idok meghatdrozasa a tézsdeindexr logaritmikus hozamdnak el-
oszldasdanal

A megfigyelések azt mutattak, hogy a logaritmikus hozamértékek eloszlasa — kis
hozamértékek esetén — jol jellemezhets stabil Lévy eloszlassal, ezért a kiillonb6z6
idékiilonbségekhez tartozod logaritmikus hozamértékek eloszlasai egymasba at-
skalazhatoak [Mantegna and Stanley, 1995|. Ugyanakkor az eloszlasban nagy
hozamértékek esetén levigas figyelheté meg, emiatt a nagy idGkiilénbséghez
tartozo logaritmikus hozamértékek eloszlédsa a normalis eloszldshoz konvergal.

e Megmutattam, hogy a karakterisztikus idG, 7, amelynél nagyobb iddkii-
lonbségekhez tartozo logaritmikus hozamértékek méar nem skaldzhatoak
egymasba, az egy nap nagysagrendjébe esik, 7¢ ~ 1 nap.

Ehhez azt vizsgaltam, hogy a kiilonb6z6 idkiilonbségekhez tartozé hozamér-
tékek eloszlasaira illesztett Lévy eloszlas exponense valtozik-e az idGkiilonbség
fliggvényében, ugyanis a stabilitas feltétele, hogy az exponens allando legyen.

e Megmutattam, hogy definidlhatoé egy masik karakterisztikus idG, 7, amely
azt jellemzi, hogy mekkora az az idGkiilonbség, amelyhez tartozo logarit-
mikus hozamértékek eloszlasa mar Gauss-szertinek tekinthets és hogy 74
az egy honap nagysagrendjébe esik.

Az egy nap iddkiilonbséghez tartozd empirikus eloszlasra egy exponencialis le-
vagasu Lévy eloszlast illesztettem, meghatirozva ebbdl az eloszlas paramétereit,
Q, aq, b Ezeket felhasznalva az exponencialisan levagott Lévy eloszlas kurtozi-
sanak analitikus alakjat vizsgaltam, vagyis azt, hogy hogyan konvergél a kur-
tozis az iddkiilonbség fiiggvényében a Gauss eloszlast jellemz6 k = 3 értékhez.
Az analitikus gorbe a meglehetGsen szor6 adatokat elfogadhaté modon irta le.
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o Megvizsgaltam a kdzponti hatareloszlas-tétel alapjan a Gauss-eloszlashoz
valo konvergencia feltételeit a csordamodellekben. Megallapitottam, hogy
ennek kétféle eredete lehet: vagy eleve véges momentumu eloszlasra épiil a
modell, vagy a véges méret vezet be egy levagast. Ezek alapjan ramutattam
az irodalomban talalhato ellentmondésra.

2. Moddositott ,csordamodell”

A Cont féle csordamodell [Cont and Bouchaud, 2000 moédositott valtozatanak
segitségével vizsgaltam, hogy a szimulalt arfluktuaciok mennyire vannak 0ssz-
hangban a valés adatokon megfigyelt jelenségekkel.

A modellen két modositast végeztem. A csoportok kialakitasat a preferalt no-
vekedési modellel végeztem.

o Meghatiroztam a kiilonb6z6 csoportok méreteloszlasanak teljes id6fiiggs,
analitikus alakjat, P(s, t)-t.

A modell a Barabasi-féle halozati modell leegyszeriisitett valtozatanak tekint-
hetd és megfelel a Nobel-dijas Simon korabban csak aszimptotikusan megoldott
modelljének. Az eredménynek kiilonosen akkor van jelent&sége, ha a csoportok
kialakulasanak, illetve pénziigyi tranzakcioknak az idéskalaja nem valik szét.

A mikroszkopikus modellen végzett méasik modositas, hogy az aktivitas az ak-
tudlis ar és a fundamentalis ar hanyadosanak nemlineéris fiiggvénye. Ennek
felhasznalasaval a mikroszkopikus modell minGségi egyezést adott a valos ar-
fluktuaciokkal:

e Az altalam bevezetett sokiigynokos, egyrészvényes modellben a részvény
abszolit hozaméanak — logaritmikus hozam abszolut értke — korrelacidja
hatvanyfiiggvény szerint cseng le. A logaritmikus hozam eloszlésa szintén
hatvanyfiiggvény, és nagy hozamértékek esetén egy levagassal rendelkezik,
amely szintén hatvanyfiiggvénnyel cseng le, de a stabil tartomanyon kiviil
esé exponenssel (o = 3.36).

3. Kiilonbozd részvények drfluktudcior kozt mért eqyidejd keresztkorreldciok vizsgd-
lata.

A részvények csoportba rendezéséhez a szuper-paramagneses modellt
[Blatt et al., 1996] hasznaltam. A moddszert tgy modositottam, hogy ne csak
ferromégneses, hanem anti-ferroméagneses kolcsonhatasokat is figyelembe tudjon
venni, vagyis ne csak a pozitiv, hanem a negativ korrelaciokat is leirja. Mind a
Dow Jones mind az S&P500 tézsdeindex részvényeire elvégeztem a csoportosi-
tast.
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e Amennyiben csak pozitiv korrelaciot vettem figyelembe (ferroméagneses kol-
csonhatés), az eredményeim megegyeztek a korabban kapott eredmények-
kel [Mantegna, 1999].

e Ha figyelembe vettem az antikorrelaciokat is (anti-ferromégneses kolcson-
hatéasok), az alapallapoti (T = 0) strukturaban eltérést tapasztaltam a
korabbi eredményekhez képest. Azon részvények, amelyek antikorrellalnak
szinte az Osszes tObbi részvénnyel, kiilon csoportot alkotnak.

4. Idéfiggd kereszt-korreldciok vizsgdlata.

A rendelkezésre all6 arfolyamsorbol képzett logaritmikus hozamokat staciona-
rius jelnek tekintve vizsgiltam az egyes részvények kozotti id6fiiggs kereszt-
korrelaciokat. A korrelaciot, mint 7 idGeltolas fliggvényét vizsgaltam a TAQ
adatbazisban elérhetG 6sszes részvénypar esetében.

e Megmutattam, hogy talalhatoak olyan részvényparok, amelyekre a korre-
lacios fliggvény aszimmetrikus — a korrelacié maximuma 7 # 0-ban talal-
hato —. Az effektus mértéke, és az idGeltolas nagysagrendje (egy perc),
Osszhangban vannak a hatékony piac feltételezéssel.

e Definidltam és elkészitettem azt a "befolyéasolasi iranyitott haldzatot", a-
melynek csomoépontjai a részvények. Ebben azon csomoépontok vannak
élekkel 0sszekotve, amelyek esetében az id6fiiggd korrelacios fiiggvény nem
szimmetrikus, és az élek iranyitottsaga azt mutatja meg, hogy melyik rész-
vény arfolyamvéltozésa koveti a masikat. Megallapitottam, hogy a halozat
diszkrét részekre esik szét, soha nem fordul el6 benne lanc-szerd csatolés
és altalaban a nagy kapitalizacioji, gyakori kereskedésti részvények domi-
nalnak. Erdekes modon kivételek is elsfordulnak (pl. Nokia).
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A. Fuggelék

Csoportméret eloszlasok a
mikroszkopikus modellben

Az alabbi fejezetekben néhany, a preferalt csoport-kialakitési modellhez kapcsolodo
mennyiség analitikus szdmolasaval foglalkozunk, illetve megvizsgaljuk ezen mennyi-
ségek viselkedését az aszimptotikus hataresetekben. A 3.2.1 fejezetben emlitettiik,
hogy p = 0.5 esetben a csoportméret eloszlas, P(s) alakja megegyezik a halozati
modellre kapott eredménnyel. Hasonl6 egyezést tapasztalhatunk a masik két mennyi-
ség, Pi(s,t), és (s;)(t) aszimptotikus viselkedésének esetében, amelyet mar szintén
vizsgaltak korabban [Dorogovtsev et al., 2000]

A 3.2.1 fejezetben targyalt, és a 3.8 4bran szemléltetett modell leirhaté egy Vezér
egyenlet segitségével:

Pi(S,t) =p

(s —1) s
t—1pl(8 Lt—1)+p|1 — Pi(s,t — 1)+

+ (]. - p) Pi(S,t — ].) + (]. - p) Hi_l(t - ].) (55,1(1 - 6i,1)7 (A].)

ahol P;(s,t) annak a valoszintisége, hogy t id6pontban, az i-edik csoport mérete s
lesz. Az egyenlet jobb oldalan all6 tagok a folyamat kiilonbozs eseteit jelenitik meg.
Az els6 tag azt irja le, amikor az i-edik csoport mérete s—1 volt, és az uj elem ehhez a
csoporthoz kapcsolodik. A masodik illetve harmadik tag annak a valoszintisége, hogy
a csoport mérete s volt az el6z6 lépésben, és vagy nem ehhez a csoporthoz kapcsolodik
az 1 elem (méasodik tag), vagy 1j csoportot alakit ki az 1j részecske (negyedik tag).
Végiil az utolsd tag annak a valdszintisége, hogy az i-edik csoport éppen az az 4j
csoport, amit az 4j elem kialakit. Nyilvan ez csak i # 1 esetén igaz, mivel a modell
kezdeti feltétele, hogy ¢ = 1 id6pontban méar létezik egy csoport egy elemmel, ezért
sziikséges a negyedik tagban a (1 — ;) kifejezés.

Az (A.1) egyenletben II;(¢) annak a valoszintiségét jeloli, hogy t-ben i csoport
talalhato a rendszerben:

t—1

= (1)) 9 e (A2
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Miutan az egyes csoportok méretének eloszlasat a fenti modon definidltuk, a teljes
rendszer méreteloszlasa ezek atlagabol szamithato:

P(s,t) = % Z Pi(s, t). (A.3)

Errél belathato, hogy aszimptotikusan, t — 0o, egy stacionarius értékhez tart, P(s) =
limy_, o P(s,t).

Az i-edik csoport atlagos mérete a t-edik idépillanatban szintén meghatarozhato
P;(s,t) segitségével:

t—i+1

(s:i) (1) = D s Pils, ). (A.4)

s=1

Az Gsszeg fels6 hatara azért nem a végtelen, mivel P;(s,t) =0ha s >t —i+ 1.

A.1. Csoportméret aszimptotikus eloszlasa

Elsgként a csoportok méretének aszimptotikus eloszlasat, P(s), vizsgaljuk, mivel ez az
a mennyiség, amely kozvetleniil kapcsolodik a gazdasagi modelliinkh6z. Mar korabban
lattuk, hogy hatvanyfiiggvény lecsengést mutat, de most nem csak az aszimptotikus,
s — 0o esetre, hanem a teljes eloszlasra vagyunk kivancsiak.

Ha felosszegezziik (A.1) egyenletet, i = 1...t-ig, azt kapjuk, hogy:

tP(s,t) =(t—1—ps)P(s,t —1)+p(s —1)P(s—1,t — 1)+ (1 —p)ds1, (A.5)

mivel:

t
D Mt —1)(1—60) =1,
i=1

zt:Pi(Sat -1)= ipz‘(s,t —1)=({t—-1)P(s,t —1).

Az (A.5) egyenletbdl latszik, hogy teljesiil a stacionaritési feltétel, azaz P(s,t —
o0) = P(s). Behelyettesitve (A.5)-be a stacionarius mennyiséget, és erre rendezve az
egyenletet megkapjuk P(s) analitikus alakjat:

P (2+1) 1,

P(s) =
D(s4141) LHp oo

s 1olp, (A.6)
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A.2. Az egyes csoportok méreteloszlasanak analiti-
kus megoldasa
A modellben az els6 csoportnak kitiintetett szerepe van, mivel ez mindig tartalmaz

legalabb egy elemet, és emiatt ezt kiilon kezeljiikk. Az (A.1) egyenlet alakja i = 1
esetén:

Pl(S,t) = Pl(S,t—l) — 7

_pl s Pu(s,t—1) + tpl (5—1) Py(s—1,t—1). (A.7)

A fenti egyenlet jobb oldalan az utolsé tag elttinik s = 1 esetén, és P;(1,t) egyszeriien
kiszamithato:

L'(t—p)
1,t) = ———"—. A.
Ugyanakkor s > 1 esetén belathato, hogy érvényes az alabbi 0sszefiiggés:
!
L (l-1 L'(t —Ip)
—1)51 )= ———"—. A9

Ha ugyanis az (A.7) egyenletet beszorozzuk a (—1)** (k 1) taggal, és felosszegez-
zitk k= 1...1-ig, a kovetkezs kifejezést kapjuk

i <S_11> Pi(s,1) zl: (i:i) Pi(s,t —1) — (A.10)

_ > )
~ g(_l)sl <i: 11> (s — 1)Pu(s — Lt — 1)],
; )

ahol az elsé tagban, (z), levalasztjuk az Gsszeg utolso tagjat:

r= S (1 (ZD)Pee-ns e Ry,

s—1
s=1

Figyelembe véve, hogy (l_sl) = Z’Ts(i:ll) a masodik tag, (y), az alabbi modon irhato
at:

y— zl:(—ns—l (i: 11> (s — )Py(s — 1,6 — 1)

SQZE Ll - ) (i_ )PI( st 1), (A.12)

s=1
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és ezaltal a két tag, (z) és (y) kiilonbségére adodik:

S R () T s

Visszahelyettesitve a kiilonbséget, (z — y), az (A.10) egyenletbe, megkapjuk az
altalunk vizsgalt 6sszeg id6fejlédését:

l

R o e

s=1 s=1

amely megegyezik az (A.9) egyenlettel.
Az (A.9) egyenletbdl, P;(s,t) alakja meghatarozhatd, amennyiben az egyenlet
mindkét oldalat beszorozzuk a (—1)“1(?:11) mennyiséggel, és Osszegziink [ = 1...s-

re:
s

s—1 It —1
Pi(s,t)=> (1) <z—1> ﬁ. (A.15)
=1
Amennyiben 7 > 1, az (A.1) Vezéregyenlet utolso tagjat is figyelembe kell ven-
niink, ami miatt az (A.9) egyenlet nem fog teljesiilni. A feltételezésiink, hogy ebben
az esetben a P;(s,t) valoszintiség alakja az alabbi lesz:

Pl (S, t)

i o [s—1 L'(t —Ip)
- <l—1> O

=1

[Z INQ bigjlp) (f:;) P (l—p)i_ll _ (A.16)

b=1

Ennek érvényességét konnyen ellenérizhetjiik, ha a fenti kifejezést visszahelyettesitjiik
a Vezéregyenletbe. Mivel mind az (A.16) kifejezésben, mind a Vezér egyenlet jobb
oldalan all6 utolso tagban szerepel az (1 — p)'~! kifejezés, (A Vezér egyenlet esetében
ez a I1;_1(t — 1) tagban szerepel), ezzel egyszertisithetiink.
Az (A.1) Vezér egyenlet bal oldalan &llo, P;(s,t) tagot felirhatjuk ugy, hogy
az (A.16) egyenlet alapjan megadott kifejezésben szerepls 6sszegben kiilonvalasztjuk
a (b =1t) tagot. Ekkor:

S

Pi(s, 1) = ;(—1)l—1<‘;:11> (Z:;)pt_i (A.17)

- _i(s—1\ T(t—1Ip) BT (L —Ip) (b—2\ 4,
_1l1 $ b—i
+;( ) <1—1> t)Fl—lpbz; To—1p) \i—2)V
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ahol az els§ tag nyilvan nulla lesz, mivel 37~/ (=1)!(37]) = 0.
Ennek felhasznaldsaval a Vezér egyenlet masodik és harmadik tagjanak osszege
felirhato

t—1
t—1—sp t—SP b—2\ 4
LT ps,t— 1) = (—1)° , i

t—1 Pils )= (= ;Fb—sp (7,—2>p -

t—l—spz N 8—1 [(t—1—1Ip)
t—1 1) T@t-1)
t—1
b—2\ ,.;
- - A.18
X; F(b—lp)(i—2>p | (A19)
t—1—sp

alakban, ahol az els6 tagndl a szorzofaktort beolvasztottuk a Gamma fiigg-

i—1
vénybe.
Figyelembe véve, hogy (s — 1) (j:f) =(s—1) (571), a Vezér egyenlet elsG tagja

-1
az alabbi alakot olti:

G 1)pn-(s —Lt-1)= 8_1(—1)“(5 —1) <S B 1) Lt =1-1Ip)

F—1 t—1 & I-1) T(t-1)
t—1
r'(b) b—2\ ..
—_— L A.19
“ 2T Ip) <¢—2>p (A.19)
Osszeadva (A.18) és (A.19) egyenleteket azt kapjuk, hogy:
t—1—sp (s—1)p
T ps 1)+ ps 1t 1) =
1 Pi(s,t —1) + 1 Pi(s —1,t —1)
-1
t— sp b—2\ ,_.
— 1 s—1 b—1
(= bz;Fb—Sp <7j—2>p +
SXE -1 (s—1\ T(t—1Ip) tXI: L) 0-2) 4,
I-1) T() Th—1p) (i—2) " =

R i (5= Tt=1lp) —~ T® (-2 ,,
=S e0 (10) Mg rpoma gt A

amely megegyezik az (A.17) egyenlet mésodik tagjaval. Ezzel egyszertsitve a Vezér
egyenletben fennmaradé tagok az alabbi egyenlGséget adjak:

<Z:§>pt_i g (=™ <;:i> = (::;) P G (A.21)

Ami konnyen beldthato, hogy teljesiil.
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A.3. Csoportok étlagos mérete

(A.4) egyenletbe:

'& S s—1\ TD(t—Ip)
= 2 000 mra

t
L)L —ip) (b=2Y 4 -1
—_— “(1—p)* A.22
[Z e ol
A két Gsszegzes feleserelhets (S0 ST = ST SN valamint teljesiil az

alabbi kifejezés: _
til s=1\ _ (t—i+2
S _=
— [—1 [+1
igy végiil a csoportok atlagos méretének idéfejlédésére adodik:

&t 2\ Tt —Ip)
(i) (£) = ;(—1) l( [+1 )M

t
i(1—p). A2
xz 2 (- (A.23)

=1

A.4. A csoportméret eloszlas, P(s,t), id6fiigg6 meg-
oldasa

Az A.1 fejezetben megmutattuk, hogy a csoportméret eloszlas aszimptotikusan egy
stacionarius értékhez tart, amelyet az (A.6) egyenlet irt le. Most levezetjiik a teljes,
id6fiiggs megoldast, P(s, ).
Induljunk ki P(s, t) definiciojabol, az (A.3) egyenletbdl, és helyettesitsiik be ebbe,
P;(s,t) analitikus megoldasat amelyet az (A.16) egyenletben hataroz meg.
S

1 (5= 1) T —1p)
P(s,t) = > (1) (z - 1>m

1+ (1—p) Z Z F(lli)(l;(i ;j)lp) <IZ: ;) P (1 - p)i2

Felcserélve a két osszeget, S, S =37 Z?ZZ, és figyelembe véve, hogy:

(A.24)

Zt:F P(1—1Ip)  T(1—Ip) D(t+1) 1
L(b—1Ip) — (1+Ip) T(t—1Ip) 1+1p’

b=2
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végiil megkapjuk a megoldast:

N L1 (s—1\ [1=p _p+ip  T(t—Ip)
Pls.t) = 2 (1 (l—1> L+lp +1+lp T(t+ 1)1 —Ip)’ (4.25)

[\ J/

P(s,tv: 00)

Az egyenletben szerepls, P(s,t = oo) kifejezés az atlagos csoportméretnek az (A.6)
egyenletben meghatarozott stacionarius alakjaval egyenld.

A.5. Aszimptotikus viselkedések

Eddig meghataroztuk a harom legfontosabb mennyiség, P(s,t), P;(s,t), (s;)(t) id6-
beli viselkedését, azonkiviil egy analitikus formulat adtunk a csoportméret eloszlasra
stacionarius esetben. Most azt nézziikk meg, hogy hogyan viselkedik P;(s,t), (s;) (%)
aszimptotikus, tehat ¢ — oo esetben.

A P;(s, t) analitikus formulajaban, (A.16) egyenlet, két id6fiiggs tag van, A(l, p, t)
és B(i,l,p,1):

RN pafs—1 L(t — Ip)
P = 0= 0 (7)) e
= —

A(l,p,t)

LTOT(—1Ip) (b—2\ ,.,
[Z b—lpp)<i—2>p ] (A.26)

B(i, l,p, t)

Az els6 tag, A(l, p,t) aszimptotikus viselkedése egyszeriien meghatarozhato:

1
lim A(l,p,t) = ———¢7,
Jim A p,?) I'(1—ip)

A masodik tag, B(i,[,p,t) aszimptotikus esetben, ¢ > 4,1 egy hyper-geometrikus
osszeghez tart [Erdélyi, 1953, és idofiiggetlen lesz:

L)1 - Ip)
['(i —Ip)

Tehat nagy t értékekre az (A.26) egyenletben az egyetlen iddfiiggs tag t~7 lesz,

amely gyorsan lecseng§ fiiggvénye [-nek. Ezért feltehetjiik, hogy t > s esetén a

lim B(i, l,p,t) = B(i,l,p) = o Fi(iyi— 154 — Ip;p).
—00

P;(s,t) mennyiségben szerepls Gsszegben csak az els6 tag (I = 1) fog nem elhanya-
golhato jarulékot adni, tehat a kiilénbo6z6 s értékekhez tartozo eloszlasok ugyanazon
p exponenssel csengenek le, amelyet igazol az A.1 abra,

L'(4)

: . — 4P o =1 = \")
i Py ) = 477 (L) s

o1 (i1 — 1;0 —p;p) + O(t7%)  (A.27)
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0
10 T ‘;’ " “S=‘1 ™
L O0# s=2
-1 = i s=5
107 =1
S:
= XA s=5
l;;; ]_0725 s=1
a~ |
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A.1. dbra. P;(s,t) aszimptotikus viselkedése. Az abra azt szemlélteti, hogy ¢ — oo hatéresetben
a kiilonb6z8 s értékekhez tartozéd eloszlasok ugyanazzal a p exponenssel csengenek le. (p = 0.5 és
i = 2 paramétereket valasztottunk.)

A fenti formula tovabb egyszertisddik, ha i — oo, mivel ebben az esetben teljesiil,

hogy lim; e 2 F1 (4,7 — 1;i — p;p) ~ (1 — p)t %, and lim; o % = P, és ezaltal az

egyes csoportok méreteloszlasanak aszimptotikus ¢,7 — oo, viselkedésére azt kapjuk,
hogy:

-\ P
lim P(s,1) = <Z> (A.28)
t,4—00 t

Most térjiink ra a (s;)(¢) mennyiség aszimptotikus vizsgalatara. Abbol indulunk
ki, hogy s < t esetén, a csoportmeéret eloszlas, P;(s, t), leirhatd az 6sszeg elss tagjaval,
mint azt az (A.27) egyenletben demonstraltuk, ugyanakkor nagyobb s értékekre a
mennyiség gyors lecsengést mutat, ahogy az A.2 dbra is mutatja. Definidlhatunk tehét

510 —
O ) —
Pi (l,t) o ‘
| oo i
310°" ° .
= | 1
o foX
N - : -
[al L ! i
10°F & ]
Il il " Il " Il \: wow\ "
1@ 100 10 18 10 x 10 10

A.2. dbra. Az egyes csoportok méreteloszlasa, mint a csoportmeéret fiiggvénye, t — oo esetén. (¢ =
10° értéket valasztottunk.) Kis csoportméret értékeknél — s kisebb, mint egy bizonyos kiiszobérték —
a valoszintiség jol kozelithet6 a P;(s = 1,t) mennyiséggel, de ha s meghaladja a kiiszob értéket,
Pi(s,t) gyors lecsengést mutat.

egy levagési értéket, s*, amelynek segitségével feltehetjiik, hogy az atlagos csoport
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méret (A.4)-ben meghatarozott alakja az alabbi alakot 6lti:

s +1)

(si)(t) = > s Pils,t) = Pi(1,1) il 5 (A.29)

A levagasi kiiszobérték sokféle modon valaszthato, mi a P;(s,t) mennyiség infle-
xi6s pontjaként definidltuk, tehat:

gt — P Z(Z,S,p) F(l B 4]9) +24+ O(tfp)

(i,4,p) T'(1—3p)
I'(i —4p) oF(i,i— 151 — 3p;p)

_ 4P
I(i —3p) oF(i,i— 151 — 4p;p)

L2+ 0@). (A.30)

Behelyettesitve (A.29)-be adodik:

(@)

(si)(t) = t"(1 - p)i_lm o F1 (4,0 — ;10— p; p)

T(i —4p) oF)(i,i —1;i — 3p;p)]°

A31
['(i —3p) oF1(i,i — 1;4 — 4p; p) A3

Hasonloan P;(s,t) aszimptotikus vizsgalatahoz, ez a mennyiség is jelentGsen egy-

szeriisodik 7 — oo esetben, mivel ekkor az alabbi hatarértékeket vehetjiik figye-
. (7 T'(7—4 . . .o .

lembe: lim;_, F(i(—Z)p) ng_ﬁg = 7P, lim; o o F1 (4,7 — 1;2 — 3p;p) =

lim; 500 2 F1 (3,7 — 150 — 4p; p), limy 00 2 F1 (4,7 — 157 — p;p) ~ (1 — p)*~*, amelyek fel-

hasznalasaval végiil eljutunk az adtlagos csoportméret végss, aszimptotikus alakjahoz:

= Zpa hmi%oo

lim (s;)(£) = (f)p (A.32)

t,i— 00



B. Fuggelék

Val6szintiségi valtozok osszegének
szorasnégyzete és a valtozok
autokorrelaci6janak exponense kozti

osszefliggés levezetése

Vizsgéaljuk meg, hogy n valdszintiségi valtozo Osszegének szordsa és a valtozd auto-
korrelacioja milyen viszonyban allnak egymassal. Definici6 alapjan az Osszeg szoréas-
négyzete az alabbi alakba irhato.

DAY ) = (@44 a0) = G o ) Y P NI prap e U

+2(z1 — T1) (22 — T2) + 2(z1 — T1) (23 — T3) + ... + 2(x1 — T1) (¥ — T0) +
+2(xg — T3) (23 — T3) + ... + 2(x2 — T2) (x0, — Tp) +
+...+

+2(33n—1 - xn—l)(xn - -'L'_n)

A jobb oldalon szerepl6 els6 n tag a valoszintiségi valtozo szorasnégyzete, D?(1),
mig a tobbi tag a kiilonb6z6 idékiilonbségekhez tartozo autokovarianciakat jeloli. En-
nek figyelembevételével az Gsszeg szorasa a kdvetkezSképpen irhato fel:

D?(Z z;) = nD?*(1) + 2D*(1) [(n — 1)C(1) + (n —2)C(2) + ...+ C(n — 1)] =

D?*(1) n+22(n—m)0(m) : (B.1)

Tegyiik fel, hogy D?(1) = 1, valamint, hogy az autokorrelaci6 hatvanyfiiggvény

lecsengeésti, azaz C(m) ~ m™" .
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n n—

D2(in) :n—l—QZ(n—m)% (B.2)

=1
Azt is feltehetjiik, hogy az Osszeadott valtozok szama nagy, igy n — 1 ~ n kozeli-
téssel élhetiink. Ekkor a (B.2) egyenlet masodik tagja a kovetkezdképpen irhato:

Z(n—m)i:{m:%}:nl—“ > L-m. (B.3)

mk
m=1 m=1/n

[tt egy valtozocserét hajtottunk végre, bevezetve az m = m/n mennyiséget. Amennyi-
ben n értéke nagy, az Osszegzés lépéseleme, Am = 1/n kicsi, igy az Osszegzés helyet-
tesithetd integraléssal. Tehat az Osszeg szorasnégyzete a kovetkezd alakot Olti:

) e 1 "1-m
D (in):n+2n _”/ —ndm =
i=1 Ln M

1 nnfl 1 nlﬁ*Z
n+2n* " — — — . B.4
[(1—& 1—/€> (2—& 2—&)] (B4)
Az egyenlet atrendezésével a valoszintiségi valtozok Osszegének szorasnégyzete — hat-
vanyfiiggvény lecsengést autokorrelacio feltételezése mellett — az aldbbi alakot 6lti:

& 2 K+ 1 2
D? ) = 2ok . B.5
(;x) (1—&)(2—n)n +/€—1n+2—/£ (B:5)

A fenti egyenletben az utolsé tag, mivel n-ben nulladrendd, elhanyagolhatd a masik
két tag mellett. Amennyiben a korrelacié gyors lecsengésii, azaz 2 > k > 1, a masodik
tag fog dominélni, igy a szorasnégyzetre fennall, hogy D?(n) ~ n. Abban az esetben
viszont, ha a korrelacio lassi lecsengési, k < 1 a fenti kifejezés els6 tagja dominalja az
Osszeget, és igy a valoszintiségi valtozok Osszegének szorasnégyzete k fiiggvénye lesz,
azaz D?*(n) ~ n*%. Ezzel belattuk a (3.15) egyenletben szerepl§ kifejezést.



C. Fuggelék

Vallalatok neve, szimboéluma, és

leirasa

Szimbo6lum Név

Leiras

AA
ALD
ARC
AUD
AXP
BA
BLS
BMY
BS
CAT
OCI
CD
CDG
CHV
CPQ
DD
DIS
EK
ESV
EVI
FON
FLC
GE
GLM
GM
GLX
GTW
HAL
HD

Alcoa Inc

AlliedSignal Inc.

Atlantic Richfield Co.
Automatic Data Processing
American Express
Boeing Co.

Bellsouth Corp.
Bristol-Myers Squibb Co.
Bethlehem Steel
Caterpillar Inc.

Citicorp

Cendant Corp.

Cliffs Drilling Co.
Chevron Corp.

Compaq Computer Corp.
duPont(EI)deNemours
Walt Disney Co.
Eastman Kodak Co.
Ensco International Inc.
Energy Ventures Inc.
First Chicago NBD Corp.
Falcon Drilling Co. Inc.
General Electric Co.
Global Marine Inc.
General Motors

Glaxo Wellcome Plc.
Gateway 2000 Inc.
Halliburton Co.

Home Depot Inc.

Aluminium-ipar

Nyersanyag gyartas
Petroleum finomitas
Informacio6 szolgaltatas
Utazéasi szolgaltatasok
Repiilogépgyartas

Telefon

Gyogyszerkészités

Acélipar

Gépgyartas

Bank

Utazéasi szolgaltatasok
Nemzetkozi olajfuro vallalat
Vegyipar, petroleum finomitas
Elektronika, szamitastechnika
Olajipar

Szorakoztatodipar
Fényképezés

Olajfaras, olajkut

Olaj- és gazipar

Bank

Tengeri olajfirés

Elektronika, gépipar
Olajfaras

Autogyartés

Gyobgyszeripar

Elektronika, szamitastechnika,
Olajipar

Héztartési cikkek

87

rovid



88

C. FUGGELEK. VALLALATOK NEVE, SZIMBOLUMA, ES ...
Szimbdélum Név Leiras

HWP Hewlett-Packard Co. Szamitastechnika,
IBM International Business Machines Corp. Szamitastechnika

IP International Paper Co. Papiripar

JNJ Johnson & Johnson Egészségiigy

JPM Morgan J.P. Co. Inc. Bank

KO Coca-Cola Co. Uditéital gyartas
LEH Lehman Brothers Holdings Pénziigyi szolgéiltatasok
MCD McDonald’s Corp. Gyorsétterem

MMM Minnesota Mining/Mfg Vegyipar

MO Philip Morris Cos. Cigaretta

MOB Mobil Corp. Petroleum finomitas
MOT Motorola Inc. Félvezet technologia
MRK Merck & Co Inc. Gyobgyszeripar

MU Micron Technology Inc. Félvezetd technologia
NE Noble Drilling Corp. Olajfaras

NN Newbridge Networks Corp. Telefon

NOKA Nokia Corp. Mobiltelefon

PFE Pfizer Inc. Gyogyszeripar

PG Procter & Gamble Co. Héaztartéasi vegyiaru
RD Royal Dutch Petroleum Comp. Petroleum finomitas
SBH Smithkline Plc Gyogyszeripar

SLB Schlumberger Limited LTD Olaj-, gazipar

SUB Summit Bank Corp. Bank

T AT&T Corp. Telekommunikéci6
TBR Telecomunicacoes Brasileiras S.A. Telekommunikécié
TER Teradyne Inc. Elektronikai berendezések
T™MX Telefonos de Mexico Telefon

TRV Travelers Group Inc. Biztositas

X Texaco Inc. Olajipar

UAL UAL Corp. Légikozlekedés

UK Union Carbide Vegyipar

UTX United Technologies Gépgyartas

VRC Varco International Inc. Olaj-, gazipar

WDC Western Digital Corp. Szamitastechnika
WLA Warner Lambert Co. Gyogyszeripar

WMT Wal-Mart Stores Inc. Vegyeskereskedés
XON Exxon Corp. Petroleum finomitas
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