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Bevezeto

A fizikai rendszerek viselkedése fiigg a rajuk jellemz6 paraméterek-
t6l. A kvantumrendszerek ebbdl a szempontbol nem kiilonboznek: mi-
kodeéstiiket és tulajdonsagaikat olyan paraméterek befolyasoljak, mint a
mégneses tér, a csatolasi allandok vagy a geometriai konfiguracio. E
paraméterek valtozésa megvaltoztatja a rendszer Hamilton-operatorat,
ami az energiaszintekben, sajatallapotokban és mas mérhet§ mennyi-
ségekben is modosulasokat eredményez.

Egy kristalyos anyag Hamilton-operatora, amikor a Bloch-elektronokat
irja le, paraméterfliggs kvantumrendszerként tekinthets, amely az elekt-
ronok hullamszam-vektoratol fiige. Ahogy a hullamszam végigfut a
Brillouin-zénan, a Hamilton-operator sajatértékei adjak meg a diszper-
zios relaciot, igy a vegyérték-, vezetési- és tiltott savok szerkezetét is.
E savok valtozasai irjék le a fémes, szigetel§ vagy topologikus fazisok
kozotti atmeneteket.

Weyl-félfémekben [1, 2] a Brillouin-zonaban a vezetési- és a vegy-
értéksav specialis pontokban, az tn. Weyl-pontokban érintkezik. FEzek
kornyezetében a diszperzios relacié linearis, vagyis a vezetési- és vegy-
értéksav kozotti energiafelhasadés a Weyl-ponttol valo tavolsaggal aré-
nyosan novekszik. A Weyl-pontok robusztusak a perturbaciokkal szem-
ben, példaul kiils6 méagneses tér vagy rugalmas fesziiltség (strain) hata-
sara nem hasadnak fel, hanem csupéan eltolédnak az impulzustérben. Ez
a robusztussiag a Weyl-pontok topologikus természetébdl fakad. Min-
den Weyl-pont hordoz egy egységnyi topologikus toltést, vagy kirali-
tast, amely pozitiv vagy negativ lehet. A topologikus toltés perturba-
ciok hatdsdra megmaradd mennyiség, forrasa pedig maga a savszerke-
zeti degeneracié. Ennek kovetkeztében barmely perturbalt Hamilton-
operatornak tovabbra is tartalmaznia kell olyan degeneréciét, amely
meg6rzi a topologikus toltést.

A koélesonhato spinsrendszerek esetében [3] a kiils6 mégneses tér a
rendszer konfiguricios terének egy paramétereként kezelhets. A spin-
rendszer Hamilton-operatora linearis a magneses térre nézve: a Zeeman-
tag adja a homogén linearis komponenst, mig a spinek kézotti koleson-
hatéas konstans tagként szerepel. A spinrendszerek degenerécios pontja-
it az irodalom gyakran diabolikus pontokként emliti. Mind a kristalyok
impulzustérben megjelend Weyl-pontjai, mind a magneses rendszerek
diabolikus pontjai linearis diszperzioval, pozitiv vagy negativ egységnyi
topologikus toltéssel rendelkeznek, és nem igényelnek finomhangolast
vagy specialis szimmetriat. Ezért e degeneraciok ekvivalensnek tekint-



hetdk, és a tovabbiakban mindegyikre a Weyl-pont elnevezést hasznal-
juk, figgetleniil a vizsgalt fizikai rendszertdl.

Egy masik tipust degeneracios pont akkor jon létre, amikor két,
ellentétes topologikus t6ltést Weyl-pont osszetitkozik [4]. Ez a degene-
raciés pont nulla topologikus toltéssel rendelkezik, és instabil pertur-
baciokkal szemben. Az ilyen tipusd pont kornyezetében a diszperzios
relacié kvadratikus abban az irdAnyban, amely mentén a két Weyl-pont
osszeolvadt. Ezen kiilonbségek miatt ezek a kvadratikus degenerécios
pontok nem ekvivalensek a Weyl-pontokkal.

Tovabbi Weyl-pontok 0sszeolvadasa egyre Osszetettebb degeneraci-
okhoz vezet [5, 6], amelyeket egzotikusabb diszperzio és jellemz&en na-
gyobb topologikus toltés hataroz meg. Az ilyen degeneraciok azonban
joval pontosabb finomhangolast igényelnek, ezért perturbaciokkal szem-
ben egyre instabilabbak. A pontszerd kétszeresen degeneraciok mellett
léteznek t6bbszoros degeneraciok [7, 8], valamint nem pontszerd dege-
neraciok is [9, 10].

Bar bizonyos finomhangolt degeneréciok specialis szimmetriak révén
stabilitast nyerhetnek, masok eleve instabilak, ezért kevésbé vizsgaltak.
Bar torténtek osztalyozasi kisérletek, ezek eredményei korlatozottak, és
gyakran figyelmen kiviil hagyjék az instabil degeneraciokat [8, 11]. Egy
olyan szisztematikus elméleti keret, amely egységes osztalyozast adna,
mindmaéig hidnyzik. Egy ilyen keret felallitasa nyitott probléma, amely
mélyebb betekintést igér ezen Osszetett energiadegeneraciok szerkeze-
tébe és stabilitasaba.

Célkitiizések

A degeneraciok osztalyozasanak els6 1épése a konkrét példak vizsga-
lata. A spinsrendszerek Hamilton-operatora linearis, ami egyszertibbé
teszi a degeneraciok keresését. A legegyszertibb Gsszetett spinrendszer
két kolcsonhatod feles spint részecskébdl all, amely kisérletileg dupla
kvantumdotban valésithaté meg, ahol mindkét dot egy-egy elektront
tartalmaz [3|. Az energiadegeneraciokkal kapcsolatban természetesen
felmeriil6 kérdések a kovetkezk: hany Weyl-pont lehet jelen egy ilyen
rendszer paraméterterében? Milyen més, nem Weyl-jellegii degeneraci-
60k bukkanhatnak fel és ezek hogyan hasadnak fel perturbacié hatésara
Weyl-pontokka? Milyen a diszperziés relaciéjuk? Mennyire instabilak?
Elsfordulhatnak-e vonal- vagy feliiletszerti degeneraciok a spinrendszer-
ben? Milyen geometriai mintazatot rajzolnak ki egyiitt a degeneraciok,



és hogyan oszlik meg kozottiik a topologikus toltés? Ezek a kérdé-
sek nemcsak két kolcsonhato spin rendszerére vonatkoznak, hanem a
kristalyok delokalizalt elektronjait leird, hullamszamfiiggd Hamilton-
operatorokra is relevansak.

Ezen kérdések megvélaszolasdhoz célszertibb a degeneraciok kornye-
zetében a kétallapotu effektiv Hamilton-operatort kiszamitani, mint-
sem az egész négyallapoti rendszer teljes diagonalizaciojat elvégezni.
Ez a Schrieffer—Wolff-transzformacioval érhet el, amely olyan modszer,
amely bemenetként egy majdnem degeneralt Hermitikus matrixot vesz,
és kimenetként egy redukalt Hermitikus matrixot ad, amely a kozel de-
generalt alteret irja le [12, 13, 14, 15].

Egy természetes, és a dolgozatban gylimoélesdzének bizonyuld otlet
az, hogy a fenti kérdéseket, valamint a Schrieffer—Wolff-transzforméciot
a Hermitikus matrixok terében vizsgaljuk. Ezen tér nagy részét olyan
maétrixok alkotjak, amelyek sajatértékspektruma nem degeneralt, ugyan-
akkor létezik benne egy részhalmaz is, amely degeneralt spektrumi
matrixokat tartalmaz [16, 17]. Ez a részhalmaz érdekes geometriai tu-
lajdonsagokat hordoz, és célunk ezen tulajdonsagok megértése és ki-
hasznalésa a fenti kérdések vizsgalatakor.

Egy tovabbi természetes, és a dolgozatban is hasznosnak bizonyu-
16 6tlet a hatékony Hamilton-operator nyommentes részének Pauli-
felbontasa, amely lehet6vé teszi, hogy azt vektorértéki fiiggvényként
abrazoljuk. Ebben a reprezentaciéban az energiadegeneraciok ennek a
fiiggvénynek a gyokeinek felelnek meg. Ez a megkozelités varhatoan
hasznos lesz a fenti kérdések vizsgalatakor, mivel a fliggvények gyo-
keinek jellemzése és osztalyozéasa, valamint ezek perturbaciokra adott
reakcidja a matematikaban, és kiilonosen a szingularitdselméletben in-
tenziven kutatott irany [18]. Péld4ul egy degeneraci6 topologikus tol-
tése megfelel a vektormezsként tekintett kétallapotu effektiv Hamilton-
leképezés lokalis fokszamanak, azaz annak, hogy a fiiggvény hanyszor
tekeredik korbe az origo koriil. Ez természetes modon felveti a kérdést,
hogy mi a lokalis fok komplex analogidjanak, a lokélis multiplicitas a
fizikai jelentése. Célunk a szingularitaselmélet eredményeinek felhasz-
nalasa energiadegeneraciok jellemzésére paraméterfliiged kvantumrend-
szerekben.



Uj tudomanyos eredmények

A disszertaciomban ismertetett 4j tudoméanyos eredmények az alab-
bi tézispontokban GsszegezhetGek:

1. Degeneracidk karakterizacioja egy két-spin rendszerben.
A kutatomunkam soran els6ként megvizsgaltam egy dupla kvan-
tumdotban 1étrejové kétspin-rendszer alapallapoti degenerécioit.
A degeneraciok helyére analitikus eredményt adtam, ami alapjan
osztalyozni tudtam a rendszerben létrej6vé degeneracios konfigu-
raciokat. Meghataroztam melyek a stabil konfiguraciok és mi a
generikus atmenet kozottiik. Kiszdmoltam a finomhangolt esetek
instabilitasat, azaz mennyi paraméter hangolésaval érhetGek el.

Ezenkiviil meghataroztam a kiilonb6z6 konfiguraciokban a topo-
logikus toltés eloszlasat. A goérbementi és feliileti degeneraciok
esetén bevezettem a megfelels topologikus toltésstirtiséget, és azt
taldltam, hogy a vonaldegeneraciok altaldban zérus toltésstiriiség-
gel rendelkeznek, ezzel szemben a feliiletek toltésstirtisége folyto-
nos.

Kapcsolodo publikacio: 1.,I1.



2. Effektiv Hamilton-operator és kapcsolata a degeneraciok-
kal. Megvizsgaltam, hogy mi a kapcsolat egy Hamilton-operator
degeneracidja és a beldle kvazi-degeneralt perturbécidoszamitas-
sal (Schrieffer—Wolff traszformécio) képzett nyomnélkiili effektiv
Hamilton-operatora kézott. Megmutattam, hogy a Schrieffer—Wolff-
transzformécio természetes lokalis koordinatarendszert ad a Her-
mitikus méatrixok degeneracios sokasadganak kozelében, amelyben
a hatékony Hamilton-operator a degeneraciéra meréleges koordi-
natakban fejezhetd ki.

Bizonyitottam, hogy egy Hamilton-operator sajatértékeinek fel-
hasadasa aranyos a Hamilton-operatornak a Hermitikus maétri-
xok terében vett tavolsagaval a degenerdcids sokasagtol. Mivel
a degeneraciok az effektiv kétallapotia Hamilton-leképezés zérus-
helyeiként jelennek meg, azt javasoltam, hogy ezeket magaval a
leképezéssel azonositsuk. Ez a keret lehet6vé teszi a degeneraciok
vizsgalatat a szingularitaselmélet eszkozeivel.

Ebben a keretben tobbféle definiciét adtam a Weyl-pontokra, iga-
zoltam ezek ekvivalencidjat, és bebizonyitottam, hogy a Weyl-
pontok stabil és generikus degeneracidk, hasonléan két sikbeli
gorbe transzverz metszéséhez.

Kapcsolodo publikaciok: II1.



3. Nem generikus pontszerd degeneracidk sziiletési kvota-
ja. Megmutattam, hogy nem generikus pontszerd degeneraciok
perturbécioja soran keletkez6 Weyl-pontok szidmanak nemcsak a
topologikus toltés altal meghatérozott minimuma van, hanem 1é-
tezik egy maximalis szam is, amelyet sziiletési kvotdnak nevez-
tlink el. Harom modszert is adtam a sziiletési kvota meghataro-
zasara; mindegyik a Schrieffer—Wolff-transzformacié alkalmazésa-
val indul a Hamilton-operatorra, majd az igy kapott kétallapotu
effektiv Hamilton-operator vektorértékid fliggvényként valo értel-
mezésével folytatodik.

Megmutattam, hogy a degenerécio sziiletési kvotaja megfelel en-
nek a fiiggvénynek a multiplicitasanak, hasonl6an ahhoz, ahogy
a topologikus t6ltés (a minimalis szam) megfelel a fokszamnak.

Kiszamitottam a sziiletési kvotat a tobbrétegii ABCA-rendben
rétegzett grafén elektronikus savszerkezetének izolalt, nem generi-
kus kétszeres degeneracios pontjaira, valamint minden szimmetria
altal stabilizalt degeneréaciés pontra haromdimenziés kristalyos
anyagokban.

Kapcsolodo publikaciok: TV.
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