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1. A VARIÁCIÓSZÁMITÁS ALAPKÉPLETEI

i 1.1 Alapfogalmak

Ha valamely előirás egy meghatározott 10) függvényhalmaz
minden eleméhez a megadott ín számhalmaz elemeit rendeli hozzá,
akkor ezt az előírást funkcionálnak nevezztik és I - I Kh D o -
vel jelöljük,

Legyen 0, és 0, a legalább n-szer deríválható függvé-
nyeket tartalmazó (D) halmaz két függvénye, akkor a d, és
$0 2 r,( bis V2) 1-ed rendü távolsága alatt az

T, (0) b2) - Max. 19, - 0.1. 193 - 03]. ...

a TOL 1)
számot értjük.

Rögzítsük a d, függvényt és adjunk meg egy €,, pozitiv
számot, akkor a E] n-edrendü környezete alatt azoknak a b2
függvényeknek az összességét értjük, amelyekre

TA (Bi; 0.) § 9
Az I KCÓ2 funkcionál a E] függvénynél n-ed rendben

folytonos, ha a b, n-ed rendü £ környezetében, azaz

Ta (d, d, ) £ — esetén

IT. 4 9522-—-IT £ÁJzI KÓ

a ÁL



ahol ó és £ tetszőleges kicsinyre választható pozitiv szám;
A variációszámításnak az a feladata, hogy meghatározza,

hogy egy adott funkcionálnak lehet-e szélső értéke és azt milyen
bd függvénynél veszi fel. Ezt a vizsgálatot rendszerint a fd)
halmaz bizonyos függvényeire végezzük el, Ezek a függvények a ke-
resett D-nek valamilyen € környezetét alkotják, Az ilyen vizs-
gálattal kapott szélső értéket relativ szélső értéknek vagy re-
letív extrémumnak nevezzük, Ezzel szemben, ha a szélső értéket
valamennyi függvényre vonatkozóan állapitjuk meg, amelyre a funk-
cíonál értelmezett, akkor abszolut szélső értékről beszélünk,
A következőkben csak a relativ extrémum meghatározásával foglal-
kozunk,

Mint a közönséges függvények esetében a funkcionálok szél-
ső értékének meghatározásánál is a szélső érték szükséges és
elégséges feltételeit kell teljesiteni. A variációszámitásban a
szükséges feltételt viszonylag könnyen megfogalmazhatjuk, Az
extrémum elégséges feltételének felállítása mélyebb vizsgálato-
kat igényel. A továbbiakban megelégszünk a funkcionál extrémumá-

ra vonatkozó szükséges feltétel felirásával és az azt teljesítő
függvény esetében azt fogjuk mondani, hogy a funkcionál stacioná-
rius,

Végül, a következőkben csak olyan funkcionálokkal foglal-
kozunk, amelyek integrál alakban irhatók fel,

1.2 Egyváltozós függvényekre értelmezett
funkcionál első variációja

Induljunk ki a legegyszerübb esetből, Vizsgáljuk a
t2 ;

IKy2) - ] F (t,y/t/, $/t/) at
t,

;

funkcionált. Az integrál jel alatt az F alapfüggvény a t függet-
len változót, annak t. gt ta intervallumára értelmezett y(t)
függvényt és y(t) t szerinti első deriváltját tartalmazza,
Az y(t)-ról illetve az F-ről feltesszük, hogy változóinak két-
szer folytonosan deriválható függvénye. Az y(t) ezenfelül még

olyan, hogy a t1 és ta helyen adott y, és y2 értékeket vesz fel,

-4-



azaz y(t4 ) - 93 és y(ta ) s Yo Az ilyen függvényeket megengedett
függvényeknek is szokás nevezni.

Keressük az I K y 2 szélső értékének szükséges feltételét.
Tegyük fel, hogy ez az y(t) függvénynél teljesül, Ágyazzuk be

ezt az y(t) függvényt egy egyparaméteres y(t,x) függvényseregbe,
amelynek mindegyike eaz I £y2 értelmezési tartományába esik ugy,
hogy Xxzs0 y (t,0) 2 y(t); y (tis o) 2 Y19 y (ta. A) 72 és még

5 xz0 1 18 :

!

y A — —E. yt) 2y(t0)d
4, 2

t4 a t2 E
1.ábra

Az y(t,a ) változóinak szükség szerinti sokszor folytono-
san differenciálható függvénye. Most már ezek után az

Ta y(t, A) az Ox függvénye és annak szükséges feltétele,
hogy az I az y(t)-nél extremális legyen a

(24
! z 0 egyenlet.do

Ox 0

Irjuk ezt fel részletesen
t2

1£7(t,00) 2 s [/ Flt.y(t,oc) , 5(4,00)) át
t t

624 [ 2F 24 2£ E at
ax gy 94 gy 94



Azaz, ha az I a y(t)-nél stacionárius, akkor

dX ] Ax 20 3; 90 y 39 X 20

Vezessük be SI - 21
doc

jelölést és a l-t nevezzük az I
Ox 20

funkcionál első variációjának,
Ennek mintájára a óy - E ! az y függvény első va-

A s0
riációja, A ÓJ pedig a függvény első variációjának deriváltja,

" Ugyanis kít, a) a 2 I és ós eaz) .at Xz0

Ezekután

61- [tőr (é7) ! dt - 0

A második tagra vonatkozó integrált nézzük meg külön és al-
kalmazzuk rá a szorzati integrálás szabályát

t2 t; t2

9F óy) 2F d 3—— y at 2: — óy ! - / — [(— ) óy at/ - (67) -. ! (3) 67

1 t
A jobb oldal első tagja nulla, ha

óy(t1) . sz y (t), 0)

és ugyanigy óy(t,)- 6)

ezzel



Az IK y2 s f"tG7 dt funkcionál első variációja

ŐI a A zo )] ÓŐy at,

amely, ha nulla, akkor a I funkcionál stacionárius,
Az y(t,ax) megengedett függvények egy egyparaméteres sere-

ge a keresett y(t) függvény nullad- vagy elsőrendü környezetében
fekszik, Nézzük azt az esetet, amikor nulladrendü környezetről
van szó, vagyis

Max. [7 (4) -y(t.X)J KE

A beágyazást a következő módon végezhetjük,
Válasszunk ki a környezetből egy tetszőleges, de y(t)-től

különböző y ( t) függvényt. Képezzük az y(t)- y(t) különbséget
és jelöljük Ó y-nal, Az — óy segitségével az y(t, o) egyparamé-
teres sereg igy épithető fel :

£y(t,A) sy(t) 41x Ó y, ahol -lÍíocacxíi

yt) -y(t, 1) -yYróy

y(t, a)

y(t)
y(t,-17—4-—óy

2.ábra

Dá



Ennek alapján belátható, hogy az előzőekben bevezetett
Éz ! zs Ó y függvényvariáció az általánosabban és a szokásos

A WE
y(t) - y(t) s Óy-nak is megfelel. Ebből az is látszik, hogy y
nulladrendü € környezetében max lóy ] KCE€ általánosan is fent
kell álljon. :

1.3 Az Euler-Lagrange-féle differenciálegyenlet
t2

Mint láttuk ahhoz, hogy a Igyo - ÍJ F(t,y,y) dt stacio-
t;

nárius legyen a Ó I - 0 feltételnek kell teljesülni, vagyis az

t2 :

irá der2] Óy dt 20
9y at "297

t,
egyenlőségnek,

A variáciíószámítás alap lemmája segitségével ez az egyenlet
ez ugynevezett Euler-Lagrange-féle differenciálegyenletre vezet.

Az alap lemma a következőt mondja ki:
Legyen t, £X t, két megadott állandó és f(t), egy a

t, € t £ t, intervallumban folytonos függvény. Ha

t2

/ f(t) 7 (t) dt 2 0

t,
bármely folytonosan differenciálható KV (t) esetén, amelyre fennáll,
hogy

(44) - m (ta) s 0,

akkor

f(t) a 0 az egész t,£ t £ t, intervallumban.
Az első variáció kifejezésében szereplő mennyiségek a lem-

mában szereplőkhöz így kapcsolódnak:






















































































































































































