V?/) e /(/ L / g;f,

BUDAPESTI MUSZAKI EGYETEM
EPITOMERNOKI KAR, SZAKMERNOKI TAGOZAT
A BME TOVABBKEPZO INTEZETENEK KIADVANYA

M. 279.

Dr. Béda Gyula

egyetemi tanar

VARIACIOS ELVEK

{ |
KEZIRAT %’L

L]

TANKONYVKIADO, BUDAPEST, 1974

50, Ft






BUDAPESTI MUSZAKI EGYETEM
EPITOMERNOKI KAR, SZAKMERNOKI TAGOZAT
A BME TOVABBKEPZO INTEZETENEK KIADVANYA

M. 279.

Dr. Beda Gyula

egyetemi tanar

VARIACIOS ELVEK

KEZIRAT

TANKONYVKIADO, BUDAPEST, 1974



A kiaddsért felelds:

a Budapesti Miiszaki Egyetem Tovdbbképzé Intézet vezetSje
Megjelent a Tankonyvkiad6 Vallalat miiszaki gondozdsaban
Miiszaki vezet8: Himori J6zsef
Miiszaki szerkeszt$: Bidlint Imréné

Megrendelve: 1973, december Megjelent: 1974, dprilis Példinyszam:

Késziilt: Rotaprint lemezrdl (kicsinyitéssel), a MSZ 5601-59
és MSZ 5602-55 szabvdnyok szerint,
8,4(A/S) iv terjedelemben, 12 dbrdval

302

74-3009 — Dabasi Nvomda, Budapest — Dabas



1, A VARTIACIOSZAMITAS ALAPKEPLETEI

i 1.1 Alapfogalmak

Ha valamely eléirds egy meghatdrozott {¢} fiiggvényhalmaz
minden eleméhez a megadott {I} szédmhalmaz elemeit rendeli hozz4,
akkor ezt az elfirdst funkciondlnak nevezziik és I = I <¢> -
vel jelbljiik, ;

Legyen ¢, és ¢, a legaldbb n-szer derivélhaté fiiggvé-
nyeket tartalmazé {®} halmaz két filggvénye, akkor a (Dl és
&, (Pys ¢,) n-ed rendil tévolsiga alatt az

'rn<¢1’ d)z) 'Max'{ l¢2‘ (bll ’ I¢é" d)il, oo
ceey |¢/g/'¢/§/|}

szdmot értjiik.

Rogzitsilk & ¢, fligevényt és edjunk meg egy € , pozitiv
szémot, akkor a (bl n-edrendii kdrnyezete alatt azoknak a ¢,
figgvényeknek az Osszességét értjiikk, amelyekre

r, (&4 ¢2)< €n

Az I < &> funkciondl a ¢ , fggvénynél n-ed rendben
folytonos, ha a d)l n-ed rendii & kornyezetében, azaz

P4 (d)l. d)a)‘< £ esetén

T <$,> -1 <,>]|<d

il



ahol & és £ tetsz8leges kicsinyre vdlaszthaté pozitiv szém,

A varldciészdmitdsnak az a feladata, hogy meghatdrozza,
hogy egy adott funkciondlnak lehet-e 826185 értéke és azt milyen
¢ fuggvénynél veszi fel. Ezt a vizsgdlatot rendszerint a {¢ }
halmaz bizonyos fliggvényeire végezzlik el, Ezek a filggvények a ke-
resett ¢ -nek valamilyen & kdrnyezetét alkotjdk, Az ilyen vize-
gédlattal kapott szélsd értéket relativ szélad értéknek vagy re-
lativ extrémumnak nevezzilk, Ezzel szemben, ha a 826188 értéket
valamennyi fiiggvényre vonatkozéan dllapitjuk meg, amelyre a funk-
ciondl értelmezett, akkor abszolut szélsd értékr61 beszéliink,

A k8vetkez8kben ceak a relativ extrémum meghatdrozdsdval foglal-
kozunk.

Mint a k8zbnséges fiiggvények esetében a funkciondlok szél-
88 értékének meghatdrozédsdndl is a szélsS érték szilkséges és
elégaséges feltételeit kell teljesiteni, A varidcibészdmitdsban a
szilkséges feltételt viszonylag konnyen megfogalmazhatjuk. Ag
extrémum elégséges feltételének feldllitésa mélyebb vizsgdlato-
kat igényel. A tovdbbiakban megelégsziink a funkciondl extrémumé-
ra vonatkozé szilkséges feltétel felirdsdval és az azt teljesitd
fiiggvény esetében azt fogjuk mondani, hogy a funkciondl stacionéd-
rius,

Végiil, a kdvetkezdkben csak olyan funkciondlokkal foglal=-
kozunk, amelyek integrdl alakban irhatdk fel,

1,2 Egyvdltozés fiiggvényekre értelmezett
funkciondl els8 varidciéja

Induljunk ki a legegyszeriibb esetbdl, Vizsgdljuk a
tz ;
I<y> = f F (toy/t/, 5/13/) dt
% |

funkciondlt, Az integrédl jel alatt az F alapfiiggvény a t fiigget-
len v4ltozét, annak £t < t, intervallumira értelmezett y(t)
fiiggvényt és y(t) t szerinti elsd deriv4ltjdt tartalmazza,
Az y(t)-rél illetve az F-r8l feltessziik, hogy véltozéinak két-
szer tolytonosan derivdlhatd fiiggvénye. Az y(t) ezenfeliil még
olyan, hogy a %, és té helyen adott y; és yzvértékeket vesz fel,
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azaz y(tl) =y és y(t2) = ¥o. Az ilyen fiiggvényeket megengedett
fuggvényeknek is szokds nevezni,

Keressiik az I < y > 826188 értékének sziikséges feltételdt,
Tegyiik fel, hogy ez az y(t ) fiiggvénynél teljesiil, Agyazzuk be
ezt az y(t) fiiggvényt egy egyparaméteres y(t,cx) fiiggvényseregbe,
amelynek mindegyike az I < y > értelmezési tartomdnydba esik ugy,
hogy o =0 y(t,0) = y(t); y(tln‘x) =Yy Y(tg’“)‘: Yo és még

2y :
a“ ox=0 $ 0.
Yl e
= V2 A .
ﬁ____//\ Y& =y(t,0)
i y(t o)
Y, Y
t1 t2 t o
1.4bra

Az y(t,o¢) védltozbinak szitkség szerinti sokszor folytono=-

san differencidlhatd fiiggvénye. Most mdr ezek utén agz
1L yls,00)» az o< fiiggvénye és annak szilkséges feltétele,

hogy az I az y(t)-nél extremdlis legyen a

it I =0 egyenlet.
dox
x =0
Irjuk ezt fel részletesen
tz
I<Y(t,°<) D _/F(t9Y(t’°<) ’ Y(t’“)) dat

t
t2 1

g_/[ﬂ Q_z+_a_?£det

dox gy o 2y Ox

t,



Azaz, ha az I a y(t)-nél staciondrius, akkor

gl ,0,/[8__21+_9_1_~:£i] at
dX | 20 9y ox y do oeal

Vezessilk be I = 41

jelolést és a S I-t nevezziik az I
o =0

funkciondl elsd varidcidjdnak,

P
K - Sl
Ennek mintdjéra a Jy Y™

. az y fiiggvény elsl va-
=0
ridcidja., A J&y pedig a fiiggvény elsd varidciéjénak deriviltja,
' Ugyanis j(t,oc)--gl és 55:-—9—(—9-1) =

9t Jox _—

-—8—(21>‘ s(éy)' mert

2% 2%

Ezekutdn
t,

2y 9y
t
A mésodik tagra vonatkozd integrdlt nézzilk meg kiilon és al-
kalmazzuk réd a szorzati integrdlds szabdlydt

tz tz tZ

A jobb oldal elsd tagja nulla, ha
2 2
Sy(tq) = =— y(t,,0¢ e =
¥ ( 1) Hec Y( 1° )o(,zo -y Y1 i

és ugyanigy 5y(t2)= 0

ezzel



i,

| 2% ‘dey OF
t. ay dt<9j>
4t2

Az I< y> = \/~F(t,y,j) dt funkciondl elsd varidcidja

t
t,
61./31’_‘-‘-(—9—?) Sy dat,
dy dt \9y
L ‘
amely, ha nulla, akkor a I funkciondl staciondrius,
Az y(t,x) megengedett riiggvények egy egyparaméteres sere-
ge a keresett y(t) fiiggvény nullad- vagy elsSrendii kornyezetében

tekszik, Nézziik azt az esetet, amikor nulladrendii kornyezetrdl
van szé, vagyis

Max. |y(t) - y(,x)| < &

A bedgyazdst a kovetkezd médon végezhetjiik,

Vdlasszunk ki a kornyezetbSl egy tetszdleges, de y(t)=-t81
kiilonbsz8 y () fliggvényt. Képezzilk az y(t)- y(t) kiilonbséget
és jeltljiik csy-nal. Az Jdy segitségével az y(t,o¢) egyparamé-
teres sereg igy épithetd fel :

< <

y(tyx) =3(t) +x Sy, a@hol =-13cc=1

y*t) =yt 1) =y+dy
y (o)

y(t)

y(t,-)=y-dy
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Ennek alapjan- belathaté, hogy az elSzlekben bevezetett

%}I . = J y fiiggvényvaridcié az dltalénosabban és a szokdsos
14 om0

y*(t) - y(t) = & y~nak is megfelel, EbbSl az is 1l4tszik, hogy y

nulladrendii £ kdrnyezetében max |Sy |< € 4édltalédnosan is fent

kell 411jon, ,

1.3 Az Euler-Lagrange-féle differencidlegyenlet
t,
Mint 14ttuk ehhoz, hogy @ I<y> = J F(t,y,7) dt stacio-

t
nédrius legyen a SI = 0 feltételnek kell t%ljesﬁlni, vagyis &z

t, :
f[ﬂ-i-(—az)] Sy dt = 0
2y dt ‘2y
t
egyenldségnek,
A varidciészémitds alap lemmdja segitségével ez az egyenlet
ez ugynevezett Euler-Lagrange-féle differencidlegyenletre vezet,
Az alap lemma & kovetkezdt mondje ki:
Legyen t; < t, két megadott 4llendé és f(t), egy a
t,et ¢ ¥, intervallumban folytonos fiiggvény. Ha
t,
/f(t)"](t) at = 0
t,
bdrmely folytonosan differencidlhaté ” (t) esetén, emelyre fenndll,
hogy

7 (ty) = (%) =0,
akkor |

f(t) = 0 az egész tl_é t ¢ %, intervallumban,

Az els§ varidcid kifejezésében szerepld mennyiségek a lem-
méban szereplSkhoz igy kapcsolédneks

















































































































































































































































































