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Absztrakt

Bevezetjiik egy kozos altalanositasat a prenukleolusznak, a perkapita prenukleolusz-
nak és a silyozott vagy g-prenukleolusznak, az u-prenukleoluszt, tgy, hogy hasznos-
sagfiiggvényeket illesztiink a tobbletekre. Ugyanezen gondolatmenet alapjan szintén
altalanositjuk a magot, a sziikmagot, a kiegyensilyozott jatékok fogalmét, a lényeges
és duélisan lényeges koaliciokat, ami altal megkapjuk az u-magot, az u-sziikmagot,
az u-kiegyensilyozott jatékok fogalméat, az u-lényeges és duélisan u-lényeges koali-
ciokat. Megmutatjuk, hogy kiilonboz6 jatékelméleti eredmények és tételek hogyan
alkalmazhatok ebben az 1j feldllasban, emellett kiilonb6z6 karakterizacios halmazait
definialjuk az u-prenukleolusznak: az u-lényeges és duélisan u-lényeges koaliciokat
u-kiegyenstlyozott jatékok esetén, és ezen két koalicibhalmaz metszetét olyan jaté-

kokban, ahol az u-sztikmag valo6di részhalmaza az u-magnak.



Osszefoglalo

Bevezetjiik az u-prenukleolusz fogalmat (Dornai és Pintér, |2024), ami kozos altalano-
sitdsa a prenukleolusznak (Schmeidler, |1969), a perkapita prenukleolusznak (Grotte,
1970, 11972), a stlyozott vagy g-prenukleolusznak (Derks és Haller, |1999; Solymosi,
2019) és egy speciélis esete az altalanos prenukleolusznak (Potters és Tijs, [1992;
Maschler et al, |1992), oly modon, hogy tgy nevezett hasznossagfiiggvényeket alkal-
mazunk a tobbletekre (excess-ekre).

Emellett korlatozott kooperacios TU-jatékokat vizsgalunk, melyek esetén a pre-
nukleolusz bizonyos tulajdonsagai megvaltoznak, példaul az egyértékiiség elveszik.
Katsev és Yanovskaya (Katsev és Yanovskaya, 2013) bizonyitottak sziikséges és elég-
séges feltételeket a prenukleolusz nem iirességére és egyértékiiségére ilyen jatékok
esetén is. Ezen eredményeket altalanositjuk az u-prenukleoluszra.

Hasznossagfiiggvények segitségével tovabbi altalanositott fogalmakat vezetiink
be, igy, mint az u-mag, az u-sziikmag, u-kiegyenstlyozott jatékok és az u-lényeges
koaliciok. Altalanositjuk a Bondareva-Shapley-tételt, mellyel megmutatjuk, hogy
egy jaték akkor és csak akkor u-kiegyenstlyozott, ha az u-magja nem iires. Emel-
lett Huberman tételét (Huberman, |1980) is altaldnositjuk, megmutatva, hogy az
u-lényeges koaliciok egy karakterizacios halmazat adjak az u-prenukleolusznak u-
kiegyensulyozott jatékok esetén. Elégséges feltételeket definidlunk, amelyek mellett
az u-prenukleolusz illetve az u-mag valtozatlan marad, tovabba mutatunk egy ja-
tékosztalyt, ahol a jatékosok szaméaban csak kvadratikus sok u-lényeges koalicio
talalhato. Mindezek mellett megmutatjuk, hogy a sztiken lényeges koaliciok (Dornai
és Pintér, 2022), amik az u-lényeges koalicioknak egy részosztéalyat képezik, karak-
terizaljak a prenukleoluszt nem kiegyenstlyozott jatékok esetén is.

Az utols6 fejezetben hasznossagfiiggvényekkel rendelkezd TU-jatékok duélisai-
val foglalkozunk, és definidljuk az u*-anti-nukleoluszt, az u*-anti-prenukleoluszt, az
u*-anti-magot és az u*-anti-szitkmagot. Bevezetjiik a dualisan u-lényeges koaliciok
fogalmat (Dornai és Pintér, 2025), melyek egy a Solymosi és Sziklai (Solymosi és
Sziklai, 2016)) altal bevezetett fogalom altalanositasai hasznossagfiiggvények esetére.
Kimondjuk és bizonyitjuk Huberman tételének egy maésik valtozatat, amely szerint a
duélisan u-lényeges koaliciok karakterizaljak az u-prenukleoluszt u-kiegyensilyozott
jatékok esetén.

Végiil, bizonyitjuk két altalanositasat |Granot et al (1998) egy tételének a pre-
nukleolusz karakterizaciés halmazairol, és ennek segitségével altalanositjuk Soly-
mosi és Sziklai egy eredményét (Solymosi és Sziklai, |2016), megmutatva, hogy az
u-lényeges és a dualisan u-lényeges koaliciok metszete szintén karakterizalja az u-

prenukleoluszt, amennyiben az u-sztikmag valodi részhalmaza az u-magnak.



1. Alapvets fogalmak

1.1. TU-jatékok és megoldasok

Adott jatékosok egy nemiires véges halmaza: N, és egy v: 2V — R fiiggvény, amire
v(0) = 0. Ekkor v-t egy TU-jatéknak nevezziik (ezenttl réviden jatek). Jeldlje GV az
N jatékoshalmazi jatékok osztalyat, tovabba jeldlje a koaliciok halmazat P(N) :=
{S C N} és a nem trivialis koaliciok halmazat P*(N):={SC N: S #0, S # N}.
Ezen tul jelolje Dg az S C N koalicio particionak a halmazat az {S} particio
kivételével.

Legyen A C P(N) olyan, hogy 0, N € A. Ekkor A-t megengedett koaliciok
halmazanak nevezziik. Ebben az esetben v: A — R, v()) = 0 egy korlatozott ko-
operacios jaték. Jelolje GV azon korlatozott kooperacios jatékok osztalyat, ahol A a
megengedett koaliciok halmaza. Ha A = P(N), akkor GV* = GV, igy a korlatozott
kooperacios jatékok a klasszikus jatékok egy altalanositasat adjak.

S C A egy kiegyensilyozott koalici6 rendszer, ha létezik egy A\g € R, S € S

kiegyensilyozo stlyrendszer, amire

D Asxs = Xn,

ses
ahol xp € RY az F halmaz karakterisztikus vektora.

Jelolje A* := A\ {N,0} a nem trividlis megengedett koaliciok halmazat, és
D& :={Be€Ds: BC A} az S € A* koalici6 nem trividlis A*-beli particioit.

Egy halmazértékii leképezést az N jatékoshalmazt jatékok osztalyarol RY-re
megoldasnak neveziink. Ilyen példaul a mag (Shapley, [1955; |Gillies| [1959), a kernel
(Davis és Maschler| 1965) és az alkuhalmaz (Aumann és Maschler, [1964). Ertéknek
egy szingleton értékid megoldast neveziink, példaul a Shapley-érték (Shapley, |1953)
¢és a (pre)nukleolusz (Schmeidler, |1969).

Jelolje I(v) == {z € RY: 3. _ya; = v(N) and 2; > v({i}) V{i} € A} av €
GV jatek imputécioi, és I*(v) == {z € RY: Y, v 2, = v(N)} a v € GN4 jatek
preimputéciéi halmazat.

Adott egy v € GNA korlatozott kooperacios jaték, egy S € A koalicio és egy
r € RY Kkifizetés vektor. Az S koalicioé z kifizetés vektorhoz tartozo tobblete a v
jatékban e(S, z) := v(S) — x(S), ahol z(5) := Y. ¢ 7;.

Egy korlatozott kooperéacios v jaték magja a preimputaciok azon halmaza, ame-

lyekre minden megengedett koalicié esetén a tobblet nem pozitiv:

core(v) := {x € RY: 2(N) = v(N) és e,(S,2) <0, VS € A*} .



Ha egy jaték magja nem tires, akkor azt mondjuk, hogy a jaték kiegyensilyozott.
A jaték e-magja a preimputaciok azon halmaza, amelyekre a tobblet legfeljebb

€, azaz

core.(v) := {x € I"(v): max en(S,z) <e}.

Tovabbé a jaték szttkmagja a tartalmazasra nézve legkisebb e-magja, amennyiben
ilyen létezik. A sziikmag mindig jol definialt, ha minden koalici6 megengedett. Kor-
latozott kooperacios jatékok esetén azonban el6fordulhat, hogy a legkisebb nem iires

e-mag nem létezik.

1. Tétel. Legyen v € GNA egy jaték. A jdaték szikmagja akkor és csak akkor jol

definidlt, ha A* tartalmaz eqy kiegyensilyozott koalicichalmazt.

Az E,(x) :=[... > e,(S,z) > ...: S € A*] vektort tobblet vektornak nevezziik,
ami az Osszes tObbletet tartalmazza nemnovekvs sorrendben. Két vektor x,y € R
kozotti lexikografikus rendezésnek nevezziik a kovetkezét: x <p y, ha © = y vagy
ha létezik olyan k, hogy x, < yx és minden ¢ < k esetén x; = y;. A nukleolusz az
imputaciok azon halmaza, ami lexikografikusan minimalizalja a tobblet vektorokat

az imputaciok folott, azaz

N@w):={ze€I(v): E,(x) <p E,(y), Yy € I(v)}.

Tovabbé a prenukleolusz a preimputaciok azon halmaza, ami lexikografikusan mini-

malizalja a tobblet vektorokat a preimputéaciok halmaza folott, azaz

N*(v):={z € I"(v): E,(x) <p E,(y), Yy € I"(v)}.

Azt mondjuk, hogy S C A* a v € GNA jaték prenukleoluszanak egy karakteri-

zécios halmaza, ha a v’ = v|syqny jatékra N*(v) = N*(v').

1.2. TU-jatékok dualisa

Egy v € GV jatek dualisa az a v*: 2V — R jaték, amire v*(S) = v(N) — v(N \ S)
minden S € P(N) esetén.

Jelolje N\ A az A-beli koaliciok komplementerei halmazat, azaz N\ A := {N \
S: S € A}. Egy korlatozott kooperacios v € GV jatéek dualisa az a korlatozott
kooperécios v*: 2V — R jaték, amire v*(S) = v(N) —v(N \ S) minden S € N\ A
esetén. Jelolje tovabba anti- I(v*) := {x € I*(v*): v*(N \ {i}) > x(N \ {i}), VN \
{i} € N\ A} a v* dualis jaték anti-imputéacidinak halmazat. Vegyiik észre, hogy

I(v) = anti-I(v*) minden v € GNV4 esetén.
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Adott egy v € GNVA korlatozott kooperacios jaték, egy S € N \ A koalicié és
egy v € RY kifizetés vektor. Az S koalicio x kifizetés vektorhoz tartozo hidnya a v*
jatékban f,«(S,x) = xz(S) — v*(S). Jelolje Fys(z) := [... > f(S,2) > ... S €
N\ A*] a hidany vektort, ami az 6sszes hianyt tartalmazza nemnovekvs sorrendben. A
dualis jaték anti-nukleolusza az anti-imputéciok azon halmaza, ami lexikografikusan

minimalizalja a hidny vektorokat az anti-imputéaciok folott, azaz

anti-N (v*) := {x € anti-1(v*): F«(z) <p F,«(y), Vy € anti-I1(v*)}.

Tovabbé a dualis jaték anti-prenukleolusza a preimputaciok azon halmaza, ami
lexikografikusan minimalizalja a tobblet vektorokat a preimputéaciok halmaza f6lo6tt,

azaz

anti-N*(v*) := {z € I"(v"): Fpe(x) <1 For(y), Yy € I*(v")}.

A dualis jatéek anti-magja a preimputéciok azon halmaza, amire minden N \ A*-

beli koalici6 tobblete nem pozitiv, azaz

anti-core(v*) ;= {z € I*(v*): f-(S,2) <0, VS € N\ A*}.

Hasonl6an a dualis jaték anti-e-magja a preimputaciok azon halmaza, amire az
N\ A*-beli koaliciok tobblete legfeljebb e, azaz

anti-core. (v*) = {z € I"(v"): snjlva\}i\ for(S,x) < e}
ENV A

Tovabba a dudlis jaték szik-anti-magja a legkisebb nemiires anti-e-magja, ha
létezik. Az [l Tétel allitasa itt is igaz lesz, azaz a dudlis jaték sziik-anti-magja akkor
és csak akkor jol definialt, ha A* tartalmaz kiegyensilyozott koalicibhalmazt.

A primél és dualis jatékok megoldasainak a kapcsolatat a kovetkezs egyenléségek

mutatjak:

N(v)
N*(v) = anti-N*(v*),
)=

= anti-N (v*)

core(v) = anti- core(v*),

least-core(v) = least-anti-core(v*) .

1.3. A lexikografikus kozép algoritmus

A lexikografikus kozép algoritmus Kopelowitz (1967); Maschler et al (1979) az egyik

legismertebb algoritmus a (pre)nukleolusz kiszamitasara. Ebben a szekcioban a le-
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xikografikus kézép algoritmus egy Huberman (1980) altali modositasat targyaljuk
meg.

Tekintsiik a v € GV jatékot és a kovetkezs problémét:

t — min
st. e(S,x) <t, Se€P*N)
x € I*(v)
teR
Konnyen lathato, hogy —nek van optimalis megoldésa. Jeldlje t; optimu-

(1)

mat.

Xy ={zxel"(v):e(S,z) <t, VS € P*(N)}.
Jelolje Wy fix halmazat, azaz

Wy ={S € P*(N): dcs € R, hogy e(S,z) = cg, Vo € X1}.

Legyen k > 2, és tekintsiik a kovetkezd feladatot:

t — min

st. e(S,x)<t, SePHN)\(UZIW,)
r e X
teR

(2)

Konnyen lathato, hogy a feladatnak van optimélis megoldasa, és jeldlje t; a
feladat optimumat. Legyen tovabba

Xp={r € Xj_1:e(S,x) <tg, VS € P*(N)\ (UFZ{W,)}.
Jelolje W, a feladatban a fix halmazt, azaz legyen

Wr={S € P*(N): dcs € R, hogy e(S,z) = cg, Vr € Xi}.
Konnyen lathato, hogy ti > txy1, Xix 2 Xgi1 minden k-ra, és létezik k¥, hogy
minden [ > k*-ra X; = X«

Kopelowitz (1967); Maschler et al (1979) bizonyitottak, hogy a fenti eljaras,
azaz a lexikografikus kozép eljards — pontosabban a fenti eljaras a lexikografikus
kozép eljaras egy Huberman| (1980) altali modositésa, ami lényegi eltérést az eredeti
eljarashoz képest nem jelent — a prenukleoluszt adja eredményiil, azaz Kopelowitz
Kopelowitz (1967) és Maschler et al [Maschler et al (1979) bizonyitotték a kovetkezd
allitast:

2. Tétel. N*(v) = Xy minden v € GV esetén.

7



1.4. Huberman tétele

Huberman (1980) megmutatta, hogy az gy nevezett lényeges koaliciok a nukle-
olusz egy karakterizacios halmazat adjak kiegyensulyozott jatékok esetén. Mivel a
nukleolusz és a prenukleolusz egybeesnek, ha a jaték kiegyensulyozott, a lényeges ko-
aliciok a prenukleoluszt is karakterizaljak. A kovetkezé definicio a lényeges koaliciok
Huberman| (1980)) altal hasznalt definici6ja.

3. Definicié. Adott eqy v € GV jditék. Az S € P*(N) koalicio 1ényeges, ha vagy
S| =1 vagy

v(S) > Inax v(T).
TeB

Jelolje &€, a v jaték lényeges koalicioi osztdlydt.
Huberman| (1980)) tétele a kovetkezs:

4. Tétel (Huberman| (1980)). Adott eqy v € GV kiegyensiilyozott jdték. £, a nukle-

olusz eqy karakterizdcios halmazdt adja.

Huberman tétele segitségével megmutathato, hogy bizonyos jatékosztalyok ese-
tében a prenukleolusz a jatékosok szaméban polynom idében szamolhato, mivel csak
polynom sok lényeges koalicioval rendelkeznek.

Példaul a parositasi jatékok esetén (lasd |5l Példa) megmutathato, hogy csak a
szingletonok és a két elemi koaliciok lényegesek. Igy, ha a mag nemiires, a prenuk-
leolusz polinom idében szamolhato.

Hasonléan a hozzarendelési jatékoknal is csak a szingletonok és a vegyes péro-
sok lényegesek. Ezen feliil, hozzarendelési jatékok esetén a mag sosem iires, igy a

prenukleolusz polynom idében szdmolhato.

5. Példa. Parositasi jatékok esetén a szingletonok értéke 0 és a parok értéke v({, j})
a;; minden i # j € N esetén. v(S) = maxgepg Y_(; jjep @i,j Minden més S € P*(N)
koaliciora.

Igy minden S € P*, |S| > 2 koaliciohoz létezik egy olyan B* C Dg koaliciohal-

maz, ami csak szingletonokbol és parokbol all, hogy

v(S)Zggneegg ai;= Y o{i, i)+ > v{k}),
{i,j}eB {i,j}eB* {k}eB*

tehét S nem lényeges.
Huberman tételét alkalmazva, ha v kiegyensilyozott, akkor a szingletonok és a
parok meghatarozzak a prenukleoluszt.

Ebben a disszertacioban kiilonbozé altalanositasait és valtozatait bizonyitjuk
Huberman tételének: [d Tézis, 5] Tézis és[6] Tézis.
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2. TU-jatékok hasznossagfiiggvényekkel

A prenukleolusz egy ismert valtozata a perkapita prenukleolusz (Grotte, |1970,(1972).
A perkapita prenukleolusz abban kiilonbozik a prenukleolusztol, hogy a tébbletek
helyett tigy nevezett perkapita tébbletekkel szamolunk. A v € GV4 jaték egy S € A*

koalicidjanak perkapita tobblete az z € RY kifizetés vektor mellett % Hasonlbéan
a perkapita tobblet vektor E2°(x) := (“{5%)sca- € R, ahol Er(x); > Er(x),,

ha ¢+ < j. Ennek megfeleléen a perkapita prenukleolusz definicidja a kovetkezd:
Ni(v) = {z € I*(0): Br(2) <, EV(y), Yy € I(0)}.

Solymosi (2019) a perkapita prenukleolusz egy tovabbi altalanositasat vizsgélja,
ahol az S halmaz szdmossaga helyett a tobblet ¢(S)-sel van leosztva, ahol ¢ egy
pozitiv valos értéki fliggvény a megengedett koaliciok folott. Az igy bevezetett g-
prenukleolusz fogalma a kdvetkezé: Ny (v) = {x € I"(v): El(z) < El(y), Yy €
I*(v)}, ahol a g-tobblet vektor E¥(x) := (%)SGA*, amiben E!(z); > Ei(x);, ha
i <7j.

Részben ezen altaldnositasok altal inspiralva tovabb altalanositjuk a prenuk-

leoluszt, Ggy nevezett hasznossag fliggvények bevezetésével, amiket a tobbletekre
alkalmazunk (Dornai és Pintér|, 2024, [2005)). Tekintsiik a kovetkezd deiniciot:

6. Definicio. Az u: A* x R — R hasznossdgfigguény az (us)sea+ fligguények eqy
olyan csalddja, aholug: R — R szigorian monoton névd, folytonos és az értelmezési
tartomdanya R. Tovdbbd minden S, T € A* esetén ug és up értékkészlete egybeesik.

Jelolje Ry ezt a kozos értékkészletet.

A v jatékban az S € A* koalicio z € R kifizetés vektor melletti u-tobblete ug o
er (S, ) = ug(v(S)—x(9)). Tovabba az u-tébblet vektor E,(z) := (us(e, (S, x)))scar €
RMI ahol E,(x); > E,(z);, hai < j.

Most méar definialhatjuk az u-prenukleoluszt, hasonléan a perkapita prenukleo-

luszhoz.

7. Definici6. Az u-prenukleolusz a preimputdciok azon halmaza, amik lexikografi-

kusan minimalizdljdk az u-tobblet vektorokat a preimputdciok halmaza felett, azaz

Ny(v) = Az € I'(v): E}(x) < E}}(y) Vy € I"(v)}.
8. Példa. Néhany példa hasznossagfiiggvényekre:

e Ha u az identitas fiiggvény, akkor az u-prenukleolusz megegyezik a prenukle-

olusszal.

e Ha minden S € A* esetén ug(t) = ﬁ, akkor az u-prenukleolusz megegyezik a

perkapita prenukleolusszal.



e Definialhatjuk az u fiiggvényt gy, mint egy ¢ konstanssal valo eltolast. Ekkor
us(t) =t + ¢, és minden v € GV jatékra az u-prenukleolusz a jaték egy v’
eltoltjanak a prenukleolusza, ahol v'(S) = v(S) + ¢ minden S € A* esetén és
v'(N) = v(N). Mivel a prenukleolusz invarians az eltolasra az u-prenukleolusz

és a prenukleolusz egybeesnek.

e Fontos megjegyezni, hogy u nem feltétleniil linearis fiiggvények egy csaladja.
Példaul ug(t) = arctan(t) minden S € A* esetén, szintén lehet egy hasznos-
sagfiiggvény.

A kovetkezd definicioban altalanositjuk a magot(Shapley|, 1955} (Gillies, [1959):

gN,.A

9. Definicié. Adott egy u hasznossdgfiigguény. A v € jaték u-magja

u-core(v) := {z € R": 2(N) = v(N) és ug o e,(S,z) <0,VS € A*}.

Vegyiik észre, hogy ha A = P(N) és u az identitéas fliggvény, akkor az u-mag
megegyezik a maggal.
A jaték u-e-magja a preimputéciok azon halmaza, amikre a maximalis u-tébblet
nem tobb, mint e, azaz
corel(v) :={z € I"(v): max s o ep(S, ) <e}.
6 *

Tovabbé a jaték u-szitkmagja a legkisebb nemiires u-e-magja, ha ilyen létezik.

10. Tétel. Adott eqy v € GNA jdték és egy u hasznossdgfigguény. A jdaték u-
szitkmagja akkor és csak akkor jol definidlt, ha A* tartalmaz kiegyensilyozott koalicio

rendszert.
3. Tézis pontok
A disszertacio f6 eredményei, mint Tézisek (1-t6] 9-ig) vannak kiemelve.

3.1. A Bondareva—Shapley—tétel altalanositasa TU-jatékokra

hasznossagfiiggvényekkel

Jelolje B az A halmaz kiegyensilyozott koalicié rendszereinek csaladjat.

11. Definicié. Adott eqyv € GNA jdaték és egy u hasznossdgfiigguény. Azt mondjuk,
hogy v u-kiegyensilyozott, ha vagy Ry C R_\ {0} vagy 0 € Ry és
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max | Ayvu(N) + > A (v(8) —ugh(0) | < (i), (3)
SeB\{N}

ahol (As)ses a B kiegyensilyozott koalicié rendszer kiegyensilyozd sulyrendszere.

Vegyiik észre, hogy, ha A = P(N) és u az identitas fiiggvény, akkor az u-
kiegyensilyozottsag megegyezik a kiegyensiilyozottsaggal.

A kovetkezs tétel a Bondareva—Shapley—tétel (Bondareval, [1963; [Shapley, 1967}
Faigle, [1989) altalanositésa jatékokra hasznossagfiiggvényekkel.

1. Tézis. Adott egy v € GNA jdték és egy u hasznossdgfiigguény. u-core(v) # ()

akkor és csak akkor ha v u-kiegyensilyozott.

Az [1] Tézis bizonyitasa az erds dualitas tételen alapul. A bizonyitas részletei
megtalalhatok a |Dornai és Pintér| (2024) cikkben.

3.2. Katsev és Yanovskaya tételei altalanositas az u-prenukleoluszra

a prenukleolusz nemiirességérdél és szamossagarol

Korlatozott kooperacios jatékok esetén a prenukleolusz nem feltétleniil egy érté-
ki. Ez igaz az u-prenukleoluszra is. Megmutatjuk, hogy |[Katsev és Yanovskaya
(2013)) tételei a prenukleolusz nemiirességérdl és szamossagarol altalanosithatoak
az u-prenukleoluszra.

A kovetkezs lemma a [2] Tézis bizonyitasanak egyik alapja.

12. Lemma. Adott egy v € GV jdték és ut, u? hasznossdgfiigguények. Legyen
X C I*(v), ekkor

min max ug o (v(S5) — z(S))

akkor és csak akkor létezik, ha

min max ug o (v(S) = z(S))

létezik.

2. Tézis. Adott eqy v € GNA jdték és egy u hasznossdgfigguény. A* akkor és csak

akkor kiegyensilyozott koaliciohalmaz, ha a jaték u-prenukleolusza nemdires.

A bizonyitas részletei a Dornai és Pintér (2024)) cikkben talalhatok.
Egy A C P(N) koalici6 csaladra jelolje X (A) azt az | A| x| N | dimenziés matrixot,

aminek a sorvektorai az A-beli koaliciok karakterisztikus vektorai.
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3. Tézis. Adott eqy v € GNA jdték, ahol A* kiegyensilyozott koalicichalmaz, és
eqy u hasznossagfiigguény. A jdaték u-prenukleolusza akkor és csak akkor szingleton
értéki, ha rank(X(A)) = |N|.

A bizonyitas részletei a Dornai és Pintér (2024)) cikkben talalhatok.

3.3. Az u-lényeges koalicidk az u-prenukleolusz egy karakteri-
zacios halmazat adjak u-kiegyensilyozott jatékok esetén
Huberman tételének altalanositasahoz "ujra kell definialnunk" a lényeges koaliciok

fogalmat (3] Definicio).

13. Definici6. Adott eqy v € GNA jdték, ahol A* tartalmaz kiegyensilyozott koali-
ciohalmazt €s egqy u hasznossdgfigguény. Eqy S € A* koalicio u-1ényeges, ha vagy
D& = 0 vagy Iz € u-least-core(v), hogy

ug 0 e,(S,x) > max g ur o e, (T, x).

A*
BeDg TeB

Jelolje EY a v jdaték u-lényeges koalicioi osztalydat.

Legyen Xy = I*(v) és Wy = (). k > 1 esetén tekintsiik a kovetkezs problémét:

t — min

st. ugoe,(S,r)<t, Se€A\ (UZiw,)
r € Xk_q
teR

Ha —nek van optimalis megoldésa, akkor jelolje ¢ optimumat.
Legyen X, a kovetkezs:

Xp={r € Xj_1: ugoe,(S,x) <ty, VS € A*\ (UFZIW,)).

Tovabbé legyen

W, =1{S € A*: Icg € R, hogy ug o e,(S,z) = cg, Vo € X3}
Tekintsiik a kdvetkezd optimalizalasi problémat:
t — min
st. ugoe,(S,x)<t, Se&"

x € I*(v)
t e Ry

12



Jelolje t} (b)) optimumat, és X| az optimalis megoldasok halmazat ¢ kivételével,
azaz X| ={z € I"(v): ugoe,(S,x) <t) VS € EN}.

A[14] Lemma sok més lemma és tétel alapja. Megmutatja, hogy tudunk egy fels6
becslést adni egy nem u-lényeges koalicié u-tobbletére csupan u-lényeges koaliciok

u-tébbleteinek Osszegével.

14. Lemma. Adott eqy v € GNA jdték, ahol A* tartalmaz kiegyensilyozott ko-
alicichalmazt és eqy S € A* \ EY nem u-lényeges koalicio. Ekkor minden x €
u-least-core(v) vektorhoz létezik B* € DE koalicichalmaz, amire ug o e,(S,z) <
Y oreps ur o ey(T ) és BF C EN

Vezessiik be a kovetkezs jelolést: egy & C A* koalicibhalmazra és t € R kons-
tansra legyen X (S,t) := {z € I*(v): ugoe,(S,z) <t,VS € S}.

A[15] és[16] Lemma ravilagit arra, hogy az X (A*, ) és X (€2, t) halmazok néhény
jelentGs geometriai tulajdonsidga megmarad az identitas hasznossagfiiggvényhez vi-

szonyitva.

gN,.A

15. Lemma. Adott eqgy u hasznossdagfigguény és eqy v € u-kiegyensilyozott

jaték, ahol A* tartalmaz kiegyensilyozott koalicio rendszert. Ekkor minden t; < t

esetén az X (A*t) és X(EX, t) halmazok nemiresek, konvexek és zdrtak.

16. Lemma. Adott eqgy u hasznossdgfigguény, eqy v € GVA jdaték, x1, 1, € RN
kifizetés vektorok és eqy S € A koalicio. Ha ug o e,(S,x1) < ug o €,(S,z2), akkor
minden A € (0,1) esetén

ug 0 e,(S, 1) < ugoe, (S, Ary + (1 — N)xa) < ug 0 e,(S, x2).

A kovetkezs allitas kimondja, hogy az u-lényeges koaliciok karakterizaljak az

u-sziikmagot u-kiegyenstlyozott jatékok esetén.

17. Allitas. Adott eqy u hasznossdgfiigguény és egy u-kiegyensilyozott v € GNVA
jaték, ahol A* tartalmaz kiegyensilyozott koaliciohalmazt. Ekkort, =t| és X1 = X].

A kévetkezd tétel [Huberman, (1980) tételének (Huberman (1980), 420. oldal, 7.

tétel) az altalanositasa.

4. Tézis. Tekintsiink eqy u-kiegyensilyozott v € GNA jdatékot, ahol A* tartalmaz

kiegyensulyozott koalicio rendszert.

Yi={z €I"(v): usoe,(S,x) <ty, VS €&},

és minden k > 2 esetén jelolje Yy a kiovetkezot:
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Vi ={r€ X 1:ugoe,(S,x) <ty, VS €&\ (UL},

ahol t;, optimuma, amennyiben létezik és —oo kilonben. Ekkor X =Y, minden
k > 1 esetén.

Mas szavakkal a[d] Tézis kimondja, hogy az u-lényeges koaliciok az u-prenukleolusz
egy karakterizacios halmazat adjak u-kiegyensulyozott jatékok esetén.

A bizonyités részletei a Dornai és Pintér| (2024)) és Dornai és Pintér (2005)) cik-
kekben taldlhatoak.

A sziiken kényeges koaliciok az u-lényeges koaliciok egy részosztalyat képezik,
ahol a hasznosséagfliggvény egy (—t)-gyel valo eltolast alkalmaz minden nem trivialis
koaliciora. A Dornai és Pintér| (2022)) cikkben megmutatjuk, hogy a sziiken lényeges
koaliciok karakterizaljak a prenukleoluszt nem kiegyensulyozott jatékok esetén is.
Ez az eredmény lehet6vé teszi, hogy a lényeges koaliciok egy valtozatat alkalmazni

tudjuk nem kiegyensiilyozott jatékokra is.

3.4. A dualisan u-lényeges koaliciok karakterizaljak az u-pre-

nukleoluszt u-kiegyensiilyozott jatékok esetén

A hasznossagfiiggvények alkalmazasédnak otlete kiterjeszthets a jaték dudlisara is.
Mivel a dualis jaték megengedett koalicidinak halmaza a primél jaték megengedett
koalicidinak komplementereibdl 4ll, a dudlis jaték u-hidnyait a koaliciok komplemen-

tereihez tartozo ug fliggvények segitségével definidljuk.

18. Definicié. Az u hasznossdgfigguénnyel rendelkezd v € GNA jdték didlisa az a

v* € GV Gdték, aminek a hasznossdgfigguénye u* = [N\ s]sen a5 -

Vegyiik észre, hogy a hasznossagfiiggvénnyel rendelkez§ jaték dualisanak dudlisa

az eredeti primal jaték ugyanazzal a hasznossagfiiggvénnyel. Ez a kovetkezs azo-

koK

nossagokbol lathato: v = v és u™ = ([un\slsenias)’ = [Un\(n\s)]sen\ (v\ax) =
[us]sea. Igy a dual operacié kétszeri alkalmazasaval nem csak az eredeti jatékot,

hanem az eredeti hasznosségfiiggvényt is visszakapjuk.

19. Definicié. Adott eqy v € GV jdték és eqy u hasznossdgfiigguény. Ekkor a v*
dudlis jatékban az S € N \ A koalicic x € RN kifizetés vektor melletti u*-hidnya
un\s © for (S, ), €s az u*-hidny vektor FX (z) :=[... > umg o fp=(S,2) > ...: S €
N\ A*.

Az u*-anti-nukleolusz és az u*-anti-prenukleolusz az u*-hidny vektorok segitsé-

gével van definidlva.
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20. Definicié. Adott eqy v € GNA jdték és egy u hasznossdgfigguény. Ekkor a v*
jaték u*-anti-nukleolusza az w*-anti-imputdciok azon halmaza, amik lexikografikusan

minimalizdljak az w*-hidny vektorokat az w*-anti-imputdciok halmaza folott, azaz

anti-N - (v*) = {z € u*-anti-I(v*): F¥ (z) <p F% (y), Vy € u*-anti-I(v*)},

ahol u*-anti-I(v*) := {z € I"(v*): ugy o fur (N \ {i},2) <0, VN \ {i} € N\ A"}

Tovabbd a v* jdaték u*-anti-prenukleolusza a preimputdciok azon halmaza, amik
lecikografikusan minimalizdljak az w*-hidny vektorokat a preimputdciok halmaza fo-
lott, azaz

anti-N*.(v*) = {o € I"(v*): FY% () <p F% (y), Yy € I*(v")}.

Hasonlboan a duélis jaték u*-anti-magja is az u*-hianyok segitségével van defini-

alva:

21. Definicié. Adott eqy v € GNA jdték és egy u hasznossdgfigguény. Ekkor a v*
dudlis jaték u*-anti-magja a preimputdciok azon halmaza, amikre az u*-hidnyok nem

pozitivak:

u*-anti-core(v*) = {x € I"(v"): umg o fur(S,2) <0, VS € N\ A}.

Ha egy jaték u*-anti-magja nem iires, akkor azt mondjuk, hogy a jaték u*-anti-
kiegyensilyozott.
Hasonlé azonossagok igazak hasznossagfiiggvénnyel rendelkezd jatékokra, mint a

klasszikus jatékokra:

22. Tétel. Adott egyv € GV jdték és eqy u hasznossdgfiigguény. Ekkor a kivetkezd

egyenldségek igazak:
1. Ny(v) = anti-N u«(v*),
2. Ni(v) = anti-N. (v*),
3. u-core(v) = u*-anti-core(v*),
4. u-least-core(v) = u*-least-anti-core(v*).

Adott egy v € GV jaték egy u hasznossagfiiggvénnyel. A modositott lexikogra-
fikus kozép algoritmus a v* dudlis jaték u*-anti-prenukleoluszénak kiszamitasara a

kovetkez6 optimalizalasi feladatok iterativ megoldasabol all:
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t — min

st umso foe(S,x) <t, S e (N\A)\ (Urigwd)
re X,
t € Ry,

(6)
ahol X{ := I*(v*) és W := 0, tovabba k > 1 t{ jeloli (6]) optimumét, ha létezik, és

Xf = {0 € Xfy: uns 0 £ (S,2) < 8, ¥S € (V\ A%)\ (Ui},
Wi:={S e N\ A*: Jcs € R, hogy umgs o f,=(S,z) = cg, Vo € X{}.

Kénnyen lathato, hogy ¢f > ¢, és Xi' O X | minden k € N esetén, és, hogy
létezik olyan k*, hogy minden [ > k* esetén X{. = X Mivel minden z € I*(v), S €
A* esetén ug o e,(S,7) = ug o f,-(N\ S,2), t& = t; és X¢ = X; minden i € N
esetén. Tovabbé a 22| Tétel alapjan tudjuk, hogy a primal jaték u-prenukleolusza
megegyezik a duélis jaték u*-anti-prenukleoluszaval. Igy alkalmazhatjuk Maschler
et al (1992) eredményét, azaz kimondhatjuk, hogy X& = anti- N (v*).

23. Definicié. Adott eqy v € GV jdték, ahol A* tartalmaz kiegyensilyozott koalicio
rendszert és eqy u hasznossdgfigguény. Egy S € N \ A* koalicié u*-anti-lényeges,

ha Dg\A* = 0 vagy, ha létezik x € u*-least-anti-core(v*), amire

un\s © fo-(S,2) > max ZuN\T o fu-(T,x).

BeD{ M %
Az u*-anti-lényeges koaliciok komplementeribdl dllo halmazt a v jdték dudlisan
u-lényeges koalicidi osztdlydnak nevezziik. Jelolje £ az u*-anti-lényeges koalicick

osztdlydt, és EI7" a v jdték dudlisan u-lényeges koalicidi osztdlyqt.

Mas szavakkal, a primal jaték duélisan u-lényeges koalicioi a duéalis jaték u*-anti-
lényeges koalicidinak a komplementereibdl all.

A kovetkez6 lemma az 5] és a 6] Tézis bizonyitasanak egyik alapja.

24. Lemma. Adott eqy v € GV jdték, ahol A* tartalmaz kiegyensilyozott koalicio
rendszert, eqgy u hasznossdgfiggvény és eqgy S € N\ A* nem u*-anti-lényeges koalicio.
Ekkor minden x € u*-least-anti-core(v*) kifizetés vektorhoz létezik eqy B* € DISV\A*

koaliciohalmaz, hogy un\s o fu-(S,x) <D pepeunr © for (T, 2) €s B* C g,

A kovetkezs allitas kimondja, hogy az u-anti-lényeges koaliciok karakterizaljak

a dualis jaték u-anti-sziikmagjat.
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25. Allitas. Adott egy u hasznossdgfigguény és eqy v € GNA u-kiegyensilyozott
jaték, ahol A* tartalmaz kiegyensiulyozott koalicio rendszert. Legyen tjl/ = min{¢:
XUET™ 1) # 0} és X = XUN\ A*,t¢). Ekkor t§ =10 ¢és X{ = X

A kovetkezd tétel kimondja, hogy az u*-anti-lényeges koaliciok karakterizaljak a

v* dudlis jaték u*-anti-prenukleoluszat, ha v u-kiegyensilyozott.

5. Tézis. Adott eqy u hasznossdgfiigguény és eqy u-kiegyensilyozott v € GNA jdték,
ahol A* tartalmaz kiegyensilyozott koalicio rendszert. Tovabbd minden k > 1 esetén

legyen

Vi={re Xl :umso fr(S,z)<tiVvSe&L™}.
Ekkor X = Y2 minden k > 1 esetén.

Mids szavakkal v* u*-anti-lényeges koalicioi karakterizdaljak v* u*-anti-prenukleoluszdit.

A bizonyitas részletei a Dornai és Pintér (2025)) cikkben talalhatok.
A kovetkezd tétel a primal jaték u-prenukleolusza és a dualis jaték u*-anti-

prenukleolusza karakterizaciés halmazai kozotti kapcesolatra vilagit ra.

26. Tétel. Adott eqy v € GNA jdték és eqy u hasznossdgfiigguény. Eqy koalicio
halmaz akkor és csak akkor karakterizdlja a v jdték u-prenukleoluszdt, ha a hal-
mazbeli koaliciok komplementereibdl dllo halmaz karakterizalja a v* jaték u*-anti-

prenukleoluszdt.
A kovetkezs Tézis az [l Tézis és a[26] Tétel direkt kovetkezmeénye.

6. Tézis. Adott eqyv € GNA jdték, ahol A* tartalmaz kiegyensilyozott koalicid rend-
szert €s eqy u hasznossdagfiigguény, ugy, hogy v u-kiegyensilyozott. Ekkor a dudlisan

u-lényeges koaliciok karakterizaljak a v jdaték u-prenukleoluszdt.

A bizonyitas részletei a Dornai és Pintér| (2025) cikkben talalhatoak.

3.5. |Granot et al (1998)) egy tételének altalanositasa a prenuk-
leolusz karakterizaciés halmazairdl all az u-prenukleoluszra
korlatozott kooperacios jatékok esetén is

El6szor megadunk egy altalanositasat a |Granot et al (1998) 362. oldalan talalha-

t6 2.3 Tételnek. Korlatozott kooperécids jatékok esetén az eredeti feltételek nem

garantaljak a vizsgalt prenukleoluszok egyenlGségét, csak a kdvetkezot:

17



7. Tézis. Adott eqy u hasznossdgfigguény, egy u-kieqyensilyozott v € GNA jdték és
egy F C A*, F # 0 koalicichalmaz. Legyen a v’ € GNTUN jatel o' = v| vy
Ha x € NL(v') és minden S € A*\ F esetén létezik Fs, C F, Fsa # 0, hogy

1. ugoey(S,z) <uroe,(T,x) minden T € Fg, esetén,
2. xs € Lin{xr: T € Fs, U{N}},
akkor x € Nj(v).

A bizonyitas részletei a Dornai és Pintér (2025)) cikkben talalhatok.

A fenti tétel bizonyitésahoz sziikségiink van Kohlberg tételének (Kohlberg, 1971)
az altalanositésara.

A |Maschler et al (1992) cikk 102-104. oldalan talalhato 7.2 Tételben Maschler
et al (1992)) bizonyitottak egy altalanositasat Kohlberg| tételének az dltalanos prenuk-
leoluszra. Mivel az u-prenukleolusz egy specidlis eseta az altalanos prenukleolusznak
Kohlberg tételének a kovetkezd altalanositasa Maschler et al (1992) eredményének

a kdvetkezménye.

27. Tétel (Kohlberg tételének altaldnositasa). Adott egy v € GNA jdték, egy u
hasznossdgfigguény és eqy © € I1*(v) kifizetés vektor. x akkor és csak akkor ele-
me az u-prenukleolusznak (x € N[(v)), ha minden olyan Dy(«a,z) esetén, ahol
Du(a,x) # 0, Dula, ) kiegyensilyozott koalicichalmaz, ahol Dy(a,z*) = {S €
A" ugoe, (S, x*) > al.

Vegyiik észre, hogy a [l Tézis azt mondja, hogy a megfelels feltételek teljesiilé-
se esetén N (v') C N¥(v). Igy, ha N (v) szingleton, és N*(v') tartalmaz legalabb
egy kifizetés vektort, akkor a fentiekbdl az is kovetkezik, hogy a két prenukleolusz
egyenld. Korlatozott kooperacios jatékok esetén azonban az u-prenukleolusz nem
feltétleniil szingleton értéki. Emiatt korlatozott kooperacios jatékoknal sziikségiink

van egy extra feltételre N (v') = Nj(v) teljestiléséhez.

8. Tézis. Adott eqy u hasznossdgfiigguény, eqy v € GNA u-kiegyensilyozott jdték
és eqy F C A*, F # 0 koalicichalmaz. Legyen a v' € GNTUND jiték a kovetkezd:
v = v|rugngy- Legyen X C I*(v) olyan, hogy Ny(v), Ni(v') € X. Ha minden x € X,
S € A*\ F esetén létezik Fs, C F, Fs. # 0, hogy

1. ugoe,(S,z) <wuroe,(T,x) minden T € Fg, esetén,
2. xs € Lin{xr: T € Fs, U{N}},

3. minden o € R esetén, ha D (x,a) kiegyensiilyozott, akkor DI (x,q) is ki-

egyensiilyozott,
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akkor F N} (v) egy karakterizacios halmaza.

A bizonyités részletei a Dornai és Pintér (2025) cikkben talalhatok.

3.6. Az u-lényeges és a dualisan u-lényeges koaliciok halma-
zainak metszete karakterizalja az u-prenukleoluszt, ha az
u-sziikmag valédi részhalmaza az u-magnak

Adott egy u hasznossagfiiggvény és egy u-kiegyensulyozott v jaték. Ekkor minden
S € A*\ (£ NEY) koaliciora S vagy nem u-lényeges vagy nem dualisan u-lényeges.

1. eset: Ha .S nem u-lényeges, akkor a. Lemma alapjan minden = € u-least-core(v)

kifizetés vektohoz létezik egy Bs € Dg , Bs C EY koalicidhalmaz, hogy

ug 0 e,(5,x) < E ur o e,(T,x) .

TeBg
2. eset: Ha S u-lényeges, akkor nem dualisan u-lényeges, tehat minden x €

u-least-core(v) kifizetés vektorra

ug 0 e,(S,x) = ug o (v(S) — z(9))
— ug o (0(N) = v*(N\ 8) — (a(N) — 2(N \ 5)) 7
=ug o (¢(N\S) =v'(N\5)) =uso fr(N\S5,2),

és a . Lemma alapjan létezik olyan B € D%i?*, B C £47% koaliciéhalmaz, hogy

ug © fv* (N \ Sa ZL‘) S ZTEB UN\T o fv*(T,.I) Tehat

ug o for(N\ S, 2) < ung o for (T, x)

TeB (8)
—ZuN\TerN\Tx Z ur o e,(T, x).
TeB TeN\B

Legyen Bg := N \ B C £, Ekkor (7)) és (§) alapjan

ug 0 e,(S,x) < Z ur o e, (T, x).

Egy adott 2 € u-least-core(v) esetén minden S € A*\ (EY N E47Y) koalicidhoz
rogzitsiink le egy Bg particiot (1. eset) vagy anti-particiot (2. eset). Legyen a I', ()
iranyftott graf a kovetkezs: a graf csticsai legyenek a A* \ (€2 N £971) koaliciohal-
mazbeli koaliciok, és S, S5 € A*\ (EX N EIY) esetén akkor megy egy iranyitott ¢l
S-bsl S’-be, ha S’ € Bg \ (E¥ N EI~v).
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28. Megjegyzés. Erdemes megjegyezniink, hogy mivel a graf definiciéjahoz hasznalt
particiok és anti-particiok tobbféleképpen is kivalaszthatok, a I', ,,(z) graf tobbféle-
képpen is definialhaté. Ez azonban a tovabbi analizisiink szempontjabol 1ényegtelen,
mivel nekiink elegendd egyetlen ilyen graf létezése, nincs sziikségiink az Osszes vizs-

galatara.

A kévetkez6 lemma kimondja, hogy a fent definialt graf aciklikus, ha u-core(v) #
u-least-core(v). A graf aciklikussaga eldfeltétele a tovabbi lemmak, allitasok és téte-

lek bizonyitésanak.

29. Lemma. Adott egy u hasznossdgfigguény, eqy v € GNVA

u-kiegyensilyozott
jaték, ahol A* tartalmaz kiegyensilyozott koalicidhalmazt és egy x € u-least-core(v)

kifizetés vektor. Ha u-least-core(v) # u-core(v), akkor I', w(z) aciklikus.

A kovetkezs lemma megmutatja, hogy a8l Tézis 3. pontjaban taldlhato feltétel
teljesiil az u-lényeges és a duélisan u-lényeges koaliciok metszetére, ha u-least-core(v)

valodi részhalmaza u-core(v)-nek.

30. Lemma. Adott eqy u hasznossdgfiigguény, eqy u-kiegyensilyozott v € GNA jd-
ték, ahol A* tartalmaz kiegyensilyozott koalicichalmazt és eqy x € u-least-core(v)
kifizetés vektor. Ha u-least-core(v) # u-core(v), akkor A* kiegyensilyozottsiga ese-
tén EV N ETY s kiegyensiilyozott, tovdbbd minden o € R esetén, ha DL (a, z) ki-

gungd—u
(

egyensilyozott, akkor Dy’ a, x) is kiegyensilyozott.

A kovetkez6 lemma megmutatja, hogy a[8] Tézis 1. és 2. pontjai teljesiilnek az
u-lényeges és a dudlisan u-lényeges koaliciok metszetére, ha u-least-core(v) valodi

részhalmaza u-core(v)-nek.

31. Lemma. Adott eqy u hasznossdgfigguény, eqy u-kiegyensilyozott v € GNA
jdték, ahol A* tartalmaz kiegyensilyozott koalicichalmazt és egy S € A*\ (EXNEI™)
koalicio. Ha u-least-core(v) # u-core(v), akkor minden x € u-least-core(v) kifizetés
vektorhoz létezik egy olyan B* C E* N EXY koalicichalmaz, hogy ug o e,(S, 1) <
Y ren-ur o ey(T,x) és xg € Lin{xr: B*U{N}}.

Hogy alkalmazni tudjuk a . Tézist annak a bizonyitasdhoz, hogy &% N 44
karakterizélja az u-prenukleoluszt, talalnunk kell egy olyan X C [*(v) kifizetés
vektor halmazt, amire N} (v), Ni(v') C X, ahol v" € GNEMNET™ o kivetkezd jaték:
v = U‘egmsﬁ*“'

Tudjuk, hogy N} (v) C u-least-core(v) és Ni(v') C u-least-core(v'). A kévetkezd
allitas kimondja, hogy u-least-core(v) = u-least-core(v’). Igy alkalmazni tudjuk a .

Tézist X = u-least-core(v) = u-least-core(v’) hasznalataval.
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32. Allitas. Adott eqy u hasznossdgfigguény, eqy u-kiegyensilyozott v € GNA jdték,
ahol A* tartalmaz kiegyensilyozott koalicichalmazt és a v' = v| gungd—u Jaték. Ha

u-least-core(v) # u-core(v), akkor u-least-core(v) = u-least-core(v’).

9. Tézis. Adott egy u hasznossdgfiigguény és eqy u-kiegyensilyozott v € GN4 jaték,
ahol A* tartalmaz kiegyensilyozott koalicichalmazt. Ha u-least-core(v) # u-core(v),

akkor £7% N EY az u-prenukleolusz egy karakterizicids halmaza.

A bizonyitas részletei a Dornai és Pintér (2025)) cikkben talalhatok.
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