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1. Bevezetés

Az inverz spektralelmélet célja, hogy spektrélis adatokbol meg-
hatarozza egy differencialoperator egyiitthatoit. A természettudo-
manyok szamos agéaban felbukkannak inverz feladatok, gondoljunk
az inverz szoraselméletre vagy akar a foldrengések elorejelzésére
[22]. A kilencvenes években 1j lendiiletet kapott a sajétértékek
eloszlasara vonatkozo tételek keresése és bizonyitésa is.

Egy A linearis operator sajdtértékének nevezziikk a A szamot,
ha a Aid — A operator magtere nem csak a 0-bol all. Egy D dif-
ferencidloperatornél ez azt jelenti, hogy a D értelmezési tartomé-
nyaba ess, azaz a peremfeltételeket kielégits fliggvények korében
van olyan nem azonosan 0 f fiiggvény, amire Df = \f.

Meg kell jegyezniink, hogy altalaban a differencidloperatorok
spektruma sem csak sajatértékekbdl all, de az altalunk vizsgalt
esetekben vagy a teljes spektrum, vagy annak egy jol meghata-
rozhato része, példaul a negativ féltengellyel valo metszete, csak
sajatértékeket tartalmaz.

A Sturm-Liouville tipusu differencidloperatorok korébe tartozik
a legtobbet vizsgélt egydimenzios Schrodinger operator. Ez a

y——y" +q(z)y

kifejezéssel definialt operator, benne a fizikai okokbol potencialnak
nevezett ¢(z) mennyiséggel, akkor a legegyszeriibb alaku, amikor
g = 0. Ha a ¢(x) potencialt (bizonyos hatarok kozott) megval-
toztatjuk, a spektrum jellege nem véltozik meg: ha példaul vé-
ges intervallumon tekintjiik Dirichlet peremfeltételekkel, akkor a
spektrum egyszeres sajatértékek diszkrét, novekvs, +oo-hez tarto
sorozatabol all, mig ha a [0,00) félegyenesen tekintjiik (pl. ¢ €
€ L' mellett) a 0-ban Dirichlet peremfeltétellel, akkor a spektrum
a [0, 00) félegyenesen folytonos, a (—o00,0) félegyenesen diszkrét,
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a potencialtol fliggetleniil. Természetesen a potencialtol fiige az
egyes sajatértékek pontos értéke, de magéit az operatort tekint-
hetjiik a potencial nélkiili legegyszertibb eset perturbaciojanak.

A potencialtol fliggen a sajatértékekre bizonyos egyenlGtlen-
ségek teljesiilhetnek — az ilyen allitasok tehat a sajatértékek elhe-
lyezkedésére, eloszlaséra vonatkoznak.

Forditva, a sajatértékek elhelyezkedésébdl is kivetkeztethetiink
a potencial bizonyos tulajdonsagaira. Az inverz spektralelmélet
azzal foglalkozik, hogy adott spektralis informéaciokbol meghata-
rozhato-e a potencial, vagy annak valamilyen tulajdonsédga. Inverz
sajatértékfeladatrol beszéliink, ha a spektrum csak sajatértékek-
bél all. A Schrodinger operator, s6t altalaban a differencialopera-
torok fizikai eredettiek. Fizikai értelemben az inverz feladat annak
felel meg, hogy a mért értékekbdl kovetkeztetiink a fizikai tér is-
meretlen tulajdonsdgaira.

Nem meglepd, hogy az inverz feladatok altalaban nehezebbek,
megoldasuk, ha egyaltalan van, bonyolultabb apparatust igényel,
mint a direkt problémak megoldésa.

2. A dolgozat felépitése

Kezdetben tehat fizikai probléméak megoldaséhoz volt sziikség a
differencidloperatorok vizsgalatara. Sokszor azonban kiilonbozé al-
kalmazéasokhoz tartozo operatorokat hasonldé matematikai mod-
szerekkel lehet vizsgalni, mig més esetekben ugyanaz a gyakorlati
probléma tobbféle matematikai megkozelitést tehet sziikségessé.
Dolgozatomban az alkalmazott matematikai modszerek szerinti
csoportositast valasztottam.

ElGszor egy bevezets részben Gsszefoglalom a tételekben sze-
replé operatorok eddigi elméletét. Méasodszor ismertetem a sajat-



értékek eloszlasaval kapcsolatos régebbi és 1j tételeket. Harmad-
szor pedig bemutatom az inverz problémak vizsgalatdban eddig
elért eredményeimet. Ez a teriilet az utoébbi években robbanassze-
ri fejlédésnek indult, és analitikus modszereinkkel sikeriilt alap-
vetd problémaéakat tisztazni.

Az elsé fejezet bevezetést ad a legegyszertiibb,

-y +qy =Xy

alakt Sturm-Liouville tipusi differencidlegyenletek elméletébe. A
Sturm-Liouville operatorok vizsgalatat elindito elsé cikk tobb, mint
150 éve jelent meg [30]. Egyes tételek és megkozelitési modok na-
gyon régota ismertek, am a témakor jelenleg is fejlodik, elég, ha
Zettl 2005-ben megjelent Gsszefoglalo mivére utalunk [34], ahol
szamtalan megoldatlan kérdés szerepel.

A késébb felmeriils problémak szempontjabol alapvets, hogy,
amint részben mar emlitettiik,

— a kezdetiérték-probléma egyértelmten megoldhato.

— véges intervallumon a spektrum egyszeres sajatértékek meg-
szamlalhato, +o0o-hez tarté sorozatabol all.

— a [0,00) félegyenesen L'-beli potencidl mellett a spektrum
két részbdl all: folytonos spektrumbol a [0, 00) félegyenesen
és negativ (nempozitiv) sajatértékekbol.

Ezen tilmenGen a fejezet definialja a Sturm-Liouville operatorok
vizsgalatdban alapvets fogalmakat és bemutatja az eddig kifejlesz-
tett legfontosabb eszkozoket, tgymint: transzformacios operator,
oszcillacios tételek, rezolvens operator, Green-fiiggvény, Weyl-féle
m-fiiggvény, spektralfiiggvény, hatarpont (LP) és hatarkor (LC)
eset.
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Egyéb publikiaciok: Néhany ponton az ismert eredmények finomitésara vagy to-
vabbfejlesztésére volt sziikség (példaul a transzformécios operato-
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A miésodik, harmadik és negyedik fejezetben a sajatértékek
eloszlasara, elsGsorban a sajatértékek hanyadosaira vonatkozo becs-
lések taldlhatok, amelyek ) és nagyrészt sajat eredmények, ezért

|10] . Optimal bounds for ratios of eigenvalues of one- ezeket a kovetkez6 szakaszban részletesen ismertetem.
dimensional Schrodinger operators with Dirichlet boundary A dolgozat masodik feleben inverz sajatértékproblémakat tér-
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(1989), 403-415. lis adatokbol hatarozzuk meg egy differencidloperétor egyiitthato-

it [33]. A Sturm-Liouville operatorok esetében spektralis adatok
alatt korabban az m-fliggvényt és a spektralfiiggvényt értették.
Klasszikus eredménynek szémit, hogy ezek barmelyike — Dirac
operatorok esetén is — meghatarozza a potencialt [12, 28, 25, 31].
Meg kell jegyezniink, hogy a spektralfiiggvény és az m-tiiggvény is

[11] S. A. Avdonin, On the question of Riesz bases of exponential
functions in L* (in Russian), Vestnik Leningrad. Univ. Ser.
Mat. 13 (1974), 5 12.

[12] G. Borg, Uniqueness theorems in the spectral theory of y” +

+ (A —g(z))y = 0, Proc. 11th Scandinavian Congress of kolesonosen meghatarozzak egymast, lasd az 1.10.6. és az A.4.12.
Mathematicians (Oslo), Johan Grundt Tanums Forlag, 1952, tetelt.

pp. 276 287. Az inverz sajatértékproblémanél azonban csak sajatértékeket

ismeriink, és természetesen azt, hogy az egyes sajatértékek milyen

[13] S. Clark and F. Gesztesy, Weyl-Titchmarsh M-function peremfeltételbdl szarmaznak. Két klasszikus tipusa van ennek a

asymptotic, local uniqueness results, trace formulas and Borg- probléméanak: az egyik, amikor &ltalaban valamilyen szerencsés

type theorems for Dirac-operators, Trans. Amer. Math. Soc szélséértéktulajdonsag miatt — egy adott peremfeltételbsl kapott

354 (2002), 3475-3534. sajatértékek meghatdrozzak a potencialt. Ilyen tipust allitést elo-

szOor Ambarzumian 6rmény csillagasz bizonyitott [8], ezért ezeket

[14] F. Gesztesy, R. del Rio, and B. Simon, Inverse spectral analy- . , ;
a kivételes eseteket Ambarzumian-tipusu allitdsoknak nevezziik.

sis with partial information on the potential, III. Updating

boundary conditions, Intl. Math. Research Notices 15 (1997), A ma51k: amlkor. lfet” telJ‘E,)S’Sp’ektI"U_I{lb(/)l ,szarmaz,o, vagy ennek
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potencialt. Néhany jol ismert eredmény :

2.1. Tétel (Borg). 0(0,0)Uo(,0) meghatdrozza a potencidlt,
mig eqy valodi részhalmaza mar nem hatdarozza meg.

Itt o(a, ) a
y(0) cosa—y'(0) sina = 0,

y(m) cos B+y/(m)sin 8 =0
szeparalt peremfeltételher tartozo spektrumot jelenti, azaz o(0,0)
a Dirichlet, o(5, %) pedig a Neumann peremfeltételhez tartozo
spektrum.

Meg kell jegyezniink, hogy az, hogy ,sajatértékek egy halma-
za meghatarozza a potencialt”, nem jelenti azt, hogy ezen sajat-
értékek ismeretében a potencialt valamilyen egyszertd modszerrel
kiszamithatjuk, hanem csak annyit, hogy nincs két kiilonboz6 po-
tencial, amihez ugyanezek a sajatértékek tartoznak.

2.2. Tétel (Hochstadt-Lieberman). Ha a potencidl (0,%)-en

ismert, akkor barmely o (o, 3) meghatdrozza (5, )-n is.

Az utobbi évekig szamos cikkben [13, 14, 17, 15, 16, 18, 19,
20, 24, 27, 26| bizonyitottak kiilonbozs olyan feltételeket, amelyek
biztositjak a potencial egyértelmiiségét. Végiil 2001-ben Horvath
[21] bizonyitott exponenciélis rendszerek teljességével kapcsolatos
sziikséges és elégséges feltételt.

Teljesnek neveziink egy M C X*NX halmazt X-ben, ha x € X
és m(z) =0 Vm € M-re esetén =0 [29].

2.3. Tétel (Horvath). Legyen g€ L?, \,—»—00, n>1 tetszdleges
kiilonbozd valds szamok. Legyen N\, € o(ay,,0). Akkor a A\, sajdt-

értékek meghatdrozzdk a potencidlt < tetszéleges 1 # £V An-re
{et2ine X2z teljes [?[—m, m|-ben.
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A tétel feltételei teljesiilnek r = s =2 esetén, ha a @, rendszer
Riesz bazis. LP-terek kozotti interpoldcioval szamos eqyéb kovet-
kezményét is kimondjuk a 7.4. szakaszban.

A félegyenesen hasonld dllitdst mondhatunk ki (7.7.1. tétel),
dm abban @, helyett mds fiigguényrendszer szerepel, ezért mds jel-
legi eredményekhez vezet. Ugy tinik, hogy a stabilitdst csak akkor
lehet garantdlni, ha a problémdt dttranszformdljuk egqy egydimen-
zids inverz szdrdsfeladatba. [5].

10

Kideriilt, hogy exponencidlis rendszerek tulajdonsagaira vonat-
kozo tételek segitségével ([11, 23, 32]) az el6bb emlitett eredmé-
nyek nagy tobbsége levezethets ebbdl a feltételbdl (és sin 3 # 0
esetén a o(a, f)-ra vonatkozo bonyolultabb, de hasonlo jellegi
feltételekbdl), lasd a [21] cikk 4. részét.

A hatodik fejezetben részletesen ismertetem ezt az eredményt,
és a félegyenesre vonatkozo megfelel§jét. Ezek teszik lehetévé a
stabilitas kérdésének vizsgalatat, amivel a hetedik fejezetben fog-
lalkozunk.

3. Uj tudomanyos eredmények

Uj tudoményos eredményeket tartalmaz a masodik, a harmadik,
a negyedik, az 6todik és a hetedik fejezet.

A masodik fejezetben a sajatértékek hanyadosairol szolo becs-
lések bizonyitéasa a cél. Ashbaugh és Benguria [10] bizonyitottak,
hogy ha a ¢(x) potenciil nemnegativ, akkor

An

<l
AT

Két tetszéleges sajatérték hanyadosara modszeriik a

s lnl

korlatot adta, ahol [z] x fels§ egészrészét jeloli. Megmutattak
azt is, hogy vannak olyan potencidlok, amelyek esetén i—:l tet-
sz0legesen megkozeliti -et. Ezek a példak azonban tgynevezett
w2multiple-well” (sokvolgyes) potencialok, amelyek a [0, 7| interval-
lumon beliil néhany pont kérnyezetében nagyon nagy értékeket

vesznek f6l, mig mashol kozel 0-t. Ez alapjan azt sejtették, hogy



ha a potencial nem pusztdn nemnegativ, hanem konvex is, akkor
az egészrészek elhagyhatok, azaz

An n?

—<— n=2m

Am — m

is teljesiil.

Témavezetdmmel kizdsen bizonyitottuk [4], hogy a sejtés erd-
sebb formaban is igaz; elegendd, ha a potencidlrol csak azt tesszik
fel, hogy egyvilgyes (single-well) [9], azaz létezik egy olyan a €
€ [0, 7], hogy ¢ monoton csékken [0,a]-n és monoton nd |a,n]-
n. Modszerinkkel szamos tovabbi 1ij eredmény bizonyithato, mint
példdul a 2.2.2.-2.2.4. tételek.

A harmadik fejezetben hasonlo tételeket fogalmazok meg a vég-
telen intervallum esetére (3.5.1., 3.3.8., 3.5.10. tételek), ezek szin-
tén kozos eredmények.

A rezgé hur egyenlete Liouville-transzforméacioval egy-
dimenziés Schrodinger-egyenletté alakithaté at. Ezen ala-
pul a 4.2.1. tétel. Szintén sajat eredményem a 4.3.2. tétel,
amelyben bizonyitom, hogy ha a hir ¢ tomegsiirtisége

— szimmetrikus egyvolgyes, akkor :\\—1 < n?,
— szimmetrikus egygatas, akkor f\—’f > n’.

Ha o€ C1[0, 7] és valamilyen n > 1-re egyenléség van, akkor

o konstans. (A tomegstirtiség szimmetrikus, ha o(z)=0(5—

—1), mig egygatas (single-barrier), ha —p egyvolgyes.)
Az otodik fejezetben Ambarzumian tipust tételeket
bizonyitok. Sajat eredményem az 5.2.2. és a Dirac opera-
torra vonatkoz6 5.3.1. tétel. Utobbi az 5.3.3 peremfelté-
tel esetén azt allitja, hogy ha a Dirac operator spektruma

8

ugyanaz, mint a 0 potenciallal kapott spektrum, akkor az
operatorban szerepld matrix potencial a 0.

A hatodik fejezetben targyalt, exponencialis rendszerek teljes-
ségére vonatkozo allitasok vezettek az inverz sajatértékfeladat 1j-
fajta kittizéséhez. A hetedik fejezetben ennek a stabilitdasat vizsga-
lom. A potencialt meghatarozo sajatértékrendszer fogalma nélkiil
ugyanis eddig csak nagyon specidlis stabilitasrol szolo tételek lé-
tez(het)tek.

A 7.5.1. tétel a véges intervallum esetén lényegében tisztdzza a
stabilitds kérdését [6]. Tekintsik a

V2
2 )
fiigguényrendszert és a
b= ((b,on))  (n21)

Ly — 1® leképezést, ahol 1 <r,s <oo és Ly={he L": [[ h=0}.
Legyen q,q* € LY, ||q|l1, |l¢*|l1 < D, és tegyiik fel, hogy valamilyen
adott ay, szdmokkal 3 <\, € 0(a,0,q), 1 <N, €0(an,0,¢%) (n>
> 1), limy o0 Ay = +00 and lim, o [N — A\,| = 0. Ha az eldz6
leképezés inverze korldtos, és az inverz normdja C, akkor

lg" = all- < «(D)C (Zlkn—k,’il"*) :

n

Yo = Yn =cos2y/ A\pzin > 1,

Ha az mverz nem korldtos, akkor minden q potencidlhoz és min-
den U >0, M >0 szdmhoz létezik olyan q* potencidl, hogy ||lq—
—q¢*|, <U és

1

lg—q*ll» > M (Z Mn—XHS>
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