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Kutatasi hattér

A kvantumszamitogépek a kvantumallapotok alapvet6 fizikai tulajdonsagait kihasznalva
képesek olyan feladatokat végrehajtani, amelyek klasszikus szamitogépeken redlisan
nem megoldhatéak. A kvantumos szuperpozicié és az interferencia lehetové teszi,
hogy a szamitas soran tobb lehetséges kimenetel ,,parhuzamosan” jaruljon hozza a
végeredményhez, mikézben az N-qubites Hilbert-tér dimenziéja 2V-nel né.

Ugyanakkor a szdmitasi gyorsitds nem generikus: a kvantumoperaciok onma-
gukban nem garantalnak kvantumelonyt, hanem csak olyan algoritmusokban je-
lenik meg, amelyek specidlis, klasszikus eszkozokkel nem hozzaférheté szamitasi
er6forrasokat hasznalnak ki. A kvantumszamitéasi teljesitmény fizikai és matema-
tikai forrdsanak azonositasa ezért a kvantuminformécio-tudoméany egyik kozponti
problémaéja.

A klasszikusan hatékonyan szimuldlhato és az univerzalis kvantumszamitas kozotti
éles hatarra a Gottesman—Knill-tétel vilagit ra. A kizardlag Clifford-miiveletekbol
allé kvantumaramkorok valédi kvantumjelenségeket — koztiik nagyléptékii tébbe-
lemi Osszefonédast — képesek generalni, mégis hatékonyan szimulalhatok klasszi-
kus szamitégépeken. Ez megmutatja, hogy az Osszefonodas onmagaban nem irja
le teljesen a kvantumaramkorok szamitasi potencialjat. Az univerzalis kvantum-
szamitashoz a Clifford-kereten tilmutaté, nem-Clifford miiveletekre (példaul a T-
kapura) is sziikség van.

Ercforraselméleti szempontbdl ezt a kiilonbséget a kvantum magic, vagy nem-
stabilizatorossag fogalma ragadja meg, amely a kvantumallapot eltérését méri a
stabilizator allapotoktol. Legujabb eredményeink igazoltédk, hogy a varazslat és az
osszefonddas egymastol aszimptotikusan fiiggetlen ercforrasok. Az Gsszefonddas je-
lenléte azonban 6nmagaban nem jelent szamitasi univerzalitast, mivel erésen Ossze-
fonddott Clifford-aramkorok is hatékonyan szimulalhaték a Gottesman—Knill-tétel
alapjan. Az univerzalis kvantumszamitas elérése tehat a nem-stabilizator er6forrasok
kihasznédlasaban rejlik. Ebbdl a nézépontbdl a magic az a donté erdforras, amely
lehetové teszi a kvantumaramkorok szamara, hogy tullépjenek a Clifford-dinamika
korlatain, és univerzalis szamitasi teljesitményt érjenek el.

A valés kvantumprocesszorok olyan nyilt rendszerek, amelyek kornyezeti zaj-
nak és disszipaciénak vannak kitéve. Mig az osszefonddas dekoherencia alatti visel-
kedését széles korben vizsgaltdk, a magic viselkedése nyilt kvantumrendszerekben
joval kevésbé feltart teriilet. Ennek oka, hogy a valédi magic-mértékek szamitasa
néhany qubit felett mar szamitasilag igen nehéz. Alapveto fontossagu tehat megérteni,
hogy a disszipativ folyamatok miként befolyasoljak a magic-et, illetve hogyan vi-

selkednek a stabilizator Rényi entropia-szerti mennyiségek, hogy realis kvantum-



eszkozok erdforrasait jellemezhessiik.

Célkituzések

Ertekezésemben célul tiiztem ki a kvantumaramkorok komplexitasanak és a magic-
nek, mint szamitasi er6forrasnak, keletkezésének szisztematikus vizsgélatat.

Els6ként a Pauli-karakterlancok peridédikus palyaszerkezetét elemeztem tiszta
Clifford-aramkorckben, és megmutattam, hogy ez a szerkezet hogyan tiikrozodik
a spektralis tulajdonsagokban. Kozvetlen kapcsolatot teremtve a palyaszerkezet
és a spektralis degeneraciok kozott, ami motivalta a komplexitdas generaldasdnak
vizsgalatat kontrollalt T-kapu adagoldasaval.

Masodik célom a magic keletkezésének kvantitativ vizsgdlata volt Clifford+T
aramkorokben, valamint annak feltarasa, hogy a magic miként jon létre és hogyan
skdlazodik a T-kapuk striiségével. Megmutattam, hogy a magic eloszlasok miként
fejlodnek a ritka és stirti T-kapu tartomanyokban, és hogyan konvergalnak a Haar-
random viselkedéshez. Ennek részeként feltartam a ritka T-kapu tartoméanyban a
magic keletkezésének szerkezetét, és igazoltam, hogy barmely stabilizatorallapoton
haté egyetlen T-kapu rogzitett, kvantalt mennyiségii vardzslatot hoz létre, M% =
log,(4/3), ami bimodalis vardzslateloszldshoz vezet.

Harmadrészt tisztazni akartam a varazslat és az osszefonddas kapcsolatat nagy
N-es Haar-véletlen kvantumaramkorokben. Kiilonosen azt mutattam meg, hogy bar
mindkettd extenziv eréforras, fluktudcioik a termodinamikai hatarban statisztikailag
fliggetlenné valnak.

Végil, célul tiiztem ki a stabilizator Rényi entrépia dinamikajanak vizsgalatat
Lindblad-evolicié alatt, fizikailag relevans disszipativ csatornak esetében. FEz az
irdny a korabbi eredményekbdl természetesen kovetkezett, motivalva annak kérdésével,
hogy a magic-alapti mennyiségek miként viselkednek nyilt kvantumrendszerekben,
valédi kvantumeszkozokhoz kapcesolédva. A cél az volt, hogy feltarjam, hogyan
viselkedik a stabilizator Rényi entrépia disszipativ Lindblad-dinamikaban, és hogy
mennyiben hasznalhaté indikatorként a vegyes allapoti stacionarius tartomanyokban
a magic-alapu szerkezetekre. Az elemzés soran kimutattam, hogy léteznek véges
stabilizator Rényi entrépia stacionarius allapotok, ugyanakkor a stabilizdtor Rényi

entrépia mint helyes magic-méroszam nem értelmezheto vegyes allapotok esetén.



Modszerek

Az értekezésemben bemutatott eredményeket analitikus és numerikus modszerek
kombinaciéjaval értem el. A Clifford- és Clifford4+T-aramkorok spektrélis tulaj-
donsédgait és varazslateloszlasait egzakt diagonizaldssal és Monte Carlo
mintavételezéssel vizsgaltam. Az eredeti Clifford-tablé eljarast hasznaltam és adaptaltam
a Pauli-karakterlanc palyaszerkezetek és enyhén szennyezett T-kapus aramkorok
hatékony kovetésére. A nyilt rendszer dinamikat sajat fejlesztéstt MATLAB-konyvtarral
szimulaltam, amely tobek kozott vegyes allapotok Lindblad-evolicidjara késziilt.

A métrixszorzat allapot (MPS) mddszerek lehetévé tették nagyobb egy-dimenzids
rendszerek vizsgalatat korlatozott osszefonddas mellett, bar ezt a mddszert a jelen
munkaban nem hasznaltam ki teljes mértékben. Ahol lehetett, az implementéciokat
sajat fejlesztésben készitettem, hogy teljes kontrollt tudhassak az algoritmusok, tesz-

telések és adaptaciok felett.

Ijj tudomanyos eredmények

Tézis I: A T-kapukkal szennyezett Clifford-aramkorokben exponencialisan
gyors atmenet figyelheto meg a véletlen matrixelmélet altal leirt ka-
otikus spektralis viselkedéshez. A spektralis degeneracidk érzékeny
indikatorai a komplexitasnak.

A tiszta Clifford-aramkorok egyedi peridédikus palyaszerkezetet mutatnak a
Pauli-karakterlancok terében. Ez a szerkezet massziv spektrélis degeneraciokat
eredményez, amelyek a Clifford-aramkorok klasszikus szimulalhatésagat tiikrozik.
A T-kapuk adagolasa fokozatosan sziinteti meg ezeket a palyakat. Mar Ny =
O(1) T-kapu is dtmenetet idéz el6 a circular unitarz ensemble (CUE) jellemzé
spektralis korreldcidkhoz. A degenerdcidk szdma exponencidlisan csokken (e V7)),
ahol Nr a T-kapuk szama. Ez azt mutatja, hogy mar néhany T-kapu is ra-
dikalisan atalakitja az aramkor spektralis tulajdonsagait a kaotikus viselkedés

irdnyéba. [T1]

Tézis II: A T-kapu szennyezés soran a magic eloszlasa a ritka tartomanyban
bimodalis viselkedést mutat (Nr = 1), majd diszkrét magic szintek
jelennek meg, végiil kvazi-folytonos eloszlasba mennek at N nove-
kedésével.

A T-kapu egyszertsitett, szerkezetfiiggd kolcsonhatasokat mutat: ha stabi-
lizatorallapoton hat, a keletkez6 magic érték pontosan meghatarozza az adott

qubit lokalis szerkezete. Np = 1 esetén az eredmény bimodalis: vagy nulla



varazslat (ha a T-kapu megérzi a stabilizdtort), vagy egy rogzitett vardzslat-
kvantum M?% = log,(4/3). A hig tartomanyban (N7 < N) az atlagos varazslat
linedrisan né: (Ms) ~ 0.415 - Np. Az eloszlds szerkezete a bimodélistdl

diszkréten at kvazi-folytonosig fejlddik Nr novekedésével. [T1]

Tézis I1I: Analitikusan bizonyitottam, hogy barmely stabilizatorallapoton hatd
T-kapu rogzitett magic-kvantumot general.
Analitikus bizonyitast adok arra, hogy egy stabilizatorallapoton haté T-kapu
legfeljebb egy pontosan meghatarozott mennyiségii magic értéket eredményez.
Ezt a mennyiséget "magic-kvantumnak” nevezziik: M = log,(4/3) ~ 0.415.
Ez az eredmény altalanosithaté tetszoleges, hasonlo kvantéalasi szerkezetet mu-

taté nem-Clifford miiveletekre is. [T1]

Tézis IV: A magic érzékenyebb indikatora az aramkor komplexitasanak, mint
a spektralis tulajdonsagok: a Haar-random magic szint eléréséhez
nagyobb T-kapu stirtliség sziikséges, mint a spektralis atmenethez.
Mig a spektrélis korrelaciok és szintkoz-statisztikak exponencidlisan gyorsan

kozelitik a Haar-random értékeket (e=NT)

, a magic eloszlas csak linearisan
(0.415 - Ny atlagban). Ezért a teljes szamitasi komplexitds eléréséhez a magic
szempontjabdl nagyobb T-kapu stirtiség sziikséges. Ez arra utal, hogy a magic

és a spektralis kdosz a komplexitds kiilonboz6 aspektusait mérik. [T1]

Tézis V: Megmutattam, hogy N-qubites Haar-véletlen kvantumallapotokban
a magic és az 0sszefonddas egyiittes eloszlasa exponencialisan loka-
lizdlédik N — oo hatirban, N/2 és N/2-log,(e/2) koriil koncentralva.
Az eloszlasok exponencidlisan élesednek N névekedésével. A magic My ~ N/2
kortil, mig az 6sszefondddsi entropia S & N/2-log,(e/2) koriil koncentralodik.
Ez az éles lokalizacié azt mutatja, hogy tipikus Haar-véletlen allapotok nagyon

hasonld eréforrastartalommal rendelkeznek a N — oo hatarban. [T2]

Tézis VI: Bizonyitottam, hogy bar tipikus allapotokban mind magic, mind
osszefonodas jelen van, fluktuaciéik exponencialisan fiiggetlenné valnak
N novekedésével, vagyis nagy kvantumrendszerekben 6nall6 er6forrasként
miikodnek.
Kumulans-szamitasok kimutatjak, hogy bar az atlagos értékek pozitivan kor-
reladltak, kovariancidjuk sokkal gyorsabban, exponencidlisan tiinik el, mint az
egyedi variancidk szorzata: cov(Ma,S) ~ e *N. Az exponenciélisan elt{ing
kolesonos informacid azt jelzi, hogy a fluktudcidk aszimptotikusan fiiggetlenek
N — oo hatarban. [T2]
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