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Gujgiczer Anna Tézisfüzet

1. Bevezetés

A gráfelméletben egy sokat vizsgált gráfparaméter a kromatikus szám, amelyet
gyakorlati problémák, például frekvencia- vagy id"beosztás megoldására is hasz-
nálnak. Számos esetben a kromatikus szám viselkedése nehezen érthet". Ennek
egyik példája az, hogy ez a paraméter hogyan viselkedik gráfok szorzása során.
1966-ban Stephen Hedetniemi megfogalmazta azt a sejtést, miszerint két gráf úgy-
nevezett tenzorszorzatának kromatikus száma megegyezik a tényez"k kromatikus
számának minimumával. Az azonban könnyen látható, hogy a szorzat kromatikus
száma legfeljebb a tényez"k kromatikus száma lehet. Tehát a sejtés lényegében azt
kérdezte, hogy a fordított egyenl"tlenség is fennáll-e. Ez a kérdés igen sokáig meg-
válaszolatlan maradt, de 2019-ben megcáfolták [Shi19]. Az els" talált ellenpélda
nagyon nagy volt mind a tényez"k csúcsszáma, mind a kromatikus számuk szem-
pontjából. Kés"bb kisebb ellenpéldákat is találtak [Zhu21; Tar22; Wro20; Tar23],
és ma már a sejtés teljesen tisztázott. Ez azt jelenti, hogy bármely c szám ese-
tén, ha mindkét tényez" kromatikus száma nagyobb, mint c, akkor tudjuk, hogy
el"fordulhat-e, hogy a szorzatuk c-színezhet", vagy ez lehetetlen.

Más érdekes, sokat tanulmányozott és szorosan kapcsolódó gráfparaméterek
az úgynevezett frakcionális kromatikus szám és a multikromatikus számok. A
Hedetniemi-sejtés korábbi ellenpéldáiban a frakcionális kromatikus szám fontos
paraméternek bizonyult, míg a kés"bbi ellenpéldákban bizonyos speciális gráfosz-
tályok multikromatikus számai is szerepet kaptak. Els" téziscsoportom e témakör
néhány kérdésével foglalkozik. Érdemesmegemlíteni, hogymegfogalmaztak olyan
Hedetniemi-típusú problémákat is, amelyekben a kromatikus szám helyett a grá-
fok más paramétereit vizsgálják. A frakcionális kromatikus szám esetében ismert,
hogy a Hedetniemi-típusú sejtés igaz [Zhu11].

A multikromatikus számok szorosan kapcsolódnak a Kneser-gráfokhoz, mi-
vel ezek a paraméterek megfelel" Kneser-gráfokba vezet" homomor#zmusokkal
kifejezhet"k. A Kneser-gráfok egy híres gráfosztályt alkotnak, amelynek tagjai-
nak kromatikus számát Lovász határozta meg híres cikkében [Lov78], amelyben
bebizonyította, hogy a kromatikus számra vonatkozó viszonylag egyszer!en meg-
konstruálható fels" korlát éles. Azonban ezek a gráfok általánosan nem csúcskri-
tikusak e paraméterre nézve, vagyis egy csúcs eltávolítása nem feltétlenül csök-
kenti a kromatikus számot. Schrijver meg#gyelte, hogy bizonyos speciális feszített
részgráfok – amelyeket ma Schrijver-gráfoknak nevezünk – ugyanazzal a kromati-
kus számmal rendelkeznek, mint a megfelel" paraméter! Kneser-gráfok, ráadásul
csúcskritikusak is erre a paraméterre. Kés"bb az is kiderült [Tal03; ST06], hogy
a Kneser- és a Schrijver-gráfok (azonos paraméterek mellett) azonos frakcionális
kromatikus számmal is rendelkeznek, de még a Schrijver-gráf sem csúcskritikus
erre a paraméterre nézve (néhány speciális eset kivételével). Második téziscsopor-
tomban lév" eredmények arra fókuszálnak, hogy találjunk a Schrijver-gráfoknak
olyan feszített részgráfjait, amelyek ugyanazzal a frakcionális kromatikus szám-
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2 Áttekintés a tézisekr"l

mal rendelkeznek, de csúcskritikusak is erre a paraméterre.
Az eddig említettekt"l eltér" kutatási irány olyan gráfcsaládok maximális mé-

retének vizsgálata, ahol a család bármely két elemére (amelyekre kódszavakként
tekintünk) valamilyen el"írt feltétel teljesül. Ennek egyik példája Simonovits és
Sós híres sejtése [SS76], amelyet Ellis, Filmus és Friedgut bizonyított be [EFF12]. A
sejtés egy n címkézett csúcsú gráfokból álló család maximális méretére vonatko-
zott, melyben bármely két gráf metszete tartalmaz háromszöget. Az ilyen típusú
problémák további variánsait kapjuk, ha a metszet szerepét más m!veletekkel he-
lyettesítjük, például a két gráf élhalmazának szimmetrikus di$erenciájával. Ezek
azok a kérdések, amikhez a szokásos kódtávolság probléma általánosításával (hány
bináris sorozat adható meg egy adott hosszon, hogy bármely kett" legalább egy
adott számú koordinátában különbözzön) is el tudunk jutni, ha nem a szokásos mi-
nimális távolságot írjuk el" követelményként, hanem azt, hogy bizonyos konkrét
struktúrában különbözzenek a kódszavak. Itt is el"írhatjuk, hogy a szimmetrikus
di$erencia tartalmazzon egy háromszöget, de más, globális tulajdonságok vizsgá-
lata is érdekes lehet, például az összefügg"ség vagy egy Hamilton-kör létezése.

2. Áttekintés a tézisekr!l

Az els" két tézscsoportban közös, hogy mindkett" speciális gráfosztályokhoz kap-
csolódik. Ezek a gráfok bizonyos színezési paraméterek univerzális gráfjaiként
szolgálnak, vagyis ha egy G gráf rendelkezik a szükséges színezési paraméterrel,
akkor létezik G-b"l homomor#zmus a megfelel" speciális gráfba. Azt mondjuk,
hogy létezik egy G gráfból homomor#zmus egy másik H gráfba, ha létezik egy
éltartó leképezés G csúcshalmazából H csúcshalmazába. A homomor#zmus léte-
zését G → H jelöli. Könnyen belátható például, hogy a kromatikus szám is kife-
jezhet" ilyen módon: egy G gráf kromatikus száma akkor és csak akkor legfeljebb
c, ha G → Kc, ahol Kc a c csúcsú teljes gráfot jelöli. Az els" és a második tézis-
csoportban az úgynevezett s-széles színezés és a multiszínezés univerzális gráfjait
vagy azok részgráfjait vizsgáljuk.

A harmadik téziscsoport közvetlenebbül kapcsolódik az információelmélethez,
itt gráfokon értelmezett kódszavakat vizsgálunk.

A következ" alfejezetben található a téziseim felsorolása, a további alfeje-
zetekben pedig ezek kifejtése szerepel. Az egyértelm!ség kedvéért a következ"
összefoglaló fejezetekben szerepl" tételek számozása megegyezik a disszertáci-
óban használt számozással. Mivel azonban az összefoglaló nem tartalmazza az
összes tételt, egyes állítások összevonásra kerültek, illetve a tételek sorrendje he-
lyenként eltér az eredetit"l, a számozás néhol megszakítottnak vagy szokatlannak
t!nhet.
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2.1. Tézisek felsorolása
1. Téziscsoport: Szélesen színezhet" gráfok színezési paramétereinek megálla-

pítása.
1.1. Tézis: Bebizonyítottam, hogy a t színnel s-szélesen színezhet" gráfok

k-multikromatikus száma legfeljebb t+2(k↑1)minden k ↓ s értékre.
1.2. Tézis: Becslést adtam a t színnel s-szélesen színezhet" gráfok frakcio-

nális kromatikus számára.
1.3. Tézis: Fels" becslést adtam azon csatornák Shannon kapacitására, me-

lyek modellezhet"ek egy t színnel s-szélesen színezhet" grá$al.
2. Téziscsoport: Schrijver gráfok kritikus részgráfjainak és azok kritikus élei-

nek vizsgálata különböz" színezési paraméterek szempontjából.
2.1. Tézis: Beazonosítottam egy frakcionális kromatikus számra nézve

csúcskritikus feszített részgráfját a Schrijver gráfoknak és megmutat-
tam, hogy ez izomorf az azonos paraméter! cirkuláris teljes grá$al.

2.2. Tézis: A cirkuláris teljes gráf frakcionális- és cirkuláris kromatikus
számra vonatkozó kritikus éleit meghatároztam.

3. Téziscsoport: Kódtávolság fogalmának általánosítása olyan bináris kódok-
ra, melyek gráfok élhalmazának karakterisztikus vektorainak tekinthet"ek
(hosszuk

(
n

2

)
valamely n-re).

3.1. Tézis: Megállapítottam, hogy t =
(
n

2

)
hosszon legfeljebb mennyi egy-

mástól megkülönböztethet" kódszó adható számos olyan esetben, ami-
kor a távolság a két gráf szimmetrikus di$erenciájának valamely glo-
bális tulajdonságával van de#niálva.

3.2. Tézis: Megállapítottam, hogy t =
(
n

2

)
hosszon legfeljebb mennyi egy-

mástól megkülönböztethet" kódszó adható számos olyan esetben, ami-
kor a távolság a két gráf szimmetrikus di$erenciájának valamely lokális
tulajdonságával van de#niálva.

2.2. Szélesen színezhet! gráfok multikromatikus számai
Amint azt a Bevezetésben említettük, a Hedetniemi-sejtéshez kapcsolódóan egy
speciális gráfosztály egy bizonyosmultikromatikus száma érdekessé vált. Ez a gráf-
osztály fontos szerepet játszik a széles színezéseknél. Egy gráf csúcsszínezését s-
szélesnek nevezzük, ha bármely 2s ↑ 1 hosszúságú séta két végpontja különböz"
színt kap. Könnyen belátható, hogy ez a gráfszínezés egyik lehetséges általáno-
sítása, hiszen az 1-széles színezés pontosan a hagyományos gráfszínezésnek felel
meg. Megmutatható, hogy egy gráf akkor és csak akkor s-szélesen színezhet" t

színnel, ha létezik egy homomor#zmusa a következ" univerzális gráfba [ST06],
amelyetW (s, t) jelöl, és amelynek néhány speciális esete megjelent a kapcsolódó
kérdésben:
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2 Áttekintés a tézisekr"l

V (W (s, t)) = {(x1 . . . xt) : ↔i xi ↗ {0, 1, . . . , s}, ↘!i xi = 0, ↘j xj = 1},

E(W (s, t)) = {{(x1 . . . xt), (y1 . . . yt)} : ↔i |xi ↑ yi| = 1 vagy xi = yi = s}.

Az s = 1 esetben a de#níció alapján W (1, t) = Kt adódik, ami összhang-
ban van korábbi meg#gyelésünkkel, miszerint a teljes gráfok univerzális gráfok a
hagyományos színezéshez.

A multiszínezés során egy G gráf csúcsait n színnel színezzük úgy, hogy min-
den csúcs pontosan k különböz" színt kap, és ha két csúcs, u és v, szomszédos, ak-
kor a rájuk kiosztott színek halmazai diszjunktak. Formálisan, a multiszínezés egy
függvény f : v ≃→ {c1, . . . , ck}, ahol ↔i ↗ [k] esetén ci ↗ [n], és ha u, v ↗ E(G),
akkor f(u)⇐ f(v) = ⇒ (ahol [k] = {1, 2, . . . , k} és hasonlóan [n] = {1, 2, . . . , n}).
Az ilyen típusú színezéseket el"ször Geller és Stahl vizsgálták, lásd [GS75; Sta76].
Stahl [Sta76] bevezette az ehhez tartozó multikromatikus számot, ωk(G)-t, amely
az ilyen, k-szoros színezéshez szükséges minimális színek számát adja meg. (Ez
a gráfparaméter szintén kifejezhet" egy megfelel" univerzális gráfba való homo-
mor#zmus létezésével, ahogyan azt a következ" fejezetben tárgyaljuk majd.)

A frakcionális kromatikus számot az alábbi módon lehet de#niálni:

ωf (G) = inf
k

{
ωk(G)

k

}
.

Témavezet"mmel közösen a [j1] munkában pontosan meghatároztuk a fent
említett W (s, t) univerzális gráfok k-adik multikromatikus számának értékeit
azokban az esetekben, amikor k ↓ s.

Ez a munka Tardif egyik kérdése nyomán született, melyet abban a cikkében
[Tar22] tett fel, ahol a Hedetniemi-sejtésre egy (G, H) ellenpélda gráfpárt konst-
ruált. Ezen gráfok kromatikus száma 14-nél nagyobb, de a szorzatuk 14 színnel
színezhet". Ebben az ellenpéldában G a W (3, 9)[K4] gráf volt, amelyet úgy le-
het megkapni meg, hogy a W (3, 9) gráf minden egyes csúcsát egy 4 csúcsú klik-
ké "felfújjuk", és a kezdetben szomszédos csúcsoknak megfelel" klikkeket teljesen
összekötjük. Könnyen belátható, hogy ennek a gráfnak a kromatikus száma ponto-
san aW (3, 9) 4-szeres színezéshez tartozó multikromatikus szám. Hasonló módon
konstruálható kisebb ellenpéldák el"állítása céljából Tardif feltette a kérdést, hogy
ω(W (3, t)[K3]) = ω3(W (3, t)) nagy-e, különösen, hogy t = 8 esetén nagyobb-e
mint 12, és t = 7 esetén nagyobb-e mint 11. Meg#gyelte azt is, hogy általánosan

ωk(W (s, t)) ⇑ t+ 2(k ↑ 1)

teljesül. Más szóval azt kérdezte, hogy a szigorú egyenl"tlenség fennáll-e az adott
speciális esetekben, amikor s = k = 3 és t = 7 vagy t = 8. Mi negatívan válaszol-
tunk a kérdésére, és az eredményt minden t-re és k ↓ s esetre általánosítottuk.
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Tétel 2.2. és Következmény 2.4. Ha k ↓ s, akkor

ωk(W (s, t)) = t+ 2(k ↑ 1).

Azt is megmutattuk, hogy ez az eredmény nem általánosítható tetsz"legesen
nagy k értékekre (az s-hez viszonyítva).
Állítás 2.6. Minden t ⇑ 3 és s ⇑ 1 pozitív egész számokra létezik egy k0 =
k0(s, t) > s küszöbérték, amelyre teljesül, hogy

ωk(W (s, t)) > t+ 2(k ↑ 1)

amennyiben k ⇑ k0.
A következ" tételeket is sikerült bebizonyítanunk a W (s, t) gráfok frakcio-

nális kromatikus számával kapcsolatban. Ehhez felhasználtunk korábbi eredmé-
nyeket a Mycielski-gráfok s-széles színezhet"ségér"l [BS05; SST24; GJS04; ST06].
Egy G gráfból készített M(G) Mycielski-gráf egy Mycielski által [Myc55] beve-
zetett gráfm!velet eredménye, amely m!velet nem növeli a gráf klikkszámát, de
növeli annak kromatikus számát. A konstrukció általánosítható (lásd a disszertá-
ció 2. fejezetét) h-emeletes Mh(G) Mycielski-gráfokká, ahol az eredeti konstruk-
cióM(G) = M2(G). Az eredeti,M2(G) konstrukciónak a frakcionális kromatikus
számra gyakorolt hatását a [LPU95] cikkben vizsgálták, ahol egy egyszer! függ-
vényt adtak meg erre:

ωf (M(G)) = ωf (G) +
1

ωf (G)
.

Általános h esetén a ωf (Mh(G)) frakcionális kromatikus számot Tardif vizs-
gálta [Tar01]-ben. Belátta, hogy ωf (Mh(G))-t is meghatározza ωf (G) értéke.

ωf (Mh(G)) = ωf (G) +
1

∑
h→1
i=0 (ωf (G)↑ 1)i

.

Ezt az eredményt felhasználva sikerült bebizonyítanunk a következ" két té-
telt azáltal, hogy mutattunk homomor#zmustM3s→2(W (s, t))-b"lW (s, t+1)-be,
valamint W (s, t+ 1)-b"lMs(W (s, t))-be.
Állítás 2.11. következménye

ωf (W (s, t)) +
ωf (W (s, t))↑ 2

(ωf (W (s, t))↑ 1)3s→2 ↑ 1

↓ ωf (W (s, t+ 1))

↓ ωf (W (s, t)) +
ωf (W (s, t))↑ 2

(ωf (W (s, t))↑ 1)s ↑ 1

Tétel 2.7. Bármely rögzített pozitív egész s esetén teljesül, hogy

lim
t↑↓

ωf (W (s, t)) = ⇓.
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2 Áttekintés a tézisekr"l

2.3. Schrijver-gráfok frakcionális kromatikus számra csúcs-
kritikus részgrá"ai

Ahogyan a W (s, t) gráfok univerzális gráfok voltak a széles színezésekhez, a
Kneser-gráfok univerzális gráfok a multiszínezésekhez. Ez azt jelenti, hogy egy
G gráf k-adik multikromatikus száma akkor és csak akkor legfeljebb n, ha léte-
zik G-b"l homomor#zmus aKG(n, k) Kneser-gráfba. Pozitív n ⇑ 2k egészekre a
KG(n, k) Kneser-gráf egy olyan gráf, amelynek csúcsait az [n] halmaz

(
n

k

)
darab

k elem! részhalmaza alkotja. Két ilyen részhalmaz pedig pontosan akkor alkot élt,
ha diszjunktak:

V (KG(n, k)) =

(
[n]

k

)

E(KG(n, k)) = {{A,B} : A ⇐ B = ⇒}.

Kneser [Kne55] meg#gyelte, hogyKG(n, k) kromatikus száma legfeljebb n↑
2k+2, és azt sejtette, hogy ez a fels" korlát éles. Ezt sok évvel kés"bb Lovász bizo-
nyította be híres cikkében [Lov78], a Borsuk–Ulam-tétel felhasználásával. Röviddel
ezután Schrijver [Sch78] felfedezte, hogyKG(n, k) egy speciális feszített részgráf-
ja, SG(n, k) – amelyet ma Schrijver-gráfnak nevezünk – továbbra is n ↑ 2k + 2
kromatikus, és ezen túlmen"en csúcskritikus is erre a paraméterre nézve, azaz bár-
mely csúcsának törlésével a kromatikus száma csökken.

A KG(n, k) Kneser-gráf frakcionális kromatikus száma n

k
(mely az Erd"s-Ko-

Rado tétel [EKR61] egy egyszer! következménye). Az azonos paraméter!SG(n, k)
Schrijver-gráfnak szintén ugyanez a frakcionális kromatikus száma [Tal03; ST06],
azonban erre a paraméterre nézve a legtöbb Schrijver-gráf nem csúcskritikus (ki-
véve néhány triviális esetet). Ez felvetette azt a problémát, hogy a Schrijver-
gráfoknak keressük olyan frakcionális kromatikus számra nézve kritikus részgráf-
jait, amelyek ezen paramétere megegyezik az eredeti gráféval.

Egy közös cikkünkben a témavezet"mmel [j3] erre a problémára adtunkmegol-
dást. Meghatároztunk egy természetes tulajdonságot a csúcsokat reprezentáló hal-
mazokra vonatkozóan, és az ezt kielégít" csúcsok által alkotott részgráfotQ(n, k)-
nak neveztük el (a Q(n, k) formális de#níciója a disszertáció 3. fejezetében talál-
ható). Ezeknek a gráfoknak egy alapvet" tulajdonsága a következ":

Állítás 3.6. Legyen n ⇑ 2k és ε ⇑ 2 egy pozitív egész szám. Ekkor a Q(n, k) és a
Q(εn, εk) gráfok izomorfak.

A fenti tétel alapján aQ(n, k) gráfok vizsgálata során mindig feltehetjük, hogy
lnko(n, k) = 1.
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Tétel 3.7. Tegyük fel, hogy n ⇑ 2k, lnko(n, k) = 1, és legyenek a és b a legkisebb
pozitív egész számok, amelyekre ak = bn↑1 teljesül. Ekkor aQ(n, k) ⇔ SG(n, k)
gráf a következ" tulajdonságokkal rendelkezik:

• ωf (Q(n, k)) = n

k
= ωf (SG(n, k)).

• ↔U ↗ V (Q(n, k)) ωf (Q(n, k) \ U) = a

b
<

n

k
, azaz Q(n, k) csúcskritikus a

frakcionális kromatikus számra nézve.
• Q(n, k)-nak van egy Q(a, b)-vel izomorf feszített részgráfja.

A fenti eredmény bizonyítása közben rájöttünk, hogy a tétel igazsága abból
adódik, hogy a talált speciális részgráf izomorf egy másik ismert grá$al, a cirku-
láris teljes grá$al, Kn/k-val. Ez a gráf egy másik színezési paraméter, a cirkuláris
kromatikus szám univerzális gráfja. A cirkuláris teljes gráf Kn/k, n ⇑ 2k esetén,
valamint a hozzá kapcsolódó cirkuláris kromatikus szám ωc de#níciói a követke-
z"k:

V (Kn/k) = {0, 1, . . . , n↑ 1}

E(Kn/k) = {{i, j} : k ↓ |i↑ j| ↓ n↑ k},

ωc(G) = min

{
p

q
: p ↓ |V (G)|, G → Kp/q

}
.

Állítás 3.8. Ha lnko(n, k) = 1, akkor Q(n, k) izomorf a Kn/k cirkuláris teljes
grá$al.

Az eddig is ismert volt a cirkuláris teljes gráfokról, hogy csúcskritikusak a frak-
cionális kromatikus számra nézve, de élkritikusságukat korábban nem vizsgálták
(sem a frakcionális, sem a cirkuláris kromatikus szám szempontjából). Mi ezt a kér-
dést is megvizsgáltuk. Nevezzünk egy {i, j} ↗ E(Kn/k) élt legrövidebb élnek, ha
|i ↑ j| = k vagy |i ↑ j| = n ↑ k. (Mivel ezek a legrövidebb élek, ha a csúcsokat
egy kör mentén rendezzük el sorrendben.)

Tétel 3.18. Ha lnko(n, k) = 1, e ↗ E(Kn/k), és a, b az ak = bn ↑ 1 egyenletet
kielégít" legkisebb pozitív egészek, akkor

ωf (Kn/k \ {e}) = ωc(Kn/k \ {e}) =
{

a

b
ha e egy legrövidebb él

n

k
egyébként.

Végül bebizonyítottuk, hogy SG(n, k) csak néhány triviális esetben csúcskri-
tikus a frakcionális kromatikus számra nézve.

Következmény 3.16. ↔U ↗ V (SG(n, k)) ωf (SG(n, k) \ {U}) < ωf (SG(n, k))
akkor és csak akkor, ha k = 1, n = 2k, vagy n = 2k + 1 egyike teljesül.
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2 Áttekintés a tézisekr"l

2.4. Gráfkódok
A [j2] Noga Alonnal, Körner Jánossal, Aleksa Milojevi%csel és Simonyi Gáborral
közös cikkben azt vizsgáltuk, hogy legfeljebb mekkora lehet egy gráfcsalád mére-
te egy n elem! csúcshalmazon, ha a család bármely két elemének élhalmazainak
szimmetrikus di$erenciája eleget tesz egy el"írt feltételnek. Megjegyezzük, hogy
ha az el"írt feltétel csupán annyi, hogy legalább d élt tartalmazzon ez a szimmetri-
kus di$erencia, akkor visszakapjuk a szokásos kódtávolság problémát: Hány olyan
kódszó adható meg

(
n

2

)
hosszon, hogy bármely kett" legalább d koordinában kü-

lönbözzön?
Ebben az alfejezetben felsorolok néhányat a vizsgált feltételek közül (további-

ak a disszertáció 4. fejezetében találhatók). Ezek között vannak globális tulajdon-
ságok, mint például az összefügg"ség vagy egy Hamilton-kör létezése, valamint
lokális tulajdonságok is, például egy háromszög tartalmazása. Formálisan mind-
ezek úgy írhatók le, hogy a gráfcsaládunk bármely két tagjának élhalmazai közötti
szimmetrikus di$erencia által meghatározott gráf egy el"írt gráfosztályhoz tar-
tozik (nevezetesen ahhoz, amelyek elemei összefügg"ek, tartalmaznak Hamilton-
kört, tartalmaznak egy háromszöget stb.).

Legyen F egy rögzített gráfosztály. Egy n címkézett csúcson de#niált G gráf-
család akkor nevezhet" F-jónak, ha bármely két G,G

↔ ↗ G gráfra a G ↖ G
↔ gráf,

amelyet az alábbiak szerint de#niálunk:

V (G↖G
↔) = V (G) = V (G↔) = [n],

E(G↖G
↔) = {e : e ↗ (E(G) \ E(G↔)) ↙ (E(G↔) \ E(G))}

F-be tartozik.
Jelölje MF(n) egy n csúcsú F-jó család lehetséges maximális méretét. Mun-

kánk során a MF(n) értékét vizsgáltuk különböz" F osztályok esetén. Az alábbi
tételek ezen értékekr"l szólnak néhány általunk vizsgált esetben.
Tétel 4.2. és 4.3. Legyen Fc az összefügg" gráfok osztálya, és F2c a 2-összefügg"
gráfok osztálya. Ekkor

MFc
(n) = 2n→1

, MF2c(n) = 2n→2
.

Tétel 4.5. és 4.6. Legyen FHp a Hamilton-utat tartalmazó gráfok osztálya, és FHc

a Hamilton-kört tartalmazó gráfok osztálya. Ekkor végtelen sok n értékre teljesül,
hogy

MFHp
(n) = 2n→1

, MFHc
(n) = 2n→2

.

A fent felsorolt tételekben szerepl" F osztályok esetén azMF(n) maximalitá-
sának bizonyításához a következ" lemmát használtuk.
Lemma 4.1. Bármely F gráfosztályra

MF(n) ·DF(n) ↓ 2(
n

2),

9
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Itt DF(n) az MF(n) "duálisát" jelöli, azaz a legnagyobb olyan gráfcsalád méretét
n címkézett csúcson, amelynek semelyik két tagjának szimmetrikus di$erenciája
sem tartozik F-be. Megjegyezzük, hogy ha F jelöli azt az osztályt, amely ponto-
san azokat a gráfokat tartalmazza, amelyek nem tartoznak F-be, akkor teljesül,
hogy DF(n) = MF(n). A fent említett tételek bizonyításaiban minden esetben
konstruáltunk egy F-jó és egy F-jó gráfcsaládot, A-t és B-t, amelyek "illeszked"
méret!ek" voltak, vagyis teljesült, hogy |A| · |B| = 2(

n

2), amivel igazoltuk, hogy
mindkett" maximális. Ez a technika azonban nem m!ködik minden gráfosztály
esetén.
Tétel 4.7. és 4.8. Legyen FS azon gráfok osztálya, amelyek tartalmaznak egy fe-
szít" csillagot, azaz egy olyan csúcsot, amely az összes többi csúccsal össze van
kötve a gráfban. Ekkor teljesül, hogy

MFS
(n) =

{
n+ 1 ha n páratlan
n ha n páros.

Viszont a dualis család nem "illeszked" méret!", mivel

2(
n

2)→↗n

2 ↘ ↓ DFS
(n) ↓ 2(

n

2)→
n

2 .

A lokális feltételekhez is használható a Lemma 4.1.
Állítás 4.14.–4.16. Jelölje FK3 a háromszöget tartalmazó gráfok alkotta gráfosz-
tályt. Ekkor

MFK3
(n) ↓ 2(

n

2)→↗n

2 ↘≃
n

2 ⇐.

Ez a fels" korlát éles, amikor n ↓ 6.
A fenti tétel egy általánosabb tétel speciális esete, amely az extremális gráf-

elméletet is képbe hozza. Jelölje ex(n,G) egy olyan n csúcsú gráf maximális él-
számát, amely nem tartalmaz G-vel izomorf részgráfot, és jelölje FG azon gráfok
osztályát, amelyek részgráfként tartalmazzák G-t.
Állítás 4.9.

MFG
(n) ↓ 2(

n

2)→ex(n,G)
.

Kiderült, hogy aszimptotikusan ez a fels" korlát éles. Ennek formális megfogal-
mazásához bevezettünk egy kapacitás típusú aszimptotikus invariánst, és megmu-
tattuk, hogy ez az invaráns a kromatikus szám egy egyszer! függvényével felülr"l
becsülhet". Legyen

RFG
(n) :=

2

n(n↑ 1)
log2 MFG

(n)

10
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és nevezzük távolságkapacitásnak az alábbi, mindig létez" határértéket:

DC(FG) := lim
n↑↓

RFG
(n).

Az Erd"s-Stone-Simonovits tétel [ES46; ES66] segítségével, mely azt állítja,
hogy

lim
n↑↓

ex(n,G)(
n

2

) = 1↑ 1

ω(G)↑ 1
,

azt kapjuk, hogy DC(FG) ↓ 1
ω(G)→1 . S"t, az egyenl"ség is bebizonyítható.

Tétel 4.12. Ha ω(G) ⇑ 2 akkor DC(FG) =
1

ω(G)→1 .

3. Az új eredmények gyakorlati felhasználása
Ez a disszertáció f"ként olyan elméleti eredményekkel foglalkozik, amelyek önma-
gukban is érdekesek és a gráfelmélet különböz" területeihez kapcsolódnak. Mind-
azonáltal a következ" alfejezetben bemutatjuk a frakcionális kromatikus szám és a
multikromatikus számok információelméleti vonatkozásait, ezzel az els" két tézis-
csoport eredményeit egy alkalmazásorientáltabb szemszögb"l is megvilágítva. A
harmadik téziscsoport esetében, mivel már említettük, hogy a kódszavak gráfként
való értelmezése a klasszikus kódtávolság problémának egy általánosítása, nincs
szükség további magyarázatra annak információelméleti relevanciáját illet"en.

3.1. Shannon kapacitás
Az információelmélet számos problémája speciális gráfparaméterek bevezetéséhez
vezet, amelyek közül a legismertebb példa a gráfok Shannon kapacitása [Sha56]. Ez
az az elméleti fels" korlát, amely meghatározza, milyen átviteli sebességgel lehet
információt hibamentesen továbbítani egy diszkrét, memóriamentes kommuniká-
ciós csatornán.

A kommunikációs csatorna (zéró hibavalószín!ség megkövetelése esetén) mo-
dellezhet" egy grá$al: a továbbítható jelek a gráf csúcsai, és két csúcs között ak-
kor húzunk élt, ha azok a vev" számára megkülönböztethet"ek. Két t hosszúságú
kódszó akkor tekinthet" megkülönböztethet"nek, ha legalább egy indexben meg-
különböztethet"ek. Általánosan azt a maximális számot keressük, amennyi páron-
ként megkülönböztethet" t hosszúságú kódszó továbbítható a csatornán.

De#níció 3.1.1. Két gráf, G és H , VAGY -szorzatán, melyet G ·H-val jelölünk, a
következ! gráfot értjük:

V (G ·H) = V (G)∝ V (H),

E(G ·H) = {{(g1, h1)(g2, h2)} : g1, g2 ↗ V (G), h1, h2 ↗ V (H),

{g1, g2} ↗ E(G) vagy {h1, h2} ↗ E(H)}.

11
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Legyen G
t a gráf önmagával vett t-szeres VAGY -szorzata. De#níció szerint

egy adott G grá$al modellezett csatorna esetén a páronként megkülönböztethet"
t hosszúságú üzenetek egy klikket alkotnakGt-ben, tehát a feladat ϑ(Gt), azazGt

klikkszámának a meghatározása.
Könnyen látható, hogy ez az érték mindig legfeljebb |V (G)|t lehet, továbbá a

klikkszám szuper-multiplikatív a VAGY -szorzásra nézve, vagyis minden G és H
gráfpárra teljesül, hogy ϑ(G · H) ⇑ ϑ(G) · ϑ(H). Ezért érdemes ezt az értéket
normálni a t-edik gyökével. Valójában ennek az értéknek az aszimptotikáját vizs-
gáljuk. A Shannon kapacitás formális de#nícióját az alábbiakban adjuk meg. (Az
irodalomban sokszor a komplementer grá$al de#niálják.)

De#níció 3.1.2. Egy G gráf Shannon kapacitása a következ!:

C(G) := lim sup
t↑↓

t

√
ϑ(Gt).

Lemma 3.1.1. A Shannon kapacitás egy homomor"zmus monoton gráfparaméter,
azaz minden G és H gráfra teljesül, hogy amennyiben G → H homomor"zmus
létezik, C(G) ↓ C(H).

Bizonyítás. Bármely klikk G
t-ben egy legalább ugyanakkora méret! klikkbe kép-

z"dik H
t-ben.

A Shannon-kapacitás értéke még nagyon egyszer! szerkezet! gráfok esetén
sem ismert. Például az ötnél hosszabb páratlan köröknél a pontos érték ismeretlen
(az öt hosszú kör esete Lovász László híres eredménye [Lov79]). Bohman és Holz-
man munkájából [BH03] tudjuk, hogy a páratlan körök Shannon kapacitása (vagy
a probléma másik értelmezésében a komplementerüké) szigorúan nagyobb, mint
a triviális alsó korlát, amely 2. Az általuk adott alsó korlátot nemrégiben tovább
javították [Zhu25].

Mivel ennek a paraméternek a meghatározása még kis, egyszer! gráfok eseté-
ben is jelent"s nehézséget jelent, már az is érdekes eredménynek számít, ha sikerül
valamilyen korlátot adni rá. A Shannon kapacitás de#níciójából következik, hogy
ϑ(G), azaz G klikkszáma, mindig alsó korlátot ad. Ugyanakkor bizonyos gráfszí-
nezési paraméterek fels" korlátként szolgálhatnak.

Lemma 3.1.2. Legyenϖ(G) egy gráfparaméter. Amennyiben a következ! két feltétel
teljesül rá, akkor C(G) ↓ ϖ(G).

1. ϑ(G) ↓ ϖ(G),
2. ϖ(G ·H) ↓ ϖ(G) · ϖ(H) igaz minden G és H gráfpárra.

A frakcionális kromatikus szám kielégíti ezt a két feltételt, így ez a paraméter,
valamint ωk(G)/k minden k esetén mind fels" korlátot adnak a nehezen megha-
tározható Shannon kapacitásra.

12
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Következmény 3.1.3. Ha egy G gráf s-szélesen színezhet! t színnel, akkor
C(G) ↓ t+2(k→1)

k
minden k ↓ s-re.

Bizonyítás. Az állítás egyszer! következménye a W (s, t) gráfok multikromatikus
számáról szóló eredményeknek (Tétel 2.2. és Következmény 2.4.), valamint a Shan-
non kapacitás homomor#zmus monoton jellegének (Lemma 3.1.1).

Megjegyzés. Érdekes tény, hogy a kromatikus szám (mintωk(G)/k egy speciális
esete, ahol k = 1) szintén kielégíti ezeket a feltételeket. Ezért azoknál a gráfoknál,
ahol ϑ(G) = ω(G) = c, a Shannon-kapacitás ismert, azaz C(G) = c. Ez volt
Claude Berge eredeti motivációja a perfekt gráfok bevezetésére (vö. [Ber97]).

Érdemes megjegyezni, hogy a frakcionális kromatikus szám szintén értelmez-
het" információelméleti paraméterként. Abban az esetben, ha visszacsatolás is en-
gedélyezett a csatornán, akkor csupán egy grá$al nem lehet teljesen modellezni
azt. Azonban egy adott grá$al modellezhet" emlékezet nélküli csatornák közül a
legrosszabbra igaz lesz az, hogy a frakcionális kromatikus szám adja meg azon a
hibamentes információátvitel elméleti fels" korlátját [Sha56]. Ezenkívül abban is
hasonlít a Shannon kapacitásra ez a paraméter, hogy egy megfelel" hatványgráf
kromatikus számának normalizált értékeként is el"állítható [BS74; MP71].

Megjegyzés. Amint azt a Bevezetésben említettük, Hedetniemi-típusú sejtések
más gráfparaméterekre is megfogalmazhatók. A kérdés minden olyan paraméter-
re érdekes, aminek az értéke a szorzatgráfra legfeljebb akkora, mint a tényez"kre.
A Shannon kapacitás kielégíti ezt a feltételt. Azonban nem tudjuk, hogy az ana-
lóg sejtés igaz-e a Shannon kapacitásra. A [Sim21] cikkben alsó korlátot adott a
szerz" egy szorzatgráf Shannon kapacitására, és megmutatta, hogy az esetleges
ellenpéldát mely gráfok között lehet érdemes keresni.
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