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1. Bevezetés

A grafelméletben egy sokat vizsgalt grafparaméter a kromatikus szam, amelyet
gyakorlati problémak, példaul frekvencia- vagy idébeosztas megoldasara is hasz-
nalnak. Szamos esetben a kromatikus szam viselkedése nehezen érthets. Ennek
egyik példaja az, hogy ez a paraméter hogyan viselkedik grafok szorzasa soran.
1966-ban Stephen Hedetniemi megfogalmazta azt a sejtést, miszerint két graf agy-
nevezett tenzorszorzatanak kromatikus szama megegyezik a tényez6k kromatikus
szamanak minimumaval. Az azonban konnyen lathato, hogy a szorzat kromatikus
szama legfeljebb a tényez6k kromatikus szama lehet. Tehat a sejtés 1ényegében azt
kérdezte, hogy a forditott egyenlétlenség is fennall-e. Ez a kérdés igen sokaig meg-
valaszolatlan maradt, de 2019-ben megcafoltak [Shi19]. Az elsé talalt ellenpélda
nagyon nagy volt mind a tényez6k csicsszama, mind a kromatikus szamuk szem-
pontjabol. Késébb kisebb ellenpéldakat is talaltak [Zhu21; Tar22; Wro20; Tar23],
és ma mar a sejtés teljesen tisztazott. Ez azt jelenti, hogy barmely c szam ese-
tén, ha mindkét tényez6 kromatikus szama nagyobb, mint ¢, akkor tudjuk, hogy
eléfordulhat-e, hogy a szorzatuk c-szinezhet6, vagy ez lehetetlen.

Mas érdekes, sokat tanulmanyozott és szorosan kapcsolédé grafparaméterek
az ugynevezett frakcionalis kromatikus szam és a multikromatikus szamok. A
Hedetniemi-sejtés korabbi ellenpéldaiban a frakcionalis kromatikus szam fontos
paraméternek bizonyult, mig a késébbi ellenpéldakban bizonyos specialis grafosz-
talyok multikromatikus szamai is szerepet kaptak. Els6 téziscsoportom e témakor
néhany kérdésével foglalkozik. Erdemes megemliteni, hogy megfogalmaztak olyan
Hedetniemi-tipusu problémakat is, amelyekben a kromatikus szam helyett a gra-
fok méas paramétereit vizsgaljak. A frakcionalis kromatikus szam esetében ismert,
hogy a Hedetniemi-tipusu sejtés igaz [Zhull].

A multikromatikus szamok szorosan kapcsolédnak a Kneser-grafokhoz, mi-
vel ezek a paraméterek megfelel6 Kneser-grafokba vezeté homomorfizmusokkal
kifejezhet6k. A Kneser-grafok egy hires grafosztalyt alkotnak, amelynek tagjai-
nak kromatikus szamat Lovasz hatarozta meg hires cikkében [Lov78], amelyben
bebizonyitotta, hogy a kromatikus szamra vonatkozo viszonylag egyszertien meg-
konstrualhato felsé korlat éles. Azonban ezek a grafok altalanosan nem csucskri-
tikusak e paraméterre nézve, vagyis egy csucs eltavolitasa nem feltétlentil csok-
kenti a kromatikus szamot. Schrijver megfigyelte, hogy bizonyos specialis feszitett
részgrafok — amelyeket ma Schrijver-grafoknak neveziink — ugyanazzal a kromati-
kus szammal rendelkeznek, mint a megfelel6 paramétert Kneser-grafok, raadasul
csucskritikusak is erre a paraméterre. Késébb az is kideriilt [Tal03; ST06], hogy
a Kneser- és a Schrijver-grafok (azonos paraméterek mellett) azonos frakcionalis
kromatikus szammal is rendelkeznek, de még a Schrijver-graf sem csticskritikus
erre a paraméterre nézve (néhany specialis eset kivételével). Masodik téziscsopor-
tomban 1évé eredmények arra fokuszalnak, hogy talaljunk a Schrijver-grafoknak
olyan feszitett részgrafjait, amelyek ugyanazzal a frakcionalis kromatikus szam-
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mal rendelkeznek, de csucskritikusak is erre a paraméterre.

Az eddig emlitettektdl eltérd kutatasi irany olyan grafcsaladok maximalis mé-
retének vizsgalata, ahol a csalad barmely két elemére (amelyekre kodszavakként
tekintiink) valamilyen eléirt feltétel teljestil. Ennek egyik példaja Simonovits és
Sos hires sejtése [SS76], amelyet Ellis, Filmus és Friedgut bizonyitott be [EFF12]. A
sejtés egy n cimkézett csticsu grafokbdl allo csalad maximalis méretére vonatko-
zott, melyben barmely két graf metszete tartalmaz haromszoget. Az ilyen tipust
problémak tovabbi variansait kapjuk, ha a metszet szerepét mas miiveletekkel he-
lyettesitjiuk, példaul a két graf élhalmazanak szimmetrikus differenciajaval. Ezek
azok a kérdések, amikhez a szokasos kodtavolsag probléma altalanositasaval (hany
binaris sorozat adhat6 meg egy adott hosszon, hogy barmely ketté legalabb egy
adott szamu koordinataban kiillonb6zzon) is el tudunk jutni, ha nem a szokasos mi-
nimalis tavolsagot irjuk el6 kovetelményként, hanem azt, hogy bizonyos konkrét
struktiraban kiilonbozzenek a kodszavak. Itt is eléirhatjuk, hogy a szimmetrikus
differencia tartalmazzon egy haromszoget, de mas, globalis tulajdonsagok vizsga-
lata is érdekes lehet, példaul az 6sszefiiggdség vagy egy Hamilton-kor létezése.

2. Attekintés a tézisekrol

Az els6 két tézscsoportban kozos, hogy mindkett6 specialis grafosztalyokhoz kap-
csolodik. Ezek a grafok bizonyos szinezési paraméterek univerzalis grafjaiként
szolgalnak, vagyis ha egy G graf rendelkezik a sziikséges szinezési paraméterrel,
akkor 1étezik G-b6l homomorfizmus a megfelel$ specialis gratba. Azt mondjuk,
hogy létezik egy G grafbol homomorfizmus egy masik H grafba, ha létezik egy
éltart6 leképezés GG csucshalmazabol H csucshalmazaba. A homomorfizmus léte-
zését G — H jeloli. Kénnyen belathat6 példaul, hogy a kromatikus szam is kife-
jezhet6 ilyen modon: egy G graf kromatikus szama akkor és csak akkor legfeljebb
¢, ha G — K, ahol K, a c cstcsu teljes grafot jeloli. Az els6 és a masodik tézis-
csoportban az ugynevezett s-széles szinezés és a multiszinezés univerzalis grafjait
vagy azok részgrafjait vizsgaljuk.

A harmadik téziscsoport kozvetlenebbiil kapcsolodik az informaciéelmélethez,
itt grafokon értelmezett kodszavakat vizsgalunk.

A kovetkez6 alfejezetben talalhatd a téziseim felsorolasa, a tovabbi alfeje-
zetekben pedig ezek kifejtése szerepel. Az egyértelmiiség kedvéért a kovetkezd
Osszefoglalo fejezetekben szerepld tételek szamozasa megegyezik a disszertaci-
6ban hasznalt szamozassal. Mivel azonban az Osszefoglalé nem tartalmazza az
Osszes tételt, egyes allitasok 0sszevonasra keriiltek, illetve a tételek sorrendje he-
lyenként eltér az eredetitdl, a szamozas néhol megszakitottnak vagy szokatlannak
tinhet.
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2.1. Tézisek felsorolasa

1. Téziscsoport: Szélesen szinezhet6 grafok szinezési paramétereinek megalla-
pitasa.

1.1. Tézis: Bebizonyitottam, hogy a ¢ szinnel s-szélesen szinezhet6 grafok
k-multikromatikus szama legfeljebb ¢t 4+ 2(k — 1) minden k < s értékre.

1.2. Tézis: Becslést adtam a ¢ szinnel s-szélesen szinezhet6 grafok frakcio-
nalis kromatikus szamara.

1.3. Tézis: Fels6 becslést adtam azon csatornak Shannon kapacitasara, me-
lyek modellezhet6ek egy ¢ szinnel s-szélesen szinezhet graffal.

2. Téziscsoport: Schrijver grafok kritikus részgrafjainak és azok kritikus élei-
nek vizsgalata kiillonboz6 szinezési paraméterek szempontjabdl.

2.1. Tézis: Beazonositottam egy frakcionalis kromatikus szamra nézve
csucskritikus feszitett részgrafjat a Schrijver grafoknak és megmutat-
tam, hogy ez izomorf az azonos paramétert cirkularis teljes graffal.

2.2. Tézis: A cirkularis teljes graf frakcionalis- és cirkularis kromatikus
szamra vonatkozo kritikus éleit meghataroztam.

3. Téziscsoport: Kodtavolsag fogalmanak altalanositasa olyan binaris koédok-
ra, melyek grafok élhalmazanak karakterisztikus vektorainak tekinthet6ek
(hosszuk (}) valamely n-re).

3.1. Tézis: Megallapitottam, hogy ¢ = (Z) hosszon legfeljebb mennyi egy-
mastol megkiilonboztethetd kodszo adhatd szamos olyan esetben, ami-
kor a tavolsag a két graf szimmetrikus differenciajanak valamely glo-
balis tulajdonsagaval van definialva.

3.2. Tézis: Megallapitottam, hogy ¢ = (1) hosszon legfeljebb mennyi egy-
mastol megkiilonboztethet kodszo adhatd szamos olyan esetben, ami-
kor a tavolsag a két graf szimmetrikus differenciajanak valamely lokalis
tulajdonsagaval van definialva.

2.2. Szélesen szinezhet grafok multikromatikus szamai

Amint azt a Bevezetésben emlitettiik, a Hedetniemi-sejtéshez kapcsolodoan egy
specialis grafosztaly egy bizonyos multikromatikus szama érdekessé valt. Ez a graf-
osztaly fontos szerepet jatszik a széles szinezéseknél. Egy graf csucsszinezését s-
szélesnek nevezziik, ha barmely 2s — 1 hosszasagu séta két végpontja kiillonboz6
szint kap. Konnyen belathato, hogy ez a grafszinezés egyik lehetséges altalano-
sitasa, hiszen az 1-széles szinezés pontosan a hagyomanyos grafszinezésnek felel
meg. Megmutathato, hogy egy graf akkor és csak akkor s-szélesen szinezhetd ¢
szinnel, ha létezik egy homomorfizmusa a kovetkez6 univerzalis grafba [ST06],
amelyet W (s, t) jelol, és amelynek néhany speciélis esete megjelent a kapcsolodd
kérdésben:
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VIW(s,t) ={(z1...2¢) : Via; €{0,1,...,s}, iz, =0, 3jz; =1},

EW(s,t)) ={{(x1...2),(y1...90)} : Vi |z; —yi| =1 vagy x; = y; = s}.

Az s = 1 esetben a definici6 alapjan W (1,t) = K; adddik, ami 6sszhang-
ban van korabbi megfigyelésiinkkel, miszerint a teljes grafok univerzalis grafok a
hagyomanyos szinezéshez.

A multiszinezés soran egy G graf cstcsait n szinnel szinezziik gy, hogy min-
den cstcs pontosan k kiilonb6z6 szint kap, és ha két cstcs, u és v, szomszédos, ak-
kor a rajuk kiosztott szinek halmazai diszjunktak. Formalisan, a multiszinezés egy
figgvény f : v — {c1,...,cr}, ahol Vi € [k] esetén ¢; € [n], éshau,v € E(G),
akkor f(u)N f(v) = 0 (ahol [k] = {1,2,...,k} éshasonléan [n]| = {1,2,...,n}).
Az ilyen tipusu szinezéseket el6szor Geller és Stahl vizsgaltak, lasd [GS75; Sta76].
Stahl [Sta76] bevezette az ehhez tartozé multikromatikus szamot, xx(G)-t, amely
az ilyen, k-szoros szinezéshez sziikséges minimalis szinek szamat adja meg. (Ez
a grafparaméter szintén kifejezheté egy megfelel6 univerzalis grafba valé homo-
morfizmus létezésével, ahogyan azt a kovetkez6 fejezetben targyaljuk majd.)

A frakcionalis kromatikus szamot az alabbi mddon lehet definiélni:

\/(G) = ind {@} |

Témavezetémmel kozosen a [j1] munkaban pontosan meghataroztuk a fent
emlitett W (s,t) univerzalis grafok k-adik multikromatikus szaméanak értékeit
azokban az esetekben, amikor £ < s.

Ez a munka Tardif egyik kérdése nyoman sziiletett, melyet abban a cikkében
[Tar22] tett fel, ahol a Hedetniemi-sejtésre egy (G, H) ellenpélda grafpart konst-
rualt. Ezen grafok kromatikus szama 14-nél nagyobb, de a szorzatuk 14 szinnel
szinezhetd. Ebben az ellenpéldaban G a W (3,9)[K,4| graf volt, amelyet ugy le-
het megkapni meg, hogy a W (3,9) graf minden egyes csicsat egy 4 csicsu klik-
ké "felfajjuk”, és a kezdetben szomszédos csticsoknak megfeleld klikkeket teljesen
osszekotjiik. Konnyen belathato, hogy ennek a gratnak a kromatikus szama ponto-
sana W (3,9) 4-szeres szinezéshez tartozd multikromatikus szam. Hasonlé médon
konstrualhat6 kisebb ellenpéldak el6allitasa céljabol Tardif feltette a kérdést, hogy
X(W(3,t)[K35]) = x3(W(3,t)) nagy-e, kiilondsen, hogy t = 8 esetén nagyobb-e
mint 12, és ¢ = 7 esetén nagyobb-e mint 11. Megfigyelte azt is, hogy altalanosan

xe(W (s, t)) >t+2(k—1)
teljesiil. Mas szoval azt kérdezte, hogy a szigoru egyenlétlenség fennall-e az adott

specialis esetekben, amikor s = k = 3 és¢ = 7 vagy ¢ = 8. Mi negativan valaszol-
tunk a kérdésére, és az eredményt minden ¢-re és k < s esetre altalanositottuk.

5
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Tétel 2.2. és Kovetkezmény 2.4. Ha k < s, akkor
xe(W(s,t)) =t +2(k—1).

Azt is megmutattuk, hogy ez az eredmény nem altalanosithato tetszélegesen
nagy k értékekre (az s-hez viszonyitva).
Allitas 2.6. Minden t > 3 és s > 1 pozitiv egész szamokra létezik egy ko =
ko(s,t) > s kuszobérték, amelyre teljesiil, hogy

xe(W(s,t)) >t+2(k—1)

amennyiben k > k.

A kovetkezé tételeket is sikeriilt bebizonyitanunk a W (s,t) grafok frakcio-
nalis kromatikus szamaval kapcsolatban. Ehhez felhasznaltunk korabbi eredmé-
nyeket a Mycielski-grafok s-széles szinezhet6ségérdl [BS05; SST24; GJS04; ST06].
Egy G grafbol készitett M (G) Mycielski-graf egy Mycielski altal [Myc55] beve-
zetett grafmiivelet eredménye, amely mivelet nem noveli a graf klikkszamat, de
noveli annak kromatikus szamat. A konstrukci6 altalanosithat6 (lasd a disszerta-
cid 2. fejezetét) h-emeletes M), (G) Mycielski-grafokka, ahol az eredeti konstruk-
cid M (G) = My(G). Az eredeti, M5 (G) konstrukcionak a frakcionalis kromatikus
szamra gyakorolt hatasat a [LPU95] cikkben vizsgaltak, ahol egy egyszer( fiigg-
vényt adtak meg erre:

1
X (M(G)) = xs(G) + m

Altaldnos h esetén a x;(M,(G)) frakcionalis kromatikus szdmot Tardif vizs-
galta [Tar01]-ben. Belatta, hogy x s (M), (G))-t is meghatarozza x ;(G) értéke.

1
M, (G)) = x5(G) + .
Xy (Mn(G)) = x5 (G) S10 G~ 1)

Ezt az eredményt felhasznalva sikeriilt bebizonyitanunk a kovetkezd két té-
telt azaltal, hogy mutattunk homomorfizmust M3, (W (s,t))-bol W (s, t + 1)-be,
valamint W (s, t + 1)-b8l M, (W (s, t))-be.

Allitas 2.11. kévetkezménye

xy(Wis, 1)) — 2
O (Ws 1)) = 1)%72 =1
<x;(W(s,t+1))
xy(Wi(s, 1)) — 2
O (W(s, 1)) —1)° =1

Tétel 2.7. Barmely rogzitett pozitiv egész s esetén teljesiil, hogy

xp(W(s,t)) +

< x;(W(s, 1)) +

lim x(W(s,t)) = oo.

t—o00
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2.3. Schrijver-grafok frakcionalis kromatikus szamra csucs-
kritikus részgrafjai

Ahogyan a W (s,t) grafok univerzalis grafok voltak a széles szinezésekhez, a
Kneser-grafok univerzalis grafok a multiszinezésekhez. Ez azt jelenti, hogy egy
G graf k-adik multikromatikus szama akkor és csak akkor legfeljebb n, ha léte-
zik G-b6l homomorfizmus a K G(n, k) Kneser-grafba. Pozitiv n > 2k egészekre a
KG(n, k) Kneser-graf egy olyan graf, amelynek cstcsait az [n] halmaz (}) darab
k elemt részhalmaza alkotja. Két ilyen részhalmaz pedig pontosan akkor alkot élt,
ha diszjunktak:

V(KG(n, k) = (“g)
E(KG(n,k)) = {{A, B} : AN B = 0}.

Kneser [Kne55] megfigyelte, hogy K G(n, k) kromatikus szama legfeljebb n —
2k +2, és azt sejtette, hogy ez a fels6 korlat éles. Ezt sok évvel késébb Lovasz bizo-
nyitotta be hires cikkében [Lov78], a Borsuk—Ulam-tétel felhasznéalasaval. Roviddel
ezutin Schrijver [Sch78] felfedezte, hogy K G(n, k) egy specialis feszitett részgraf-
ja, SG(n, k) — amelyet ma Schrijver-grafnak nevezink — tovabbra is n — 2k + 2
kromatikus, és ezen tilmenden csucskritikus is erre a paraméterre nézve, azaz bar-
mely csicsanak torlésével a kromatikus szama csokken.

A KG(n, k) Kneser-graf frakcionalis kromatikus szama 7 (mely az Erd6s-Ko-
Rado tétel [EKR61] egy egyszerl kovetkezménye). Az azonos paraméteri SG(n, k)
Schrijver-grafnak szintén ugyanez a frakcionalis kromatikus szama [Tal03; ST06],
azonban erre a paraméterre nézve a legtobb Schrijver-graf nem csucskritikus (ki-
véve néhany trividlis esetet). Ez felvetette azt a problémat, hogy a Schrijver-
grafoknak keressiik olyan frakcionalis kromatikus szadmra nézve kritikus részgraf-
jait, amelyek ezen paramétere megegyezik az eredeti graféval.

Egy koz6s cikkiinkben a témavezetémmel [j3] erre a problémara adtunk megol-
dast. Meghataroztunk egy természetes tulajdonsagot a csicsokat reprezentald hal-
mazokra vonatkozoan, és az ezt kielégité cstcsok altal alkotott részgrafot Q(n, k)-
nak neveztik el (a Q(n, k) formalis definicidja a disszertacio 3. fejezetében talal-
hat6). Ezeknek a grafoknak egy alapvet6 tulajdonsaga a kovetkezo:

Allitas 3.6. Legyen n > 2k és { > 2 egy pozitiv egész szam. Ekkor a Q(n, k) és a
Q(¢n, lk) grafok izomorfak.

A fenti tétel alapjan a QQ(n, k) grafok vizsgalata soran mindig feltehetjik, hogy
Inko(n, k) = 1.
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Tétel 3.7. Tegyiik fel, hogy n > 2k, Inko(n, k) = 1, és legyenek a és b a legkisebb
pozitiv egész szamok, amelyekre ak = bn— 1 teljesiil. Ekkor a Q(n, k) C SG(n, k)
graf a kovetkez6 tulajdonsagokkal rendelkezik:
C A (Q(n, k) = 2 = x£(SG(n. k).
« YU € V(Q(n, k) xp(Q(n,k)\U) = ¢ < %, azaz Q(n, k) csucskritikus a
frakcionalis kromatikus szamra nézve.
« Q(n, k)-nak van egy Q(a, b)-vel izomorf feszitett részgrafja.

A fenti eredmény bizonyitasa kozben rajottink, hogy a tétel igazsaga abbol
adodik, hogy a talalt specialis részgraf izomorf egy masik ismert graftal, a cirku-
laris teljes graffal, K, ,-val. Ez a graf egy masik szinezési paraméter, a cirkularis
kromatikus szam univerzalis grafja. A cirkularis teljes graf K, ;, n > 2k esetén,
valamint a hozza kapcsolodo cirkularis kromatikus szam x. definiciéi a kévetke-
z6k:

V(Kn) ={0,1,...,n—1}

B(Kop) = {{i,3) sk <|i—jl <n—k},
Xe(G) = min {%’ p < V(GG — Kp/q} .

Allitas 3.8. Ha Inko(n, k) = 1, akkor Q(n, k) izomorf a K, i, cirkularis teljes
graffal.

Az eddig is ismert volt a cirkularis teljes grafokrdl, hogy cstucskritikusak a frak-
cionalis kromatikus szamra nézve, de élkritikussagukat korabban nem vizsgaltak
(sem a frakcionalis, sem a cirkularis kromatikus szam szempontjabol). Mi ezt a kér-
dést is megvizsgaltuk. Nevezzink egy {i,j} € E(K, k) élt legrovidebb élnek, ha
li — j| = k vagy |i — j| = n — k. (Mivel ezek a legrévidebb élek, ha a cstcsokat
egy kor mentén rendezziik el sorrendben.)

Tétel 3.18. Ha Inko(n, k) = 1,e € E(Ky ), és a,baz ak = bn — 1 egyenletet
kielégit6 legkisebb pozitiv egészek, akkor

ha e egy legrovidebb él

Xf(Kn/k \{e}) = XC(K”/k \e}) = { egyébként.

ElISASlS]

Végill bebizonyitottuk, hogy SG(n, k) csak néhany trividlis esetben cstcskri-
tikus a frakcionalis kromatikus szamra nézve.

Kovetkezmény 3.16. VU € V(SG(n,k)) x(SG(n,k) \{U}) < x;(SG(n, k))
akkor és csak akkor, ha k = 1,n = 2k, vagy n = 2k + 1 egyike teljesil.
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2.4. Grafkodok

A [j2] Noga Alonnal, Koérner Janossal, Aleksa Milojeviccsel és Simonyi Gaborral
kozos cikkben azt vizsgaltuk, hogy legfeljebb mekkora lehet egy grafcsalad mére-
te egy n elemi csucshalmazon, ha a csalad barmely két elemének élhalmazainak
szimmetrikus differenciaja eleget tesz egy eldirt feltételnek. Megjegyezziik, hogy
ha az el6irt feltétel csupan annyi, hogy legalabb d élt tartalmazzon ez a szimmetri-
kus differencia, akkor visszakapjuk a szokasos kodtavolsag problémat: Hany olyan
kodszo6 adhaté meg (g) hosszon, hogy barmely kett6 legalabb d koordinaban kii-
16nb6zz6n?

Ebben az alfejezetben felsorolok néhanyat a vizsgalt feltételek kozul (tovabbi-
ak a disszertacio 4. fejezetében talalhatok). Ezek kozott vannak globalis tulajdon-
sagok, mint példaul az osszefliiggdség vagy egy Hamilton-kor létezése, valamint
lokalis tulajdonsagok is, példaul egy haromszog tartalmazasa. Formalisan mind-
ezek ugy irhatok le, hogy a grafcsaladunk barmely két tagjanak élhalmazai kozotti
szimmetrikus differencia altal meghatarozott graf egy el6irt grafosztalyhoz tar-
tozik (nevezetesen ahhoz, amelyek elemei 6sszefliggéek, tartalmaznak Hamilton-
kort, tartalmaznak egy haromszoget stb.).

Legyen F egy rogzitett grafosztaly. Egy n cimkézett csicson definialt G grat-
csalad akkor nevezhet$ F-jonak, ha barmely két G, G’ € G grafraa G & G’ graf,
amelyet az alabbiak szerint definialunk:

V(G®G)=V(G)=V(G) =[n],
E(GoG) ={e:cc (E(G)\EG))U(E(G)\ E(G))}

F-be tartozik.

Jelolje Mz (n) egy n cstcsu F-jo csaldd lehetséges maximalis méretét. Mun-
kéank soran a Mx(n) értékét vizsgaltuk killonboz6 F osztalyok esetén. Az alabbi
tételek ezen értékekrol szolnak néhany altalunk vizsgalt esetben.

Tétel 4.2. és 4.3. Legyen F, az Osszefiiggd grafok osztalya, és Fo. a 2-0sszefliggd
grafok osztalya. Ekkor
]\4]:C (TL) = 271—1’ M]:26<7’Z) = 271—2.

Tétel 4.5. és 4.6. Legyen F, a Hamilton-utat tartalmazé grafok osztalya, és Fy.
a Hamilton-kort tartalmazo grafok osztalya. Ekkor végtelen sok n értékre teljestil,

hogy 1 ,
M]:Hp(n> = 2n_ ? M]:Hc(n) = 2n_ :

A fent felsorolt tételekben szereplé F osztalyok esetén az Mx(n) maximalita-
sanak bizonyitasdhoz a kovetkez6 lemmat hasznaltuk.

Lemma 4.1. Barmely F grafosztalyra

Mz (n) - Dr(n) < 2(3),

9
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Itt Dx(n) az Mz(n) "dualisat" jelsli, azaz a legnagyobb olyan grafcsalad méretét
n cimkézett csicson, amelynek semelyik két tagjanak szimmetrikus differenciaja
sem tartozik F-be. Megjegyezziik, hogy ha F jeloli azt az osztalyt, amely ponto-
san azokat a grafokat tartalmazza, amelyek nem tartoznak F-be, akkor teljesiil,
hogy Dz(n) = M=%=(n). A fent emlitett tételek bizonyitasaiban minden esetben
konstrualtunk egy F-j6 és egy F-jo grafcsaladot, A-t és B-t, amelyek "illeszkedd
méretiiek" voltak, vagyis teljesilt, hogy |A| - |B| = 2(2), amivel igazoltuk, hogy
mindketté maximalis. Ez a technika azonban nem mtikédik minden grafosztaly
esetén.

Tétel 4.7. és 4.8. Legyen Fg azon grafok osztalya, amelyek tartalmaznak egy fe-
szit6 csillagot, azaz egy olyan csucsot, amely az 6sszes tobbi csiccesal 6ssze van
kotve a grafban. Ekkor teljesiil, hogy

n+1  han paratlan
n ha n paros.

Mz () = {

Viszont a dualis csaldd nem "illeszked méretii", mivel

N3

2()-151 < Dy (n) < 2(3)-%.

A lokalis feltételekhez is hasznalhat6 a Lemma 4.1.
Allitas 4.14.-4.16. Jelélje Fx, a hidromszoget tartalmazé grafok alkotta grafosz-
talyt. Ekkor

n

Mz, (n) < 20)-T3115),

Ez a felsé korlat éles, amikor n < 6.

A fenti tétel egy altalanosabb tétel specialis esete, amely az extremalis graf-
elméletet is képbe hozza. Jelolje ex(n, G) egy olyan n csucsu graf maximalis él-
szamat, amely nem tartalmaz (G-vel izomorf részgrafot, és jelolje F azon grafok
osztalyat, amelyek részgrafként tartalmazzak G-t.

Allitas 4.9.
M, (n) < 2(3)-es06).

Kiderilt, hogy aszimptotikusan ez a felsé korlat éles. Ennek formalis megfogal-
mazasahoz bevezettiink egy kapacitas tipusu aszimptotikus invarianst, és megmu-
tattuk, hogy ez az invarans a kromatikus szam egy egyszeri figgvényével feliilr6l
becsiilhets. Legyen

2

Rz (n) = nn—1)

log, Mz, (n)

10
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és nevezziik tavolsagkapacitasnak az alabbi, mindig létez6 hatarértéket:
DC(Fg) := lim Rz, (n).
n—o0

Az Erdds-Stone-Simonovits tétel [ES46; ES66] segitségével, mely azt allitja,

hogy
1
lim 200G

azt kapjuk, hogy DC(F¢) < W S6t, az egyenléség is bebizonyithaté.

Tétel 4.12. Ha x(G) > 2 akkor DC(Fg) = ﬁ

3. Az uj eredmények gyakorlati felhasznalasa

Ez a disszertaci6 f6ként olyan elméleti eredményekkel foglalkozik, amelyek 6nma-
gukban is érdekesek és a grafelmélet kiilonboz6 teriileteihez kapcsolédnak. Mind-
azonaltal a kovetkez6 alfejezetben bemutatjuk a frakcionalis kromatikus szam és a
multikromatikus szdmok informéacidelméleti vonatkozasait, ezzel az els6 két tézis-
csoport eredményeit egy alkalmazasorientaltabb szemszogbdl is megvilagitva. A
harmadik téziscsoport esetében, mivel mar emlitettiik, hogy a kodszavak grafként
val6 értelmezése a klasszikus kodtavolsag problémanak egy altalanositasa, nincs

cr e

3.1. Shannon kapacitas

Az informaciéelmélet szamos problémaja specialis grafparaméterek bevezetéséhez
vezet, amelyek koziil a legismertebb példa a grafok Shannon kapacitasa [Sha56]. Ez
az az elméleti fels6 korlat, amely meghatarozza, milyen atviteli sebességgel lehet
informaciot hibamentesen tovabbitani egy diszkrét, memoériamentes kommunika-
ciés csatornan.

A kommunikacios csatorna (zér6 hibavalosziniliség megkovetelése esetén) mo-
dellezhetd egy graffal: a tovabbithato jelek a graf csucsai, és két csucs kozott ak-
kor huzunk élt, ha azok a vevé szamara megkiilonboztethetéek. Két ¢ hosszusagu
kodszo akkor tekintheté megkiilonboztethetének, ha legalabb egy indexben meg-
kiilonboztethetdek. AltalAnosan azt a maximalis szamot keressiik, amennyi paron-
ként megkiilonboztethetd ¢ hosszisagu kodszo tovabbithato a csatornan.

Definicio6 3.1.1. Két graf, G és H, VAGY -szorzatan, melyet G - H-val jeloliink, a
kovetkezd grafot értjiik:
V(G-H)=V(G)x V(H),
E(G - H) = {{(g91,7)(g2,h2)} : 91,92 € V(G), h1, hy € V(H),
191,92} € E(G) vagy {h1, ha} € E(H)}.

11
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Legyen G' a graf onmagaval vett ¢-szeres VAGY -szorzata. Definicié szerint
egy adott G graffal modellezett csatorna esetén a paronként megkiilonboztethetd
t hosszisagu iizenetek egy klikket alkotnak G*-ben, tehat a feladat w(G*), azaz G*
klikkszamanak a meghatarozasa.

Koénnyen lathat6, hogy ez az érték mindig legfeljebb |V (G)[* lehet, tovabba a
klikkszam szuper-multiplikativ a VAGY -szorzasra nézve, vagyis minden G és H
grafparra teljesiil, hogy w(G - H) > w(G) - w(H). Ezért érdemes ezt az értéket
normalni a t-edik gyokével. Valdjaban ennek az értéknek az aszimptotikajat vizs-

c s e

irodalomban sokszor a komplementer graffal definialjak.)

Definici6 3.1.2. Egy G graf Shannon kapacitasa a kovetkezo:

C(G) := limsup v/w(G?).

t—o00

Lemma 3.1.1. A Shannon kapacitas egy homomorfizmus monoton grafparameéter,
azaz minden G és H grafra teljesiil, hogy amennyiben G — H homomorfizmus

létezik, C'(G) < C(H).

Bizonyitas. Barmely klikk G*-ben egy legalabb ugyanakkora mérett klikkbe kép-
z6dik H'-ben. O

A Shannon-kapacitas értéke még nagyon egyszeri szerkezet(i grafok esetén
sem ismert. Példaul az 6tnél hosszabb paratlan koroknél a pontos érték ismeretlen
(az ot hosszu kor esete Lovasz Lasz16 hires eredménye [Lov79]). Bohman és Holz-
man munkajabol [BH03] tudjuk, hogy a paratlan korék Shannon kapacitasa (vagy
a probléma masik értelmezésében a komplementeriiké) szigorian nagyobb, mint
a trivialis also korlat, amely 2. Az altaluk adott als6 korlatot nemrégiben tovabb
javitottak [Zhu25].

Mivel ennek a paraméternek a meghatarozasa még kis, egyszeri grafok eseté-
ben is jelentés nehézséget jelent, mar az is érdekes eredménynek szamit, ha sikeril
valamilyen korlatot adni ra. A Shannon kapacitas definiciojabol kovetkezik, hogy
w(G), azaz G klikkszdma, mindig als6 korlatot ad. Ugyanakkor bizonyos grafszi-
nezési paraméterek fels6 korlatként szolgalhatnak.

Lemma 3.1.2. Legyen¢(G) egy grafparaméter. Amennyiben a kovetkez6 két feltétel
teljesiil ra, akkor C'(G) < ¢(G).

1. w(G) < p(G),

2. o(G-H) <¢(G)-p(H) igaz minden G és H grafparra.

A frakcionalis kromatikus szam kielégiti ezt a két feltételt, igy ez a paraméter,

valamint y,(G)/k minden k esetén mind felsé korlatot adnak a nehezen megha-
tarozhaté Shannon kapacitasra.
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Kovetkezmény 3.1.3. Ha egy G graf s-szélesen szinezheté t szinnel, akkor
C(G) < W minden k < s-re.

Bizonyitas. Az allitas egyszer(i kovetkezménye a W (s, t) grafok multikromatikus
szamarol sz0l6 eredményeknek (Tétel 2.2. és Kovetkezmény 2.4.), valamint a Shan-
non kapacitas homomorfizmus monoton jellegének (Lemma 3.1.1). [

Megjegyzés. Erdekes tény, hogy a kromatikus szam (mint x;(G) /k egy speciélis
esete, ahol k = 1) szintén kielégiti ezeket a feltételeket. Ezért azoknal a grafoknal,
ahol w(G) = x(G) = ¢, a Shannon-kapacitas ismert, azaz C(G) = c. Ez volt
Claude Berge eredeti motivacidja a perfekt grafok bevezetésére (vo. [Ber97]).

Erdemes megjegyezni, hogy a frakciondlis kromatikus szam szintén értelmez-
het6 informaciéelméleti paraméterként. Abban az esetben, ha visszacsatolas is en-
gedélyezett a csatornan, akkor csupan egy graffal nem lehet teljesen modellezni
azt. Azonban egy adott graffal modellezhet6 emlékezet nélkiili csatornak koziil a
legrosszabbra igaz lesz az, hogy a frakcionalis kromatikus szam adja meg azon a
hibamentes informacidatvitel elméleti fels¢ korlatjat [Sha56]. Ezenkiviil abban is
hasonlit a Shannon kapacitasra ez a paraméter, hogy egy megfelelé hatvanygraf
kromatikus szamanak normalizalt értékeként is el6allithato [BS74; MP71].

Megjegyzés. Amint azt a Bevezetésben emlitettiik, Hedetniemi-tipusu sejtések
mas grafparaméterekre is megfogalmazhatok. A kérdés minden olyan paraméter-
re érdekes, aminek az értéke a szorzatgrafra legfeljebb akkora, mint a tényezokre.
A Shannon kapacitas kielégiti ezt a feltételt. Azonban nem tudjuk, hogy az ana-
l6g sejtés igaz-e a Shannon kapacitasra. A [Sim21] cikkben als6 korlatot adott a
szerz$ egy szorzatgraf Shannon kapacitasara, és megmutatta, hogy az esetleges
ellenpéldat mely grafok kozott lehet érdemes keresni.
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