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elO'szO.

Ennek a kis konyvnek a megirasaval az volt a celom, hogy rovid bepillan-

tast nyujtsak az elektrotechnikanak egy terjeclelmes fejezetebe, amely a

berezgesi folyamatokkal (tranziens jelensegekkel) foglalkozik. Ez a jelens^g-

csoport azert alkot kiilon fejezetet, mert a nem sztacionarius folyamatok

leirasanak szamitasi segedeszkozei altalaban hianyoznak gyakorlati kepzett-

segu mernok szellemi szerszamtarabol. A targykor kiilonleges matematikaja

okozza, hogy az elektrotechnikanak, pi. az elektroncsoves erdsitdkrol szolo

fejezetebol altalaban hianyzik a bekapcsolasi folyamatok targyalasa es az

csak sokak szamara ujszeru mennyisegtani modszereket targyalo kezikonyv-
ben lelhetd fel.

Az idevonatkozo irodalom targyalasi modszerei elegge szerteagazok

es sokszor nehezen hamozhato ki a lenyeg es az, ami a kerdes attekintes6hez

a mennyisegtanbol okvetlenxil sziikseges es elegendo. Szolgalatot velek tenni

kartaraaimnak azzal, ha a villamos berezgesi folyamatok lijabban kialakult

szamitasi modszereirol rovid beszamolot adok, amely talan tampontal szol-

galhat a targykor tovabbi behatobb tanulmanyozasahoz.
Mennyisegtanbol csak a differencial- es integralszamitas legelemibb

szabalyainak ismeretet tetelezem fel es a komple’x szamok ismeretebol annyit,

amennyi a valtakozo aramu elektrotechnikabaft a mindennapi gyakorlatban

legelterjedtebb. A fiiggelekben a komplex valtozos fiiggvenyek elmeleteboi

kozlom azt, ami a szovegben elofordulo levezetesek megertesehez sziiks4ges.

A tranziens folyamatok fontosabb szamolasi szabalyainak levezeteset azert

kozlom, hogy az olvaso szelesebb attekintest nyerjen es ne maradjon hiany-

erzete, ami meg nem magyarazott receptek gepies alkalmazasabol szokott

eredni. A levezeteseknel azonban nem a preciz matematikai fogalmazasra,

hanem az erthetosegre es ahol lehetett a szpmleletessegre helyeztem a fdsulyt,

meg kisebb pongyolasagok aran is.

Koszbnetemet fejezem ki a Mernoki Tovabbk4pz6 Intezetnek, amely

e kis konyv megjeleneset lehetove tette.

1*
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1. Alapfeladat.

A rezgesek elmelete a korszeru technika egyik lenyeges fejezete. Az eline-
leti elektrotechnika, kiilonosen a hiradastechnika nagyreszben az elektro-
magneses rezgesek elmeletere epiil. Az elektrotechnikanak ebben a fejezeteben,
aniely sokszor bonyohilt idobeli folyamatokat targyal, ezek jellemzesere a
matematikai segedeszkbzbk boseges hasznalata valik sziiksegesse.

Villamos es egyes mechanikai, akusztikai es hdtani rendszerek ailapot-
valtozasat leiro iddfiiggvenyek, vagy kiterjedt rendszerek eseteben a hely
koordinatait is tartalmazo tobbvaltozos fiiggvenyek egymashoz nagyon
hasonloak, ilyen rendszerek matematikai segedeszkozei kozosen targyalhatok.

A rezgesek tanulmanyozasa celjabol villamos rendszer eseteben fel-

adatunkat a kovetkezokepen fogalmazhatjuk:
Kiilonbozd linearis kapcsolasi elemeket tartalmazo’halozat ket pontja

kozott a i = 0 idopontban tetszdleges idobeli lefolyasii fesziiltseg U{t) lep
mukodesbe. '

Meghatarozando a halozat valamely agaban ennek a fesziiltsegnek
hatasara letrejott aram idobeli lefolyasa.

Eloreboosajthatjuk, hogy sztacioner — allando, vagy periodikus —
fesziiltseg eseteben is, a halozat vizsgalt jellemzoje, jelen esetben az aram
csak bizonyos ido utan vesz fel sztacioner erteket, amelyhez asszimptotikusan
kbzeledik. Az alatt az ido alatt, amig az aram sztacioner allapotat gyakor-
latilag eleri, a kapcsolasi, vagy berezgesi folyamat jatszodik le. Villamos
egyensiilyi helyzetiikbdl kimozditott rendszerek allapotvaltozasanak e kez-

deti szakasza kepezi e tanulmany targyat.
A fentebb vazolt feladat megoldasanak klasszikns modja a kovetkezo:

Adott d< ido alatt a vizsgalt valtozok erteket, vagy ha sebesseggel aranyos
mennyiseget vizsgalunk, valtozasuk sebesseget allandonak tekintjiik es a

rendszpire alkalmazzuk az elektrotechnika alaptorvenyeit.
fgy pi. t es t At kozbtti intervallumban az R ellenallas kapcsain

fellepo fesziiltseg JJ = RI = allando. Vagy az L onindukcioju tekercsen

a fesztiltseg U = L dijdt = allando, ahol dZ az aram dt ido alatti valtozasa.

Az igy nyert osszefiiggesek a d< ->0 hataratmenetnel igazza valnak es a
rendszer differencialegyenletet, vagy egyenletrendszeret alkotjak. Linearis
halozat eseteben a differencialegyenlet is linearis. Megoldasa a hatarertekek
figyelembevetelevel feladatunk maradektalan megoldasa is, beleertve a

berezgesi folyamatot.
A modern elektrotechnika, kiilonosen a hiradastechnika sokszor bonyo-

lult feladatai a matematika gazdag tarhazabol mind tobb es tobb seged-
eszkozt vesznek igenybe es sok szamolasi munkat kovetelnek. A differencial-

egyenletek elmeleteben es kezeleseben kevesbbe otthonos mernok gyakorlati
szamolasra alkalmas modszerek t keres; ennek a torekvesnek lett egyik folyo-
manya a valtakozoaramu technikaban ma mar altalanosan elterjedt komplex-
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szamok modszere, amelynek segitsegevel szinuszos aramok eseteben szta-

cioner allapotra a legtobb feladat a differencialegyenletek megkeriilesevel
roviden megoldhato. A berezgesi folyamatok kiertekelesenek munkajaban
is niegnyilvanult az a torekves, bogy oly modszer alljon a gyakorlati Siamolo
rendelkezesere, amely a sokszor igen faradsagos szamolasi munkat meg-
roviditi. Heaviside nevehez fuzddik az operatorszamolas alkalmazasa a szazad

elejen, amely fenti cel eleresere volt hivatottd Hogy negy evtized alatt a
Heaviside-ie\e operatorszamolas tagadhatatlan eleganciaja es az elert sza

molasi mimkamegtakaritas ellenere kevesse terjedt el, aimak oka abban

keresendo, hogy modszere nem rendelkezett kelld matematikai megalapozott-
saggal es az avatatlanok kezeben sokszor teves eredmenyekre vezethetett.

Heaviside a matematikat is kiserleti tudomanynak tekintette es egy sza

molasi szabalyt igazoltnak vett, ha mas eljarassal is ugyanarra az eredmenyre
jutott. Erre a kerdesre a tovabbiak folyaman meg visszateriink. Az operator
szamolas alapjait a Laplace-iele fiiggvenytranszformacio alkalmazasaval

sikeriilt megerositeni.

\

2, Periodikus es aperiodikus liiggvenyek szfnkepe. Fourier sor, Fourier integral.

Visszaterve kiindulasi feladatunkhoz, foglalkozzunk eloszor a halozatra

hath fesziiltseg XJ{t) fiiggvenyevel Ha a fesziiltseg iddbeli lefolyasa olyan,
hogy azonos szakaszok megismetlodesebol all, akkor periodikus fiiggvermyel
jellemezheto (1. abra). T e'gy'periodus tartama, / = IjT pedig az idoegyseg
alatt lefolyt periodusok szama (frekvencia). A levezetendo szamolasi efjaras
elso lepese az a gondolat, hogy a fesziiltseg fiiggvenyet harmonikus bssze-

tevokre bontjuk, tehat tiszta szinusz
es koszinusz fiiggvenyek osszegekent
allitjuk eld es kiszamitunk minden

^ egyes harmonikus osszetevo altal let-
t rehozott aramot; a szuperpozicio elve

alapjan pedig kimondjuk — mivel a
rendszer linearis —, hogy az eredd aram
az egyes aramosszetevdk dsszegevel
egyenld. Ily modon sztacionarius alla
potra kapjuk a megoldast. Harmonikus,

tehat egyszeru szinusz-tdrvenyt kovetd elektromotoros erdkkel pedig Ohm
tdrvenye alapjan a komple.v-szamok utjan konnyen tudiink szamolni.

Az TJ{t) fiiggveny harmonikus dsszetevdkre bontasa a Fourier-sor segit
segevel tor^enik:

U(t)

1. dbra.

Periodikus fiiggveny.

w = 2 71 f

n=l,2,...

Euler tetele szerint e'* = cos x -f i sin x harmonikus fiiggveny. Szemleletesebb
alakban kifejezve :

U{t) = Uo sin wt sin 2 c; t + . . . + Un sin n oi t +.. .

-f U\ cos w t -f U\ cos 2 0) t + . . . + U’uCos n (,i t + . . .

U{t) = (2,1)
n = — 00

^ Heaviside matematikai modszerebe Cauchy mar fel evszazaddal elotte betekin-

test nyert.
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A komponensek amplitudoinak (t/„) meghatarozasa , celjabol szorozzuk meg
(2,1) mindket oldalat es integraljuk 0 es T kozott az ido szerint

(m egesz szam legyen).

r T
ao

im ot t in ot t - im 0) t

U{t)e- d< = Une dte

n=-=o 00

A jobboldal altalanos tagja

i k Oi t
Une dt = 0

0

ahol k — n—m zerustol kiilonbozo. Szmusz-fiiggveny egy periodusra vett
idointegralja ugyanis zerus. A jobboldalbol csak az a tag marad meg, amelynel
n = m, vagyis k = 0, ugyanis e® = 1.

E szerint Vr. dt=V,T ha OT = m

0

A fenti mdveletet oti = 1, 2, 3, . . . ertekekre elvegezve mindig azt az egyiitt-
hatot kapjuk, arnelynek rendszama m. fgy

T

1 r-in b) t — invit
Uit) e dt = U„ T es U U(t) e dtn —

0 0

Ezt az erteket (2,l)-be helyettesitve

n = -oo T J
n ot I n oit

U{t) U{t) e~ dr e (2.2)
0

i’:CO

u{t) = 2’ - in b) (I — t)
U{T)e- dr (2.3)T,n= - 00

0

T 0 es T kozott minden erteket felvesz, t pedig az integralas szempontjabol
allandonak tekinthetd, mert a vizsgalt iddpontot jelenti, t pedig arra vonat-
kozik, ami egy perioduson beliil torteiiik.

Fourier fenti tetele ket lenyeges reszbdl all. Az egyik kimondja, bogy
minden periodikus fiiggveny felbonthato harmonikus osszetevdkre,i amelyek
frekvenciai egymassal szoros osszefuggesben vannak. A legkisebb rezges-
szamii osszetevo, az alaphullam frekvenciaja a fiiggveny periodusanak felel
meg, a tobbi osszetevo frekvenciaja pedig az alaphullam frekveneiajanak
egesz szamii tbbbszorose. Altalaban, egyes kiilonleges esetektdl eltekintve,
az osszetevdk szama vegtelen. A tetel masreszt modot ad az egyes osszetevok
amplitudoinak kiszamitasara.

Fourier tetele alapjan megrajzolhato az XJ{t) fiiggveny szinkepe. Absz-
cisszanak a frekvenciat, ordinata gyanant az egyes rezgeskomponensek amp-
litudoit merjiik fel. Ily modon u. n. vonalas szinkepet kapunk, amely perio
dikus fiiggvenyekre jellemzd (2. abra).

1 Az analitikai feltetelekre itt nem terhetiink ki, az elektrotechnikai gyakorlatban
elofordiilo fiiggvenyek altalaban felb(3nthat6k.
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Periodikus fiiggveny harmonikus osszetevokre valo bontasat harmonikus

analizisnek nevezziik, amely altal kiindulasi feladatunk sztacionarius allapotra
megoldhato. Kerdes, meg tudjuk-e oldani a feladatot abban az esetben is,

ha a fesziiltseg nem periodikus fiiggveny? Ha pi. XJ{t) a 3. abra szerinti aperio-
dikus fiiggveny. Ez a fesziiltsegugrassal gerjesztett halozat esete. Ha aperio-
dikus fiiggvenyt is fel tudunk bontani harmonikus osszetevokre, akkor

kovethetd az elobbi eljaras.
Figyeljiik meg, mi tbrtenik a szinkeppel, ha a fiiggveny alapperiodusa

novekszik, vagyis az alapfrekvencia csokken (4. abra). A szinkep vonalsuru-
sege no es a hataresetben, amikor az alapperiodus minden hataron tid no.

U.n

t Ui
Uo U 1

^2 ^3 U

ElLl
0

h h h k
I

3. abra.

Feszviltsegugras.

2. abra.

Periodikus fiiggveny szinkepe.

az alapfrekvencia zerushoz tart, a vonalas szinkep u. n. folytonos szinkepbe
megy at. A mennyisegtani kifejezest a Fourier-sov kepletenek altalanosi-

tasabol nyerjiik. Induljunk ki a (2,3) egyenletbdl. Az integralban az idot
megkiildnboztetesiil T-val jeloljiik. r 0 es P kozott valtozik es az integralasi
fiiggetlen valtozot jelenti, mig t a vizsgalt idopontra vonatkozik, tehat az

integralas szempontjabol allandonak tekinthetd es mint ilyent bevihetjiik

-jel ala. 2;r-vel osztva es szorozva:

— rp
— GO .o ^

az

1
- i n ti» (T-0

l7(T)e drm) = -^
0

f Vegezziik el az iment vazolt hataratmenetet, vagyis
ndveliiik T-t minden hataron tiil, csdkkentsiik a

fiiggveny alapperiodusanak frekvenciajat zerus fele.
w — 2nlT = 2nf vegtelen kicsiny lesz, dw-val jeldl-
jiik, mig az dsszegezes atmegy integralasba. Az
integralok hatarait kiterjesztjiik

0

4. abra.

Vonalas szinkep
atmenete folytonos

szinkepbe.

es + CO kdze,

mert egy periodus tartamara kell integralni, az aperiodikus fiiggveny
pedig felfoghato, mint vegtelen hosszu periodusu periodikus fiiggveny.
n to = n 2 71 IT veges erteku lehet, ha n eleg nagy, ezert w-val jeloljiik. A
lenyeges kiildnben csak az, hogy w olyan mennyiseg, amely szinten — cx) es
+CX3 kozott valtozik, ami az integral kepleteben kifejezesre jut. Ezek szerint;

—oo

00 00

1

dw J C7(t) e
-i M (r-o dr (2.4)m) =

2,t
00 00

Ez a kifejezes Eourier-integral neven ismeretes es ugyaniigy, mint a Eourier-
sor keplete ket reszben is felirhato:

00 00

1

e“”'9'(w)dw, ahol S'(w) =
—i 0) t

At (2.5)U(t) = V(t) e
2.T

00 CO
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g{io) nem mas, mint egy elemi harmonikus osszetevo amplitudoja es a folyto-
nos szinkep burkolo gorbejet adja.

Pelddk.

a) A tavolbalatas es a „radar“ technikajaban fontos szerep jut a royid ideig tarto
feszultseglokesnek (impulzus, lasd 5. abra). Az atviteli rendszer, pi. erosito meretezese
szempontjabol fontos az impulzus frekvenciaterjedelmenek ismerete.

Legyen az impulzus tartama 2(i, amplitudoja pedig 1.

U(t) = 0, ha -,!>«>

U(t) = 1, ha - <i <jf

1 sin I')11 i

-'"'Vi(•'6- i ‘ d« = -
2 n i ill2.

Ha M 0, a szinuszt a szoggel helyettesithetjiik es igy

—; viszont ff(i») = 0-va valik, ha oiji =

ill

1

maskej) ^ 2n — n, vagyis /i =5'('") =
0)—>0

n.
2S

n

g(u)

A
'iT

1— VJ

1

0 T

ft P-fto tO'

7. dbra.

Egysegnyi ugrasfiiggveny.

6. dbra.

Impulzus szlnkepe.

5. dbra.

Impulzus abrazolasa.

Az impulzus szinkepet a 6. abra tiinteti fel.
A szinkep osszetevbinek zome /j-nel kisebb frekvenciaju. Erositok m^retezesenel

altalaban /i-et szokas a savsziirbk hatarfrekvenoiajanak venni. Ha az impulzus. tartama

pi. 1 mikromasodperc, /i = 1 Me. , ^
b) Bontsuk most fel a fesziiltsegugras fiiggvenyet harmonikus osszetevokre.

Az egysegnyi ugrasfiiggveny jelolese U{t) — 1. (lasd 7. abra).

U(t) = 0, ha < < 0

U(t) = 1, ha t > 0

00 GC

111 •
g-io.t— i 011

di = —?(") = ^ e
i 0)2nio}271.

00

00

e‘'1

1 (2.6)U{t) =es

271 i 01

—oo

vagy mas alakban:
CO

i" sin 0) t

ii j d")U(t)
01

—oo

A diszkontinuitas, vagy egysegfiiggveny matematikai kifejezesenek ismerete

egy fontos gyakorlati feladat megoldasat teszi lehetove, nevezetesen a fesziilt-
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segugrassal gerjesztett halozatban letrejott aramok es fesziiltsegek idobeli
lefolyasanak meghatarozasat. Mivel ez az u' vezet leghamarabb Heaviside

modszerenek megertesehez, a fesziiltsegugras fiiggvenyet kozelebbrdl is meg-
vizsgAljuk.

Nezzuk meg, bogy (2.6) valoban az egysegfuggvenyt adja-e. Az integral
kiertekeleset a kovetkezokepen vegezziik: ito = p helyettesitess el

1

dtj = — dp es

1

I »

Pt

V(t) = ^
r e

dp (2.7)
2.Ti j p

- i CO

Mivel p kepzetes szam, a komplex szamsikban a kepzetes tengely
ten kell vegezni az integralast. A 8. abra

men-

az XJ(t) fiiggveny ertelmezesi tarto-

X

9. dbra.

Komjolex valtozos fiiggveny ertel-
meze.si tartomanya.Az ugrasfiiggveny kiertekelosehez.

manyaban az integralasi utakat tiinteti fel. Az integral kiertekelesehez

komplex valtozos fiiggvenytan ket fontos tetelet alkalmazzuk.i
Egyik kimondja, bogy ket pont kozott kepezett vonalintegral fiiggetlen

az integralasi uttol, ha a fiiggveny a vizsgalt tartomanyban analitikus (differen-
cialhato) (9. abra). Ebbol kovetkezik, bogy zart vonal menten

a

§ f(z) dz == 0

abban az esetben, ha a vonal altal bezart tartomanyban a fiiggveny regularis,
tehat nincsenek szingularis pontjai. (Cauchy-fele integral tetel.)

Ha azonban ebben a tartomanyban a fiiggvenynek szingularis pontja
van, tehat olyan hely, ahol a fiiggveny differencialhanyadosai 0 vagy co hata-
rozatlan erteket vesznek fel, a zart vonalintegral zerustol kiilonbozd erteket ad.

Az ilyen vonalintegral meghatarozasa olymodon tortenhetik, hogy a fiigg-
venyt a^ szingularis pont (z^) kornyezeteben (z—Zq ) hatvanyai szerint sorba-
fejtjiik es a — 1 kitevoju tag egyiitthatojat 2.t i-vel szorozzuk. Tehat:

0 f{z) dz = 2,Tia_i

1 egyiitthato a fiiggveny reziduuma a vizsgalt szingularis pontban (rezi-
duumtetel).

^ Lasd: Fiiggelek.
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Az egysegfiiggveny kiertekeleset ugy vegezziik, hogy t .< 0 eseteben

(negativ idokre) az ABCDA integralasi utat valasztjuk, bogy az R kbriv

menten p valos resze pozitiv legyen. A koordinatar. ndszer 0 pontjaban 16v6

rzingularis pontot kis felkbrrel jobbra kikeriiljiikszi

{Cauchy tetele szerint).dp = 0
V

ABCDA

+ i SO
-

2t i j V
i 30

re’’'
— dp =

1
dp = 0, ha i < 0.0, tehatHa jB -» GO,

J P
CDA

0 —dp 7^0, mert bezarja a p = 0 szingularis
abcea p

Pozitiv idokre, t > 0

pontot. A reziduumtetel ertelmeben, mivel

■ fp11
a. 1 = 1+ =-+t + + • • •.

2!1! 21 pp p

0 — dp = 2.T 1
p-o p

Kimutathato, hogy a CEA iv menten vett integral t pozitiv ertekeire is

zerus, ami konnyen belathato, ha tekintetbe vessziik, hogy a CEA^ iv ket
vege a kepzetes tengely vegtelenben fekvd pontjan talalkozik. Ezen a vegtelen-
ben zart iven tehat a vonalintegral onmagaban zerus. Ezert a fenti eredmeny

a kepzetes tengely menten vett vonalintegrallal egyenld.
+ i<xi

L
2Ti J p

es

ha <> 0.dp = 1

—ISO

Heaviside kifejtesi keplete.3. Fesziiltsegiigras hatasa linearis rendszerre.

Ezek utan terjiink vissza kimdulasi feladatunkhoz. Az egysegnyi fesziilt-

segugras egy elemi osszetevoje:
dp
——e

2.T i p

Ezzel a fesziiltsegkoniponenssel ligy szamolhatunk, mint sztacioner allapot-

ban alHndo amplitudoju w korfrekvenciajii rezgessel. A halozat kivalasztott

agaban letrejott aramosszetevo

pt
ahol p = i wdLTi =

dp
dZ,3^

2.T i p H{p)

ahol H{p) = H{m) a halozat vizsgalt agara vonatkozo impedancia. A H{p)
halozat allandoit, L, R, C ertekeket es a komplexfuggveny tartalmazza a

reszimpedanciakat: iuiL = pL, l/iioC = 1/p(7 es R.
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N(p) Ohm, torvenyevel a szokott modon hatarozhato meg. Az egysegnyi
fesziiltsegugras hatasara letrejott aramerosseg

+ i 30

J_ ■
2.T1 j pH{p)

Iiit) = dp (3.1)

1 00

Az integralt a reziduumtetel alkalmazasaval ugyanugy szamitjuk ki, mint
elobb. Az integrandusz szingnlaris pontjait Ids felkbrokkel megkeruljiik.
A nevezo zerushelyei adjak az integrandusz helyeit, vagy polusait.

Egy polus a p = 0 hely, a tbbbit a

H{p) = (p,- p^) (p - Pa) ... (p - pj = 0 (3.2)

egyenlet pj, Pa, . . . p,, gyokei szolgaltatjak.
Az m-ik reziduumot az integrandusz hatvanysorba fejtesevel kapjuk

p„ kornyezeteben.
pt p„£

ese e "

1

H(p) = ll(pj + H'{p,,) (p — p,,) + H"{Pn) {p — p.,)^ + . . .
2!

A jobboldal elsd tagja (3.2) ertelmeben zerus, p — Pn egynel nagyobb kitevoju
hatvanyait masodrendu vegtelen kiesinynek vehetjiik, amivel

pj
e «

ip-Pn)~^ + •••-a = 1, 2, .. • n,
pH{p) P.H'ip,)

tehat

p=p.i

pj
e

a—

' PrM’ip.)
1 1

Ha p = 0, ak'vor a kifejezes (p - 0)-i es igy
pH{p~Q) H{Q)

e""'1

ut) = V (3.3)
^^(0) ' -TPnH’ip,)

Ilymodon Heaviside kifejtesi kepletehez jutunkj amely a fesziiltsegugras
altal letrehozott aramerosseg iddbeli lefolyasat adj

Roviden osszefoglalva a mondottakat, Heaviside kepletevel a szamolas
menete a kovetkezd:

a.

1. = H{p) fiiggveny meghatarozasa.
2. H(p) = 0 egyenlet pj, p^, ■ . . p., gyokeinek kiszamitasa.
3. H {p„) differencialhanyadosok kepezese.
4. Behelyettesitesek.

//(p) tort alakjaban is elofordulhat, akkor kepletiink a kovetkezd alakot
veszi feld

F{0) FiPn)
hit) = + (3.4)

0(0). i Pn G'iPn)
Rbben az esetben is csak a nevezo zerushelyeit kell meghatarozni.

Tobbszoros gybkok eseteben ez a keplet nem hasznalhato. Ha tehat (3.2)-bon
valamelyik gybktenyezb 1-nel nagyobb kitevon szerepel, mas modszerhez kell folva-
modm, amely a kifejtesi tetel altalanositasabol nverhetb.
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A Hip) fuggveny a differencialeg5^enletekb61 is felallithato. Ha ugyanis
a halozatot valamely U{t)= harmonikus fesziiltseg gerjeszti, a letrejott
aram sztacioner erteke is I{t) = alaku lesz. r{t) = pl^eP^ = pl(t),

U’it) = pU{t). hdt=-I^e’’^ = -I{t)
J p p

Mivel a differencialegyenlet minden tagja tartalmazza U(t)-t
e^‘-vel rovidithetiink es igy ahol I(t) elso differencialhanyadosa

pelt ott p marad mint szorzo, ahol l{t) masodik differencialhanyadosa volt

ott p^ marad stb. Integralasbol 1/p, ketszeri integralas utan 1/p^ marad stb.
Tehat p a differencialas, 1/p az integralas muveletjele (szimboluma) gyanant
is felfoghato, de p = i{,( fizikai jelentese a kepzetes kbrfrekvencia. Csak aszamo-

las mechanizalasa erdekeben nevezhetjiik p-t differencialoperatornak, mint

ezt Heaviside tette, ami azonban bnmagaban meg nem jogosit arra, hogy a
szamolas folyaman p-t mint algebrai szamot kezelhessiik.

Pelddh.

Heaviside kepletenek alkalmazasat nehaiiy egyszen'i peldaval illusztraljuk.
a) Onindiikciot es ellenallast tartalmazo aramkdrbe allando fesziiltsegu aram-

forrast kapcsolunk (10. abra).

vagy
szere-

d/
U(t) = E l.=RI+

dt

(1. az egyse^yi ugrasfiiggvenyt jelenti).
Egy harmonikus komponens amplitudoja legyen

El ~ li 11 iotE 11 = 11 [R -f- pL),

d

Heaviside terminolbgiajaval: p = —a differencidloperdtor.
d<

R "b pL ellendlldsoperdior
1

-li = El
R + pL

R

H{p) = R + pL R + pL =; 0, Pi = — — (3.3) szerint:
L

f

R
R

eH\p) = L 1 E1
E =1 = ^-R 1- (3.5)- 4-

H(0) Pi H'(pi) R R

H{Q) = R L
L

kifejezest kapjuk, amelyet termeszetesen ugyanilyen egyszeru modon a differencial
egyenlet megoldasa is megadott volna.

b) Feszults6gugras atvitele transzformatorral. Szamitsuk ki egy ohmikus fogj'aszto-
val terhelt transzformatornak a szekunder aramat, amelynek primer koreben fesziiltseg-
ugras lep fel (11. abra). >

Ri Li
R

\

o*

^ i
o< L

o

1U
T

2

12. dbra.

Transzformator helyettesito
kapcsolasa.

10. dbra.

Fesziiltsegugras R,
L aramkorben.

11. dbra.

Fesziiltsegugras atvitele
transzformatorral.
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A transzformator, mint ismeretes, a 12. abran feltiintetett helyettesito kapcsolas-
sal jellemezheto.

Heaviside kifejtesi kepletenek felhasznalasaval a megoldas menete a kovetkezd:

I^-t szinuszos gerjesztd fesziiltseg eseteben sztacion^r allapotra a szokasos mbdon szA-

mltjuk ki. Az bnindukcio mentAn a fesziiltsegesAs pLl.

U = I^ {R, + pL{) + (R, + pL^)

loPl^o = li + P L^)

I-l = la + Ii

Legven — L R^ R^ = R- Legyen tovAbba a szbrAsi bnindukcio es

elhanyagolhato La mellett. A hArom ismereitlen 1^, es kbzul kettbt kikiiszobblvet

La P U

I,= U
p^ La L -\- p R La -L RiRi H{p)

Heaviside kApleteben szereplb operAtorfiiggvAny

H(p) =^—(p^LaL + pRLa
LoP

A H{p) = 0 egyenlet gybkei (a p = co esetet kiveve)

^ I R,Ra
2L~ ) \2l)
RPi

LaLPi

A negyzetg>-bk alatti mAsodik tag kicsi leven az elsbhbz kepest, a gybkbt kifejtve a kbvet-
kezb kbzelitb ertekeket kapjuk;

Ri ^2
Pi = -

LaR

R

P2 = -
L

Heaviside kifejtesi kbplete:
e^n^1

H(0)

Rj^R^
La P’®

11

{p^ LaL + p LaR + R\ Ri) — L — -H'ip) = {2pLaL + LaR) —

LgR^

R,R,’

L^R,R

~L^ ’

P^LaP La

H'ip,) = i -
R^Ri^L

p,H'{p,)=R~ ^ R
RL 0

R^RiL2

PiH’(Pi) = -R + - RH'ipa) = A -
RL 0

logfL 1-J-^
^2U ,

RJ-J. 0l'2U -JZ

P1-P2
J= 0,5

I = 2m mp

y^^P

50 t^=66,5 ' 10d~'

J 0,62
tgoc=-j=p^-P2 I

I

0 I *

14. dbra.

Szekunderaram lefolyasa szamertbkek-
kel jellemezve.

IS. dbra.

SzekunderAram lefolyasa a 11. abra
szerinti kapcsolasban.
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Az U feszults^gugras hatasara letrejott szekunderaram iddfuggv^nye ezek szerint

R Ihit) = U (3.6)
R

U
- eh‘)hit) =

-Rj + i?j

Az aram lefolyasAt a 13. Abra mutatja.

SzAmpelda: Egy transzformAtoron a kbvetkezd ertekeket mArtiik:

Lfs = 14,6 hy
L = L-i + = 0,27 hy R^ = 14 300 Q (Attetelezve)

(3.6) szerint a 14. AbrAn feltiintetett Artekeket kapjuk.

R^ = 8000 Q

4. Tetszoleges fesziiltsegfuggveny. Duhamel tetele.

Az egysegnyi fesziiltsegugras hatasara letrejott iramfuggveny Ii{t)
ismereteben konnyen kiszamithato barmely tetszoleges lefolyasii fesziiltseg
altal okozott aram idofuggvenye.
A ( = 0 idopontban a fesziiltseg O-rol C7(0)-ra ugrik (15. abra). A letrehozott
aram a t idopontban

U(t)

7(0= U(0)ii(()+ r^^^^Ji((-T)dr (4.1) Tiu
% «

Or

0

U(o)\O-tol (-ig a fesziiltsegfiiggveny elemi fesziilt-
segugrasokra bonthatd (d77).

rfr. 1
A T idopontban az iddegyseg alatt a

d77(T) cC7(t) 7-5. abra.

Tetszoleges feszultsAgfiiggveny.
fesziiltsegvaltozas , dr iddalatt dr

dr dr

az elemi fesziiltsegugras, amely a r idopontban
jon letre. Mivel t idopontig t — t idd telik el., az elemi fesziiltsegugras
okozta elemi aram

dr h it - r)
dr

mert Heaviside keplete a fesziiltseg fellepesetdl szamitott idd fiiggvbnyeben
adja az aramot.

Az elemi aramok osszege O-tol Mg valo integralassal fejezhetd ki. A (4.1)
kifejezes, mint matematikai tetel, Duhamel-tol szarmazik, az angolszasz
irodalomban a szuperpozicio tetele neven is szerepel. Kiilbn emlitest brdemel

az a koriilmeny, hogy egy halozat frekvencia-menetenek H(p) ismerete ele-
gendd a berezgesi folyamat meghatarozasahoz.

Kimutatliato, hogy matematikailag ervenyes osszefiiggest kapunk
akkor is, ha a valtozbkat felcsereljiik egymas kozott:

t

^dU(t-T)

J d{t — i)
lit) = 77(0) Ut) + m dr (4.2)

0
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cU,{t)
m = i,{0) u{t) + u{t-T) dr (4.3)

dr
0

t

dlW^)
d{t-r)

m = h(o) u{t) + u{t) (4.4)

0

A negy egyenlet koziil esetenkent a szamolasra legalkalmasabbat valasztjuk.

Pelda. Duhamel tetelenek bemutatasara vegyiik az elozo peldaban targj^alt
transzformatort abban az esetben, amikor azt valtakozoaramii aramforrasra kapcsoljuk.
Ebben az esetben lenyeges, bogy a bekapcsolas a fesziiltseg milyen fazisaban tortenik.
Legerdekesebb az az eset, amikor a transzformatort a fesziiltseg maximumanak pillanata-

ban Icapcsoljuk be. Ekkor ugyanis az aram rovid iddre
nagy erteket vesz fel. Legyen a 16. abra szerint

U{t) = Uf, COSO) t

U

Uo
ha i > 0

A

0 = 0 ha i < 0

(3.6) szerint

1

m = -(ePi' -6^2')16. dhra.

Valtakozo fesziiltseg bekap-
osolasa csucs^rteken.

R

amivel (4.1) alapjan

f

Uo
6^2*)+ COSO) TJ2W=^[( P, t (4.5)6*^1

R - dt
0

e'"’ " - io) td — e

—■ COSO) r = ft) smo) r = 0)

dr 2i

amit (4.5)-be helyettesitve az integrandusz exponencialis fiiggvenyekke egyszeriisodik.
A miiveletek elvegzese ntan a kepzetes kitevojii exponencialis fiiggvenyeket ismet szog-
fiiggv5nyekk6 alakitva vegeredmenyiil a kovetkezo kifejezest nyerjiik:

V

0)2 +

Vi - Vi 0)

m = ~ sin(o)< + (f ) ,+ 1 —0)

R ipf+ <■>)

0)2
1 — (4.6)

+ vl.

Pi Pi
tgqo = ft) (4.7)

2
Pi P2 - W

(4.6) jobboldalan az elso tag berezgett allapotra ervenyes, a masik ketto pedig a tranziens
folyamatot jellemzi.

Eddigi fejtegeteseink soran elerkeztiink ahhoz a ponthoz, ahol alap-
feladatunkat a maga teljesseg^ben megoldhatjuk. Az ismertetett Heaviside-

fele keplethez meg sok szamolasi szabaly tartozik, ezeket azonban az attekint-

hetoseg kedveert egyelore nem targyaljuk.
Heaviside a zseni intuiciojaval dolgozott es sokszor olyan uton jutott az

eredmenyhez, bogy a tetel matematikai alapjat nem tudjuk felfogni. Eld-
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szeretettel alkalmazta az operatorfiiggvenyek sorbafejteset es ezen a teren

figyelemremelto eredmenyeket 4rt el, de a kello mennyisegtani megalapozas
nelkiil. Ism^t egy pelda vilagitja meg legjobban a kerd^st.

A C kondenzatort R ellenallason at allandd E fesziiltsegu telepbdl toltjiik (18. Abra)

dU
t=CE = RI+ U

dt

dU 1
E = RC + U — (t

dt RC

dU
« E = + »U

dt

d

Legyen — = p, vagyis
dt

R
J

J c

0 U\
t

17. dhra.

Szekunderaram lefolyasa a transzformator
fesziiltsegcsuoson valo bekapcsolasakor.

18. dbra.

Kondenzator feltoltese
ellenallason at.

a differencialas szimbolumat jeldljiik p-vel es kezeljiik vigy, mint egy algebra! szamot.
Ez drtelmetlen dolog, jol tudjuk, de nezziik meg, mit eredm6nyez.

I
«

E = (p + ») U, U = En

p +»

n

Az u. n. operatorfiiggv^nyt fejtsiik hatvanysorba a binomialis t6tel szerint
P +

a kovetkezokepen:

«

(

1 ^ 2

(
a ft ft a ft n ft'

p p^ p^
~ ~

P + n V Vit ■V V V

pi

Az operatorfiiggveny hatvanysorba fejtese utan most a masodik onkenyes fel-
■tev(5st tessziik: kijelentjhk, hogy ha p differencialast jelentett, akkor legyen 1/p
integralas miiveletjele; l/p^ jelentsen ketszeri integralast t szerint stb. Ezzel

« t „3 fi

1! ¥7

az

«

= 1 -e-“‘
P + (K

E = 0, t <Q

E — allando, < > 0

Az eljaras tehat minden kiilbnossege ellenere helyes eredmenyre vezetett. Most
probaljuk meg a sorbafejtdst maskepen elvegezni:

U = E(\ - e-“‘)

1

E= l-2+^_^ + ..
it «a ,«3 ^

«

E = . E
p + ft P

1 + -
(t

2 Mezey: Villamos berezggsi folyaiiiatok szamitasa.
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Ha p egyszeri, ketszeri differencialast jelent, ugy U = E, mert E = allandd, ha

t > 0. Az eredmeny ebben az esetben csak a kiegyenlitodes utani allapotot jellemzi.
Be kell latniink tehat, hogy olyanok kez(5ben, akik nem rendelkeznek elegendd rutinnal
eg olyan bonyolultabb feladato'k eget(5ben, amelyeknel az eredmenybol nem ellenorizhetd
a szamolas helyessege, ez a modszer nem alkalmazhato minden tovabbi nelkiil. A hatvany-

konvergenciaja nem is ellenorizhetd, mert p nem matematikai mennyiseg. Masreszt

az operatorszamolas sok esetben igen leegyszerusiti a szamolas munkajat.

Heaviside kepletet ngyan matematikai alapon levezettiik, de a modszer

tovabbfejlesztesebol eredo tovabbi szabalyok nem mindegyike rendelkezik

kello mennyisegtani megalapozottsaggal. A matematikai alatamasztas szukse-

gessege ezert mindinkabb eloterbe kertilt es a matematikusok uj alapra igye-
keztek fektetni a Heaviside altal felallitott operatorszamolasi szabalyokat.
Ez az lij alap a Laplace-fele integralon alapulo fiiggvenytranszformacio.

A Laplace-transzformacio alkalmazasaval egyebkent lenyegeben ugyan-

azok a szamolasi szabalyok vezethetdk le, mint amelyeket Heaviside mod

szere ad.

sor

5. A Laplace-fele fuggvenytranszformacio.

./ A Fourier-integral kdvetkezo alakjad
-(-at)

1 10) t
dwU{t) = - g{io) e

2,t „
— ao

+ OC

g{o>) = -

— ao

fizikailag egy idoben valtozo mennyiseg frekvenciaszpektrumanak eloalHta-

sat, ill. egy idofiiggvenynek szlnkepevel'valo abrazolasat jelenti, matematikai-
lag pedig az U(f) es g(w) fiigg eny kozotti kapcsolatot fejezi ki.

Az a muvelet. amely uj fiiggetlen valtozo bevezetesevel valamely fiigg-
ven3d mas ertelmezesi tartomanyba vezet at, a fuggvenytranszformacio

egy faja.^
1

A Fourier-integralt kisse atalakitva ho = p, dw = — ip helyettesitessel
1

-h ao

U(t)e~‘’'dtf{p) =

— ao -

4i3C

1

f{p) e” ‘ dpU(t)
2rri J

— iao

kifejezeseket nyerjuk, amelyek a Laplace-integralhoz vezetnek.

1 A Fourier-integral (2.4) alatti teljes kifejezeset kettevalasztva most {2.5)-td

elterden az — tenyezdt U(t) kifejezdsdhez csatoljuk.
2,1

‘ </(oi) kifejezdseben U{t)-n vegrehajtott muveletek kdvetkezteben t kiesik az

integralasi hatarok behelyettesitese utan. Ugyanugy U(t) kifejezeseben oi esik ki.
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Legj’en t valos, p = c 'q tetszesszerinti komplex szam, de valos resze

pozitiv, legyen tovabba TJ{t) = 0, ha i! < 0, akkor

GC

f(v)= (5.1)

0

c + ioo

1

m e"‘dpV{t) =4s (5.2)
2,Ti J

C -ioo

Az elso integral Laplace-fele integral, vagy Laplace-transzformacio neven

ismeretes, amely a t valos valtozo helyett a p komplex parametert vezeti be.
U{t)-t eredeti, vagy fdftiggvenynek, ertelmezesi tartomanyat fotartomany-
nak, f{p)-t pedig kepfiiggvenynek, ertelmezesi tartomanyat keptartonianynak,
vagy also tartomanynak nevezik. A fizikai jelentesre valo tekintettel U{t)-t
iddfiiggvenynek, f(p)-t pedig frekvenciafiiggvenynek, vagy operatorfiiggveny-
nek fogjuk hivni. A frekvenciatartomanybol az idotartomanyba valo vissza-

teres a reciprok transzformacio utjan tortenik.

A Laplace-transzformacio muveletjele:

Lm) = m, L~^f{p) = v{t)

A Laplace-transzformacio alkalmazasa az elektrotechnikaban a mar vazolt

fizikai vonatkozasoktol fuggetleniil a kovetkezd elgondolason alapszik:
A feladat elso fogalmazasban iddfiiggvenyek es derivaltjaik kozotti kapcsolat
ala'ijaban jelentkezik. A nehezkesen kezelheto idofiiggvenyt Laplace-integral-
lal atvezetjiik a frekvenciatartomanyba, ahol a feladat rendszerint egyszerubb
alakban jelentkezik es a keresett ertek Laplace-transzformaltja konnyebben
kifejezheto explicit formaban. Ha ebben a kifejezesben felismerjuk valamely
fiiggveny Laplace-transzformaltjat, ligy ez a fhggveny a feladat megoldasat
adja. Az idotartomanyba valo visszateres a reciprok transzformacio litjan is
tdrtenhetik. Fizikai hasonlattal elve gondoljuk el, hogy feladatunk valamely
vasercbol a tiszta femvas kivalasztasa, amely szilard halmazallapotban nehe-,
zen volna elerheto. Ezert az ercet megolvasztjuk, atteriink cseppfolyos halmaz-
allapotra, ahol megfelelo technologiai eljarassal elkulonitjiik a tiszta femet,

majd lehiitessel ismet visszateriink szilard halmazallapotba. Hasonlo eljarast
kovetiink a matematikaban a Laplace-transzformacio es reciprok transzfor
macio alkalmazasaval. A L-transzformacio mennyisegtani ertelmezesehez

nines sziikseg az iddfiiggveny frekvenciaszpektrumanak fogalmara, sem pedig
a harmonikus komponensekkel valo szamoldsra, bar alakilag a kepletek
ezekre a fizikai fogalmakra visszavezethetdk. A L es transzformacio

egeszen egyszeruen azt jelenti, hogy adott feltetelek mellett, a kijelolt muvele-
tek elvegezhetok es a ket fiiggveny kozotti reciprocitas fennall.

A Laplace-integral tulajdonsagaival reszletesen Doetsch foglalkozik
alapveto muveben: Theorie imd Anwendnng der Laplace-Transformation,
ez a mu azonban inkabb matematikusok, mint mernbkok szamara kesziilt.

A Laplace-integralokrol tablazatokat keszitettek, ami nagymertekben
megkonnyiti a gyakorlati alkalmazast.

2*
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A k5vetkez6kben megvizsgaljuk a Laplace-integral nehany, a gyakorlat
szamara fontosabb tulajdonsagat es megvizsgaljuk, bogy az egyik tartomany-
ban vegzett muveletek a masik tartomanyban a transzformalt fiiggveny milyen
valtozasat vonjak magiik utan.

6. Szamolasi szabalyok Laplace integrMal.

a) Disztributiv elv:

L\U^{t) + US)\ = L US) + L US)

h) Linearis helyettesites az idotartomanyban.
(Az idoleptek linearis megvaltoztatasa.)

Legyen L U{t) = /(p)

az iddlepteket linearisan transzformalva:

i+'L

(6.1)

dr = a At esT — at — ('?,t =

a a

CO

pIf _P (I 4- L
LU{at~p)=- U(T)e U U(T)e';7'dTdr =«

aaj
00

V

Ez utobbi integral az U fiiggveny - parameterrel kepzett Laplace-
L.

transzformaltja. A transzformacio feltetele:

U{t) = 0, ha t < 0,

a

vagy U (at — (?) =3 0, ha t < —

Ezzel

1

- e a f
p

ha t >
aa [a

LU{at-(i) (6.2)

ha i < —= 0

a

A gyakorlatban elofordulo esetek:

/? = 0 , a
1 P

> 0 LU{at) = -t - ha <> 0 (6.2.1)
a a

(Hasonlosagi tetel.) Az operatortartomanyban kis p-nek az idotartomanyban
nagy t felel meg es forditva, vagyis

ha p -» 0, < cx) es ha p -> c<o, t Q.

A hasonlosagi tetel fontos gyakorlati feladatok megoldasat konnyitheti meg,
mint kesobb latni fogjuk. Amikor ugyanis bonyolultabb operatorfliggvenyek-
kel van dolgunk es az idotartomanyba valo atteres nehezseggel jar, a bekap-
csolast kovetd pillanatokban (t -» 0) vagy a bekapcsolas utan hosszu ido

mulva (t-* 00) a keresett idofiiggveny (aram) kozelito alakja rendszerint
konnyebben eldallithato, ha az operatorfiiggvenyben megfelelden p -» co
vagy p -» 0-t helyettesitiink es a lehetseges egyszerusiteseket vegrehajtjuk.
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A masodik g3'akor]ati eset;

« = 1, > 0 LU(t - [i) = f (p) ha i > ,^

ha, t <

(Eltolasi szabaly.) Az idoleptek/i-val valo eltolasa pozitlv iranybanaz operator-

tartomanyban e

c) Differencialas az idotartomanyban.

(6.2.2)
= 0

‘^-vel valo szorzasnak felel meg.

LU{t)^f{p) LU{t)^\Legyen
CO

LU{t) = [e~^'U’{t) dt
0

Parcialis integralassal: A{uv) = u Avv du alapjan

udv — uv — vdu

d«; = U’{t)dt

-p t
dtdu = — pe

V = V{t)

Legyen u =

es

00

30

LU’(t)= +P U(t)e dt= - U(0) +pL U{t)
0

0

(6.3.1)LU’{t) = pf(p)- 1/(0)

Hasonlokepen

(6.3.2)L U”it) = p^fip) - [p 17(0) + U’(0)]

es altalanos esetben

L U”{t) = p” fip) - [p"-' t7(0) + U’(0) + . . . U('-')(0)] (6.3.3)

Heaviside megfelelo szamolasi szabalya a jobboldalon csak az elso tagot
tartalmazza, ami arra mutat, bogy csak energiamentes rendszerekben fellepo

hatasanak kiszamitasara alkalmas. A Laplace-integrallal val6 szamolasnal

ez a megkotottseg nem all fenn. Ez az egyik alapveto kiilonbseg a ket modszer
kozbtt.

ero

d) Integralas az idotartomanyban.
Az elobbi tetelhez hasonlo egyszeru modon kimutathato, bogy

L {u{t)dt\=-LV{t) = -i{p) (6.4.1)
pP

0

t 5
11

(6.4. 2)U(t)d^dt\ = -LU(t) = -J(p)L
Pp-J J

0 0

Ebben az esetben nines elteres Heaviside idevonatkozd szabalyatol.



(I
i '•

22

e) Linearis helyettesites a frekvenciatartomanyban.

L /(«p ±,i?) = ic/
t % —t

e'*' (6.5)(t

aa

Kiilonleges esetek:

>0 L^^f(a'p)=-v\-/?= 0, (6.5.1)a

a a

1 =e+titu^i)li^o (6.5.2)

(Csillapitasi tetel.) A csillapitasi tetel fontos gyakorlati alkalmazasa a kovet-

kezo eset: ismeretes egy operatorfiiggvenyhez tartozo idofiiggveny; ha ugyanaz
az operatorkifejezes p + p' fiiggvenyeben jelentkezik, az elobbi idofiiggveny
exponencialis csillapitasii lesz.

a

f) Differencialas a frekvenciatartomanyban.
Legyen L U{t) — f{p) akkor (6.5.2) figyelembevetelevel

11(1 -e-'‘^)V(t)\ = f(p) - f(p + a) = ~ [f{p + a) - fip)]
a-val osztva:

1 — e""' f(p + u) —fip)L - m)
a a

- it t
Ha O' 0, e sorbafejtese utan a hatarmenetnel

L\tu{t) \ = -~m (6.6.1)
dp

szabalyt kapjuk, amelynek ismetelt alkalmazasa adja az altalanos li. n. multi-
plikacios tetelt:

mp) = {-irL\v' urn

g) Integralas a frekvenciatartomanyban

fip) = -U{t)

(6.6.2)

(6.7.1)
t

P

CO 00 00

L dp dp... f(p)dp\ =~U(t) (6.7.2)
P P P

h) Faltung-tetel.
Ismeretes ket operatorfiiggvenyhez tartoz6 idofiiggveny

I flip) = U,it), L-^f^ip) = US)

Feladat meghatarozni a ket operatorfiiggveny szorzatanak megfeleld idd-
fiiggvenyt. A tetelt levezetes nelkiil adjuk:

t

^ \fiip) fiipi,V = uS^) U2it ~ t) At ='^US ~ t) U^i^) dr (6.8.1)
b0

A Paltungnak nevezett integral muveletjele a kovetkezo:

L~^\fiip)tz{p)\ = US)* US) (6.82).
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7. Gyakori Laplace-iiitegralok. Keplettar.
s

01 ha « < 0

1) ha ^ > 0
(Ugrasfiiggveny) U{t) = 1.Legyen U(t) =

1

= fe-^‘d« =
OD

L 1.
0 VP0

1
(7.1) .L 1. =

Legyen U(t) = t

Lt ^ te~^'a
b

Parcialis integralassal
du — dtu = t

1
-e-"‘dv = e-” ‘ dt
P

00
00

1 ■ 1t
e-P‘d«= --e-"' +-Lt = Ip2P

0

1
(7.2.1)Lt = -

es altalanos esetben
1

(7.2.2)
n+ 1

n\ p
n t

Legyen U[t) = e
1oo00

1oo

a t *1
Le

0 p — aPa
0

A

1
(7.3)+ a«

ha R^{p — a) > 0Le^
p + a

■4

Legyen U(t) = sin wt

_ . . 1 y ( ioi t
L smw t = — L i e

1-

11 r 1

2i[73 —iw p + iw p^ +2i

w

(7.4)L sinw i
+

Legyen U(<) = cosw t
1d 1
— sin 0L cosoj t = L\ sinw t

\dtw p^ + tG

(7.5)L COSa> < = —
p2 + 0.2"

(7.4) es (7.5) feltetele: Re{p) > i?«(w).
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Laplace-integral tablazat

00

f(p)= U(t)e-^*At
0

fip) = L U{t) Konv. abszc.

1 0
1.

P

1 0
t

V

i" 1 0

(» eg^sz) ^n+ln! P

r {a + 1) 0
ft

{Reft > 1)t

pa+ I

1 Re fte±at
! p + ft

1 1
if-at

-(l-e )
p (p + <t)a

e-a^t — e“^<s ^ 1 Re ("2 — "1)
«2 — «1 (p + «l) (p + fti)

-ftlt
{«3 - «2) e -a,t -ft,t+ («i-«Oe + («2-«i)e 1 Re («i+«2-t-a3)

(«1 — “2) («2 — «3) («3 — «l) (P + «l) (P + «2) {P + fh)

1_ p -c<i p -O2
p p +«! p +a2

(p-ft)

«1 + «2 Re (“2 — "1)1 + 2
— «2

n-l

K] K\

0
La (ft t) = 1)^

K~0 p"

n

0p—«t

L„ (d t)e
n -hi

(p + «)

0)0)

sin 0) t

p2 -f cr

P >>

COS 0) i
2

0)

0)

e sin 0)«
>>

(P + «)^ + 2
0)

P + «^ COS ft> t
if

(p -f «)2 + (,.2

2o) p »»

t sin 0) t

(p2 + a»2) 2
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u(t) = L-^m f{p) = L U(t) Konv. abszc

_ 0.2
t COS 0) t )»

(p2 + 0,2)2

0)

sink 0) t
-0,2P‘

P
cosh 0, t

p2
2

(>»

1 1
0t

Ip)lnt

1t
2 0

P Fp

««

1 -

2y«2K< p

2
e du0 (X) =

y 71 .

0

e-«ype -It
KT

yp

1 1
y<e'[<5 (y«) - 1] +

y^Ti yp+1

1

l + e'[<p(y«)- 1] >»

p(yp +1)

1

«‘[i-<z>(yT)] >>

yp + p

11 - yp
p 1 + y p

1 +2e*[^(yO - 1]

K 2 K

-S’ (-
(K\Y \2.

1
0JS) =

yp2 +1K=0

1
0

yp2 2

1
0

Jo(n i) Kp* + 2
a

1
0

e~“* Jo(i a t) y (p + «)2 —

e-*Vy + i
0J„(y«2-a;2)

U{t) = 0, ha f < a;

yp^ + 1
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0
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0

a a
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Pelddk Laplace-transzformdcid alkalmazdsdra.

Eloszor egy egeszen egyszerii peldat vegyiink, amelyet lepesrol lepesre fogunk
kidolgozni a szamolas menetenek kidomboritasa celjabol. Egy E fesziiltsegre toltott
kondenzatort ellenallason at kisiitiink (19. abra). Az aramkbr differencial-egyenlete:

dU
U = RI I ---- -C

dt
£ R

J1 dC7

a d<

1 u
C7= - = «

RC

19. dbra.

Kondenzator ki.su-

lese ellenallason at.

A differencialegyenlet minden tagjat transzformaljuk az opera-
tortartomanyba;

LU = U

dir
4s (6.3.1) alapjan pU - Cr(0) =pU - EL

dt

Ezzel pU + E

«gyenletunk az operatortartomanyban. Megoldasa:

U =n

1
U = E

V + «

1
L-iMivel (7.3) szerint

P + «

U = Ee~"*

az iddtartomanyba visszatranszformalt egyenlet.

8. RC-csatolasu erosfto berezgese.

Tobb fokozatii, ellenallas-kondenzator csatolasu erosito kimeno fesziilt-

segenek idobeli lefolyasat keressiik abban az esetben, ba az erosito bemeno

kapcsain fesziiltsegugras lep fel (20. abra).

C

f
/

a

20. dbra.

iJO-csatolasu erosito.

Egyszeruseg kedveert valamennyi fokozat csatolo elemeit egyenlonek

Legyen mindegyik csd belso ellenallasa
erositesi tenyezdje K
meredeksege S

SRi

A gerjeszto fesztiltseg U(t) = El. es L TJ{t) = U = E ~

vessziik.

K

V
k
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A szamolast Laplace-transzformacioval vegezziik, de az alapegyenletet
az operatortartomanyban alHtjuk fel, hasonloan Heaviside modszerehez, igy
megtakarithato a differencialegyenlet felallitasa. Az erdsitdt a gerjesztes
elott — Valtoaramilag — villamosan semleges allapotban levdnek tetelezziik

fel, ezert a valtozok es derivaltjaik zerusnak vehetok, ha < < 0. A csatolo

kondenzator kapcsain a fesziiltseg Uc =— Icdt es LUc — -L Ic dt.
cj c

Ic
vagyis Uc =

A kondenzator reaktanciaja tehat —.

pC

pC

A recept tehat ugyanaz, mint Heaviside modszerenel: a keresett erteke-

ket szinusos feszultsegek esetere szamitjuk ki iw helyett p-t irva. Hogy ez igy
, van, az nem veletlen. A L-transzformacio ugyanis alakilag a Fourier-integral-

lal egyezik es a szamolas fizikai hattere a rendszerre rakapcsolt fesziiltseg
elemi harmonikus komponensekre valo bontasa. Az operatortartomanyban
felallitott egyenlet egy harmonikus fesziiltsegosszetevo hatasanak kifejezese.
A reciprok L-transzformacio pedig ezen elemi hatasoknak az bsszegezeset
jelenti.

Az anodimpedancia:
1

-Ra I^g +
Ea {1 pC Eg)pC

z,=
1 pG (Ea + Eg)

H—
pC

Az anodfesziiltseg:

Ua=UK
Za “b E;,

Errol a masodik cso racsara jut

E 1 1 1
g

U,= Ua = u UK
E1

+ — 14- _ ^ _
Z, pGEg

1 +
pCE,

Behelyettesites es rendezes utan a kovetkezd kifejezest kapjuk:

pG g

p
Ui= USE

p + a

1 E l
ahol « =

T E.GE0 g

'=i+i + — E a harom parhuzamosan kapcsolt ellenallas ereddje.
Ej E

^ a cso belso ellenallasanak es munkaellenallasnak az ereddje^

E E, g

1

Eo Et Ea
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Eendszei'int E ^ R^, inert a gyakorlatban R^ ^ R
allandot gyakorlatilag a csatolokondenzator es racsellenallas erteke szabja
meg. A kbvetkezo cso racsan a fesziiltseg

ezert T = C Rg ido-2)

VV
= U^SR- = U [SRf

es n fokozat utan

P
Un= U{SRy

p+aj

Szamitsuk ki eldszor U = E— behelyettesitessel
1

P

1
= E8R

P+cc

Az iddtartomanyba valo visszaterest reciprok Laplace-transzforma cioval

vegezziik:
1

L-^U^ = U,{t) L-^ - nt
es [(7.3) szerint,]

p + «
«t

amivel

A harmadik cso racsan

Ui=ESRe~

P21Uz = E{SRf-
p p -\-a

P
Meghatarozando az f{p) = - operatorfiiggvenyhez tartozo idofiigg-

(p + a)

veny. f{p)-t irjuk a kovetkezd alakban:

1 1

tip) = P
p +« p-\-a

A (6.8.2) szabaly ertelm4ben, ha ismeretes ket operatorfiiggvenyhez kiilbn-

kiilon a hozzajuk tartozd iddfiiggveny, akkor a ket operatorfiiggveny szorzata
a ket idofuggveny Faltungjanak Laplace-transzformaltja.

Jelen esetben

- a t
es= e

p+«

1 1
L-^

-nt— n t

= F{t)* e= e

p+ap+a

Tisztazando meg a p tenyezo szerepe.
A (6.3.1) szabaly ertelmeben

1 1

es igyLF’{t) = pLF(t) = p
p+up+«

l(e-''^e-'")=L-' P
F\t) ==

(p + a)2dt
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a keresett idofiiggveny. A Faltungot elvegezve
I ft

-nt -at

e * e
-at -at - at- a t

dr = e dr = te = te

0 0 0

es differencialva

- a t — at — (t t

F’(t) = e

kifejezest nyerjuk, amellyel

= (1 — « t) e— u te

- «1

U2 = E(SRf(l -at)e

Szamitsuk meg ki a harmadik fokozat utan a racsfesziiltseget.
31 P

Us = E{SRf-
p[p + u

Hasonloan az elobbi eljarashoz:

1 1 1

f(p) = p p
" i p + u p-\ru p+a

L-^j{p)=Ur{t) - a t

)* e

d^

t

a

dr
-at

F’(t)*e~'“ = t —= e

2

0

u F'«d - <t t—O t

= e~"‘(l — at) — ue
-a t

1 - at—at-}t —t — — ee
•?9d; 2

-

a^ F -at

Us = E(SEf 1 2a t H e
2

Tovabb folytatva az w-ik fokozat utan

Un = E (SET L,.I {a t)e
-a t

fesziiltseget kapjuk, ahol
K

n n X

k]Y\
az u. n. Laguerre-fele polinom. Az idevonatkozo Laplace-integral keplete

n — 1

K

L. a:, = >’ (- 1)
/f = 0

p
Lle-’‘L (a t) =n—\ n

(p + «)

Az egyes fokozatok utani fesziiltsegeket a 21. abra tiinteti fel.

A feladat ilyen alakban valo megoldasa gyors fesziiltseg, vagy aram-

valtozasok (tavirojelek, impulzusok) erositesenek tanulmanyozasat teszi

lehetdve. Rovid fesziiltseglokesek, impulzusok atvitele a tavolbalatas es a

radar technikajaban kiilonosen fontos szerepet jatszik. Fesziiltsegugrasrol
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impulzusra ugy terhetiink at, hogy az ugras bek6vetkez4set61 szamitott es az

impulzus szelessegenek megfelelo ido (t) elmultaval ellenkezo ertelmu ugrast
alkalmazunk, ami a folyamat tiikorkepenek megismetlodeset vonja inaga
utan (22. abra). A kimeno fesztiltseg valtozasa a valosagban nem ugrasszeru;

peldankban nem vettiik tekintetbe a csovek elektrodainak, a kapcsolasi
elemeknek es a huzaloknak a foldhoz es egymashoz valo kapaoitasait, sem
pedig onindukcidit. Ezeknek az adatoknak a figyelembevetele az atviteli

gorbe szogleteinek legombolybdeset eredmenyezi (23. abra).

U 1
an

E CSR)^

<^6a u

/ —

/? = 3
t

0
21. abra.

i?C-csatolasu erosito racsfesziiltse-

geinek lefolyasa a bemeneten alkal-
mazott fesziiltsegugras eseteben.

23. abra.

Impulzus valosagos
atviteli gbrbeje.

22. abra.

Fesziiltseglokes (impul
zus) leszarmaztatasa.

9. Feladatok a vezetekek elmeletebbl.

Eddigi peldainkat veges szamu kapcsolasi elembol alio rendszerek

korebdl vettiik, amelyek terbeli terjedelme a szobanforgo hullamhosszakhoz

viszonyitva kicsiny. Ilyen rendszerek jellemzo ertekei (aram, feszultseg) egy-

egy idofiiggvennyel kifejezhetok.
Ezzel ellentetben leteznek olyan rendszerek, amelyek terbeli meretei

akkorak, hogy a vizsgalt ertekek nem fejezhetok ki veges szamu iddfiiggveny-
—yel. Igy pi. mig egy rezgokor villamos allapotvaltozasa a koraram es egy

reszfesziiltseg pi. az bnindukcio kapcsain 16v6 feszultseg idofiiggvenyevel

leirhato, addig egy hosszu vezetekben vegbemeno villamos folyamat jellem-
zesere az aram es feszultseg terbeli elosztasanak ismerete is sziikseges. A veze-

tek allapotvaltozasanak kifejezesehez tehat ketvaltozos fiiggveny sziikseges:

Uix.t), I(x,t). Mig az elobbi rendszerek feladatai kiizonseges differencial-

egyenletekhez vezetnek, addig az utobbi esetben parcialis differencial-egyen-
letekkel keriiliink szembe.' A megoldashoz termeszetesen a hatarfeltetelek

ismerete is sziikseges. Az egydimenzios kontinuumok, a homogen vezetekek

elmeletebbl vett nehany egyszeriibb feladatot fogunk az operatorszamolas

szabalyaival megoldani.

A 24. abra egy homogen vezeteket tiintet
fel, a kbvetkezb allandokkal;

B ellenallas hosszegysegenkent

L bnindukcio

C kapacitas

G atvezetes

n

/

' d j( '

U-dU

24. abra.

Homogen vezetekpar.

U
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A vezetek kezdeten fesziiltsegugrast hozunk letre es meghatarozzuk
az aram idofiiggvenyet a vezetek elejen es az aram elosztasat a vegtelen
hossziinak kepzelt vonal menten. A gerjesztes elott legyen a venal energia-
mentes, igy ha < < 0, a fesziiltseg, az aram es derjvaltjaik 0-sal egyenlok.

Az egyenletet hasonlokepen elobbi peldainkhoz az operator-tartomany-
ban allltjuk fel, ahol U es I a fesziiltseg, ill. aram Laplace-transzformaltjai.^
Az operatortartomanyban nyert szimbolikus megoldas I = f{x,p) az aram
vonalmenti elosztasara lesz jellemzo. Az idotartomanyba vale atteres az aram

hely es ido fiiggvenyet I{z, f) adja.

dU dl
= (R + pL)I = (R + pL)^

dx dx^ dx

(9.1^dl dU dU
= {G + pC)U = (G + pC)

dx dx^ dx

d^U dV
u, = 1, ahol y" =(R-\- p L) [G d-pC) (9.2)7

dx' dx'

Egy partikularis megoldas U = A e* *, ezzel

d'C7dU
= Ake’‘\ = Ak^e’‘^ behelyettesitve (9.2)-be:

dx'dx

2 A A*
= r A e , k^

2

I'l = y,

+ ^2 ® ‘

^2 = —r

rx
U = A^e

Ezt az erteket (9.1)-be helyezve

dU

— “Ajye* -f-A2ye ^ =-• {R -f- p L) I
dx

Ebbol

fG + pC
' R + pL

1
/ = ^

R + pL
—i—A„e
R + pL

r-Yx> *
A^e

R 4- pL Z

Z-t hullamellenallasnak nevezziik.

U — Aj^ e' -(-^26
-yx

—'e - I x/ = -
Z

A vonal egy nagyon tavoli helyen, x -» co

C7^ = 0 = tehat Aj = 0

^ Ilymodon parcialis differencialegyenletek nem is lepnek fel, mert a L-transzfor-
macioval az ep^ik fiiggetlen valtozd, az ido kikiiszobolodott. Az operatoregyenletek
ezek szerint kozonseges differencialegyenletek, melyek fiiggetlen valtozoja a hely koor-
dinataja.
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A vonal bemeneten, x = 0

A,
/ = /o = , tehat A2=ZIq

Z

u
U=U, = A,

0

A2=U^ es Z = ^

h

Ezzel vegtelen hosszu vonal eseteben

U= ahol y = I{R p L) {G -\~ v(^)
(9.3)Ir + pL

^ G + pC

U
Z =

2

adja a megoldast az operatortartomanyban, ami egyszersmini szinusz-feszult-

seggel gerjesztett vonal berezgett allapotaban a vonalmenti fesziiltseget es
aramot abrazolja. Az iddtartomanyban a megoldas a vonal jellege szerint
igen kulonbozo fiiggvenyekhez vezet. Az operatorfiiggveny a szerint alakul,
bogy a vezetek allandoi egymashoz hogyan aranylanak, melyik van tul-
sulyban.

1. Vesztesegmentes vezetek. R = 0, G = 0.

Ha a vonal ellenallasa es atvezetese elhanyagolhato, akkor

r = p]lLC = l-p
1L

esZ = ahol V =
~Ylcc V

X

u = U^e-v’’

C X

I=U
0

L

-up

Az operatortartomanyban e
tolasat jelenti pozitiv iranyban [(6.2.2) szabaly].

E szerint

-vel valo szorzas az idoleptek «-val valo el-

X

U{x, t) = U t
V

X X

I{x, t) = I t ha t>~ (9.4)
V V

es U = I = 0 ha < < 0
N

Ha ^ = 0, X = 0,

Ha X = vt,

U= Uo, I=h

t7= C/o 1 = 1,

Tehat a vezetek x pontjaban a bekapcsolastol szamitott t = — ido mul-
V

tan ugyanaz a fesziiltseg es az aram, mint a bekapcsolas iddpontjaban a veze-

3 Mezey; Villam'os berezgfoi folyamatok szamitasa.
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tek bemeno kapcsain. Ez annyit jelent, bogy a vezeteken a fesziiltseg es aram-

sebesseggel terjed tova csillapitas nelkul
1

lokes mint vandorhullam v =
][LC

(25. abra).
2. Torzitasmentes vezetek.

Torzitasmentes az atvitel, ha az allandok kozott

a kovetkezo aranyossag all fenn:
K=0

R_G
C

25. dbra.

Csillapitasmentes veze
teken. terjedo vandor

hullam. Ezzel

1

{a + p) j/iCf(R + pL){G +pC) = fL(u + p)C{a +p)

= (« +?>)-
V

1 yo+pc_]ic
Z~\ R + pL^lj L

es

amit (9.3)-ba behelyettesitve:
nXft

X

u = U^e'v-^e'-v^ U{x,t)= U t- -
V j

(9.5)

U^H-e-v^e-v”' L
C aft

X
eI = {t-

L
I(x,t) =

V

A megoldas ugyanaz, mint a vesztesegmentes vezetek eseteben, azzal a

kulonbseggel, hogy ligy a fesziiltseg, mint az aram vandorhullama a vezetek

kezdetetol tavolodva exponencialis tdrveny szerint csokken, alakja azonban
nem szenved valtozast (26. abra).

3. Thomson-kabel L = 0, (? = 0.

A kovetkezo feladatunkban olyan kabelek atvi-
teli tulajdonsagait fogjuk vizsgalat targyava tenni,
amelyeknek csak ellenallasaval es kapacitasaval kell
szamolnunk, az bnindukcio es atvezetes elhanyagol-
hato. Ilyen jellege a hosszu tengeri kabeleknek volt,
amelyek onindukcioja a regebben hasznalt lassu tav-
irojelek mellett nem volt szamottevd.

Up

x=o

26. dbra.

Torzitasmentes veze

teken terjedo vandor
hullam.

r = pcp, z = ]l
R

amivel

pC

xYRcp
U^Uo .e-

(9.6)
Vr cp

I =U.
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A vezet^k kezdetere allandd E fesziiltseget kapcsolva:

U, = E-, amivel

V

, = EI^-Le
Efp

operator^ a vonalak berezgeseinek szanu-

tasanal fontos szerepet tbit be, a hozzatartozb idbfiiggveny kiszamitasat

reszletesen kbzlbm. Ez az operator kiilbnben a hbvezetbs elmeleteben is

szerepel.

U = ‘■xYncp
es (9.7)

P
1

Tekintettel arra, bogy az
Yp

I oo

r e*”'

Yp s.tI

Az integrandusz szingularis pontja p = 0, amelyet hasonlokepen az ugras-

fiiggveny szamitasahoz, kis felkbrrel megkeriilunk. t < 0 eseteben az Integra-

JL- = dp

— 1 QO

//

\

\

0^ I

/

27. is 28. dbra.

l/b^i-integraljanak kepzes6hez.

Iasi utat ugyancsak kiegeszithetjuk a jobb fblsikban fekvd nagy felkbrrel 4s
mivel az igy nyert integralasi ut menten es a tartomany belsejeben a fiigg-
veny regularis, az integral erteke 0 (27. abra). Mas azonban a helyzet, ha

ugyanis nem egyertelmu fiiggveny es 2,T-vel valo forgatassal elo-
1

t>0.

jele megvaltozik.

Legyen ugyanis p = re^, akkor fp = |/re'2 es = r e'^, de

yre'Yi+^) = -Yr
Zart vonalintegralt tehat nem alkalmazhatimk p = 0 kbriil. A nehezsegek
megkeriilese celjabol az integralasi utat megvaltoztatjuk olymodon, hogy a
forgatas csak

Az integralasi lit igy nem metszi az abszcisszat, hanem a valos tengely
vegtelenben fekvb pontjan zarodik.

Legyen p = re'^, ]/p = /r e‘2 , p = 0 kbrnyezeteben e

dp = rie"^ drp
1 r

df^ = — (|) / ?■ e 2 dr/j = 0, ha r -» 0.

Yp

i?
Yp-e 2

es + kbzbtt tbrtenjek a 28. abra szerint:7T TT

P t
= 1

1

2ii
Yre'2

az operatorszamolas Heaviside szerinti fogalmazasaban irracionalis rend-

szamii differencialhanyados kepzeset jelenti, amibol sejthetjiik, hogy ez a feladatunk
az eddigieknel bonyolultabb.

^ Vp



36

Marad meg a valos tengelj^ also es felso ele menten vezetett integral. Az also el
menten

<1, '2,
- '\ 7l -iJt

dp = dqe amivelp = qe

0
GC

1 1

dg- = — =-d(?
J
no » *

2.Ti 2.T

0

A felso el menten •

. n

— q, ^p — '\[qe^, d2? = dg'e'
irf

amivelp = qe

00 00

e e-«'1 1

d<z = - dg.. 71

271 ^ fq
0

1 rp~®'

- Vdg

2.-Ti
J I'ge0 '

-‘2

1I

L ' —= -
Yp .

2 —

qt = 2^ helyettesitessel dg = - 2 d2, f g =

Ezzel\

Yq77 J
0

1
amivel

FT"t

00 00-r*

L- 2K7 2
- d2 =

r e
L~^ -

Yp

Ez utobbi integral a Gauss-fele liibaintegral 0 es co kbzott, amelynek

— (a 29. abran a haranggbrbe es abszcissza altal bezart teriilet fele).

Yp Y^t

1(0, t) = E

-^*d2
tTytTT J 2 7t

0 0

K7
erteke

% es

fF

llltTn- c
(9.8)X0

R 77 t

A keplet szerint a bekapcsolas pillanata-
ban az aram vegtelen nagy, ami azonban

elmeleti hatareset, es annak a kovetkezmenye, bogy az aramforras belso

ellenallasat es a vonal induktivitasat elhanyagoltuk.
Hatra van meg a fesziiltseg es aram vonalmenti elosztasanak kiszamitasa.

Mivel L Go = E-, <

29. dbra.

Haranggorbe.

P

-xYrCp - xYrcp

R

-i e
U = EL I = Ees

Ypp
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A kov'etkezo ket operatorfiiggvenyt kell kiertekelniink:

^-aVp-

]lp

A reszletes szamitast itt mellozom, Laplace-integral tablazatokban fel-
lelheto.

es ahol a = X i E C
P

17- a

a
= 1 — 0 es

2]ftjP

VF a‘— a

1

^P K-t t

0{u) a kovetkezokepen definialt fiiggveny:

4t

e

—r »0 .da

2 * 30, dhra.

Gauss-f41e hibafiiggv<5ny.
<P (a) = da;e

y^j
0

Gauss-fele liibafiiggveny, amely a 30. abra szerint a haranggorbe es az

x-tengely altal bezart teriilet x = 0 es x = a kozotti reszenek -szerese.

Ezzel a teljes megoldas

a

y^t

— x‘RC

Ce~-Tr(xyRC

21/7

A Thomson-kkhelen vegbemend folyamatokat allando fesziiltseg rakapcsolasa
eseteben a 31. abran feltiintetett ket diagramm abrazolja. A Thom,son-kahe\

J'k)

U(x, t) = E 1 — 0 , I{x, t) = E (9,9)
R y^t

u

E t noveKszik
y

0

? 2\n-
0 Ix.t

31. dhra.

'Fhomson-kabelen v^gbemeno folyamatok.

yillamos allapotvaltozasat lei'ro fenti fiiggvenyek gyakorlatilag csak kozelito
ertekeket^ adnak. Neni vettiik ugyanis szamitasba sem az aramforras belsd
ellenallasat, sem a kabel indnktivitasat es a'.vezeteset. Ennek az lett a kovet-

kezmenye, bogy a kabel kezdeten a bekapcsolas pillanataban vegtelen nagy
aramot kapunk. 7(^) gorbeje a kabel elejere nem ervenyes. Az aram es fesziilt-

seg gorbei ezenkivul azt mutatjak, bogy a kabel kezdetetol barmekkora

tavolsagban t tetszdleges kis ertekeire is veges, bar kicsiny erteket kapunk.
Ez pedig vegtelen nagy terjedesi sebesseget tetelez fel.i x = 1 tavolsagban
XJ gorbeje szerint t nbvekedesevel t) csokken, U novekszik.

1 Ez a korvilmeny a keplet gyakorlati alkalrfiazasat nem korlatozza szamottevo
mertekben.
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. a valosagot jol megkozelito esetet fogunk
atvezetes nelkiili kabelt.

Kovetkezo peldankban
targyalni, nevezetesen az ...

4. Atvezetes nelkiili kabel: G = 0.

Ez az eset igen fontos a gyakorlat szamara, mert jo kabeleknel az atveze

tes hatasa legtobbszor elhanyagolhato. Itt is vegtelen hosszu vagy a hullam-
ellenallasaval lezart vezeteket fogunk targyalni, abban az esetben, ha a vezetek

1

elejen fesziiltsegugras lep fel: Uf, = E
P

fR + pL
I pGy = l/(i? + pA)p(7

A vonal elejen az aram lefolyasat fogjuk kiszamitani,
tehat X = 0.

Z =

U=

U.
e ‘ *0

/ =
Z

1
cCpE1

= Eh = E ^ l/p2 + 2«p][RCp^ p^LC' [R + pL
pC

p z
p

R
ahol a =

2L

1C 1

m =h =
f(p -f«)- -

Ezt az operator fiiggvenyt kell most az idotartomanj^ba visszavezetni.

Eloszor egy hasonlo, de egyszervibb fuggvenyen vegezziik el ezt a muveletet:

o '

L^{p+af- a“

1

-f «2

A visszatranszformalast most Heavisidenek. egy eloszeretettel hasznalt iiy^d"
szerint sorbafejtes utjan fogjuk vegezni, de a Lap/ace-transzformacioszere

alapjan.
i

2

pi 111 a 2

1 +

Yp- + p p^ -j- (A p P

A binomialis tetel szerint kifejtve,

1 [a 2 1.3.51 . 3 aA

2^2\\p
Mieldtt az idotartomanyba tagonkent visszatranszformalnank, nehany szot

szenteliink ennek a kerdesnek a megvilagitasara. Mas helyen emlitettem,

bogy egy operatorfiiggveny hatvanysorat nem lehet mennyisegtanilag ertel-

peratorszamolas Heaviside szerinti fogalmazasaban. Ha j)

a differencialas muveletjele, akkor az

1
- + ■ • •m

pi 2 ip
+

23 3! P

mezni az o
d<

+ +
P Pi
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vegtelen sor osszetartasi feltetelei ismeretlenek. Ha azonnan egy operator-
fiiggveny valainely fizikai folyamatot jellemzo idofiiggveny iaptoce-transz-
formaltja, L U(t) = f{p) akkor a p parameter mennyisegtani ertelemben

vett valosagos szani es f{p) egy tartomany belsejeben, ahol regularis, abrazol-
hato vegtelen sorral. Kozelfekvo az a gondolat, bogy egy ilyen sort tagonkent

L~*-val visszavezesstink az idotartomanyba. Ez altalaban lehetseges, bar
nem mindig es a matematikusoknak meg nem sikeriilt olyan altalanos ervenyu
kriteriumot felallitani, amely minden esetet felolel. A fizikai es technikai

gyakorlatban elofordulo fiiggvenyek eseteben azonban legtobbszor egyszeru
modon eldontheto, bogy ez' az eljaras alkalmazbato-e. A tagonkenti vissza-
transzformalas a fenti fajta sor eseteben az U(i) = 6o + i + 63 .
sort szolgaltatja az idotartomanyban. Tudjuk azt, bogy L U{t) = f(p) egy
Pr konvergencia-abszcisszatol jobbra p minden ertekere bsszetarto, ha \p\ > p,.
A hasonlosagi tetel szerint pedig nagy p-nek kis t felel meg: p-*oo,t-* 0. f{p)
konvergenciajabol kbvetkezik, bogy a kezdeti idopont kozeleben, tehat

t kis pozitiv ertekeinel U{t) letezik es ott hatvanysorral abrazolhato. Egy

fiiggvenynek egy pontban csak egy hatvanysora van, L~^ f{p) sora tebat
U(t)-t abrazolja. Ugyanez ervenyes p minden olyan ertekere, amely a konver

gencia-abszcisszatol jobbra all es sora osszetarto. Peldaul L e

konvergencia abszcisszaja p = a.

1«t

p—a

CO

= 'd< iyn i

Le

Honveroencia

tartomany x

0

ugyanis csak akkor osszetarto, ha R^p > « (32. abra).

Ha f{p) — hatvanyai szerint sorba fejtheto, akkor

or

32. dhra.

Operatorfiiggveny kon-
V ergenc i at ar tonia nya.

V

u{t) =

Ezekutan terjiink vissza az atvezetesnelkiili vezetek operatorfiiggve-
nyehez. A AapZace-transzformacio szabalyai szerint

L-^
1

n+l
n\P

ha n pozitiv egesz szam. Ezt a szabalyt a sor tagjaira alkalmazva:

(« t)*

22(]!)2 2^ (2!)2 2® (3!)2

(a tf (a tf
L 1 /(p) = 1 - + . . .

6at 2 a t

+ . . . — 0
1!2 212 3!2

Ez a sor definicio szerint az elso faju 0 rendszamu HesseZ-fiiggveny hatvanysora.
A konvergencia abszcissza at = 0, ami annyit jelent, bogy a t pozitiv ertekeire
Jo(« t) osszetarto es igy a keresett iddfiiggvenyt abrazolja. Ha « t helyett
i a t-t irunk.

1

LJoiici t) =
Kp2-a2
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Kepzetes argumentumu JBesseZ-fiiggveny valos erteku, mert a sor csak paros
kitevoju tagokat tartalmaz. A kepzetes argumentum azt eredmenyezi, hogy
a sor minden tagja pozitiv.

A peldankban szereplo operatorfiiggveny mar csak annyiban kiilon-

bozik attol, amelyet most szamitottunk ki, bogy abban p helyett p + «
szerepel. A csillapitasi tetel ertelmeben, ha

L-V(p) = U{t),
akkor

+ a)=e
-a t

U{t).

Ezzel tehat

1
L-^ -at

Jo(i« t)= e

f(p + uf -

es feladatunk megoldasa

C R- a t

IS) = E (/o(iw t), ahol u = — (9A0)— e

L 2L

A iJesseZ-fiiggveny numerikus ertekei tablazatokbol kivehetok. Mivel a Bessel-

fiiggvenyek berezgesi folyamatok targyalasanal is gyakran eldfordulnak,
e fiiggvenyek fogalmanak megvilagitasara meg nehany szot kell szentelniink.

Fokepen olyan feladatok eseteben, amelyeknel egy tengely koriili

korszimmetria van, pi. egy koralaku membran rezgesi alakjainak vizsgala-
tanal, a kovetkezo, Besselrol, ezeknek a fiiggvenyeknek elsd feldolgozojarol
elnevezett differencialegyenlet lep fel:

d^M , 1 dw (

X dx

Ennek a differencialegyenletnek a megoldasat vegtelen sorok szolgaltatjak,
amelyek altalaban gyorsan konvergalnak es igy gyakorlati numerikus szamolas

celjaira is alkalmasak. Ha n = 0, a megoldas a mar ismertetett sor, a; = 0,
y = I kezdeti feltetelek mellett. n hatarozza meg a HesseZ-fuggveny rend-
szamat.

^0 {K\f 12

K pozitiv egesz. J(^{x) hasonlit egy csillapitott koszinusz gorbehez, amelynek
frekvenciaja az argumentum novekedese-
vel csdkken. jQ(i x) parabolahoz hasonlo
gorbe (33. abra).

Ha n = 1, 2, . . . egesz szam, akkor
a nagyobb rendszamu HesseZ-fiiggvenyek-
hez jutunk.

2K

y = Joix) =

Jodx)
1

J^x)

X

g:«K'.{n+K)[[2l

\2K +
X00

33. dbra.

Bessel-fuggvenyek.
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Ezek a sorok elegge gyorsan konvergalnak es igy legalabbis az argumentum
nem tiilsagosan nagy ertekeinel numerikus szamolas celjaira is felhasznalhatok,
egyebkent a keresett ertekek tablazatokban fellelhetok.

Hatra van meg a vezetek menten az aram elosztasanak meghatarozasa.
Az operatortartomanyban

-

G Ce- C
I = E = E = E - f{p)

L ]/(p + uf -

A reszletes szamitast mellozve iapZace-integral tablazatban megtalalhatjuk:

L

2
X X

ir^ m = e
— nt

Jq ia <2- _ ha <> -
V V

X

ha i < —= 0

V

1

Az aram terjedesi sebessege a vezetek menten: V =

Ylc
2

c
J^iu I -

X- «t

I(x, t) — E ha < > — (9,11)— e

L V

X

ha < > —
V

X

t = - idd multan az aram vandorhullama a vezetek x pentj aba erkezik
V

erteke (9,10) es (9,11) ertelmeben:

(9,12)
L

mert e/o(0) = !•

Az aram iddbeli lefolyasa a vezetek kiilonbozd pontjaiban egyseges gorbekkel
abrazolhatok (34 — 35. 4bra).

1 ^ =0
1 2 =1

y
j

0,1
= 3£

i

0

1 2 3 4 5 2 5 At10

0,025 -
V

^=10 X

mt

20 40 60

34. es 35. dbm.

Atvezet6s nelkiili vezett4ten terjedo vandorhullamok.
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Vizsgaljuk meg meg, bogy az aram a vezetek elejen Iq mekkora lesz

a bekapcsolas utan eleg hosszii ido mulva.

C^a t)
L et OO

A tort szamlaloja vagy nevezoje keriil e tulsulyba? Ha mindket fiiggvenyt
vegtelen sorral abrazoljuk es ugy akarnank a kerdest elddnteni, nehez munkat
kellene vegezniink. Ilyen esetekben az operatorszamolas szabalyai nagy
segitseget nyujtanak. Meg kell vizsgalnunk a fenti kifejezes operatorfiigg-
venyet.

H t

1

iiv) =
4- 2« p

A AapZace-transzformacio szabalyaibol tudjuk, bogy ba az idotartomanyban
t -* <yo, akkor az operatortartomanyban p^ 0. p szamara elegendd kis ertekeket
valasztva elerhetjiik, bogy p^ 2a p, akkor

f(P) = ,-7=
1 1

es 0

f2a fp 1A2«P-)-0 p->0

t CO

e" ‘ tehat gyorsabban divergal, mint Jo(ia t). Ezzel Jq = 0. Ez azert van igy,
t —>• OO

mert a kabel atvezeteset nem vettiik szamitasba es a vezeteket vegtelen
hosszunak teteleztiik fel.

Az aram lefolyasat abrazolo diagrammok az aram vandorhullamait
mutatjak, amelyek most a jobboldalt elkepzelt betaplalasi pontbol kiindulva
a nyil iranyaban balfele haladnak v sebesseggel. A diagrammok szerint —
legalabbis a vezetek kezdetetdl nem tiil nagy tavolsagra —, a hullamfront

meroleges a yezetekre, mas szoval a bullam beerkezesenek pillanataban az
aram es fesziiltseg ugrasszen'ien emelkedik. A valosagban ez az emelkedes

nem ugrasszeru, hanem veges ido alatt folytonosan megy vegbe, aminek
az oka az, bogy a vezetek anyagaban, a drot belsejeben az elektromagneses
ter kialakulasa veges ido alatt megy vegbe es szembehelyezkedik a folyamattal,
vagyis az aram kialakulasaval. A huzal ellenallasat az egyenaramu elle-
allassal azonosnak, allandonak vettiik, holott ez a valosagban a bullam
beerkez&ekor megno, mint egy rovid ideig tarto szkin-effektus eredmenye.
Mindennek eredmenyekepen a hullamfront ellaposodik, annal nagyobb mer-
tekben, minel tavolabbra keriil a bullam a vezetek elejetdl. A hullamfront
ella.posodasanak merteke a vezetek mereteinek es anyaganak figyelembe-
vetelevel kiszamithato es az ismertetett szamolasi eljarasokkal a feladat
bonyolult voltahoz kepest egyszeruen levezetheto. A gyakorlati kovetel-
menyeknek megfeleloen egyszerusitett vegeredmeny a feszultseghullamra
vonatkoztatva:

X

U{x,t) = E[l-<I>{z)l ha < > —

(9.13)
X

ha < < -= 0

V
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ahol

^ __ 4,9 f/((> X
fv t— X Z a

= permebilitas

a = fajlagos ellenallas Q/m. mm^

— hullamellenallas QZ =
c

a = vezetek drot sugara cm.

X = vezetek kezdetetdl szamitott tavolsag km-ben

U

E i
x=i km

0,8
x = 10Km

0,6

0,4 w-.-

x=30Hm vt-x^ X

0,2

0 2 6 iO 14 i'8'22 26 m rez
X 500 vas x=o

vt-x

36. dbra,

Hullamfroiit ellaposodasa Z = .500 < 1 cm
atmeroju rez-, ill. vasdrotbol kesziilt szabad-

vezetek eseteben.

37. dbra.

36. abra magyarazataul.

A 36. abra a hullamfront alakjat mutatja a (9,13) keplettel szamolva

1 cm atmeroju rezdrotokbol alio szabad vezetek eseteben a vezetek kezdetetol

' szamitott 1, 10 es 30 km tavolsagban. Abszcisszaban a hullam beerkezesetdl

szamitott ido alatt befutott ut szerepel a 37. .abra szerinti ertelmezesben.

Vasdrotban a nagy permeabilitas es nagyobb fajlagos ellenallas kovetkezteben

a hullam ellaposodasa sokkal nag3mbb merteku.
A 36. abraban az abszcisszaertekeket 500-zal kell szorozni, ha a vezetek

anj^aga vas.

FtlGGELEK.

Komplex valtozos fiiggvenyek.

1. Komplex szdmok: Valos es kepzetes szam osszeget komplex szamnak

nevezzuk: z = x -\- iy, ahol x es, y valos szam es i = f — 1 a kepzetes egyseg.
Legyen = a + i6 es p^ = a — \b, akkor p^ es Pa konjugalt komplex

ertekpar [a es b valos).

2. Komplex szdmok dbrdzoldsa. Komplex szam oly derekszogu koordinata-

rendszerben abrazolhato, amelynek vizszintes tengelyere a valos, fiiggoleges
tengelyere pedig a kepzetes ertekeket merjiik (Gauss-iele szamsik, 38. abra).

Pi hetyzetet ekkor az OA^, p^ helyzetet pedig az OA^ vektor vegpontjaval
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is abrazolhatjiik. \p\ = -f- 6^ a vektor hosszat jelenti. A komplex szam
helyet megadja tehat egy vektor is, amelyet hosszaval (r) es iranyaval {(f)
hatarozunk meg. Az Euler-iele osszefiiggesek alapjan:

p = r (cos ff + i sin (f) = r e

r-et modulusznak, (f-et argumentumnak nevezziik (polarkoordinata k). Ezek
szerint, pi. ha r = 1,

up
(2,1)

i27I i.'t
= 1, = — 1e e

(2,2). 71 71

e‘ 2 = i,

p = r komplex szam helyet a komplex szamsikban ugy hatarozzuk meg,
hogy az r hossziisagii vektort a valos tengely pozitiv agatbl (f szbggel pozitiv
forgasiranyban elforgatjuk (39. abra).

e ' 2 = — i

+//

Pi

-jr 0 *x

"n \b -i

A2P2-iy

38. dbra.

Komplex szam abrazolasa. Komplex szam polarkoordinatai.

3. Komplex vdltozo fuggvenye. Legyen z = x \y, ahol a; es y valtozo
mennyiseg, akkor a 2 komplex valtozo fuggvenye, f{z) = f{x + iy) altalaban
szinten komplex, azaz egy valos es egy kepzetes reszbol all:

f{z) = u {x, y) + iv {x, y)

A komplex {x, iy) szamsik ekkor az f{z) fiiggveny ertelmezesi tartomanya.
A fiiggveny ertektartomanya geometriailag nem abrazolhato.

4. Komplex vdltozos fiiggveny differencidldsa. A fiiggveny z szerinti

differencialhanyadosa a kbvetkezokepen van definialva:

lim

dz Jz~^0

(3A)

df(z) f(z + Jz) - i(z)
f(z) = (4,1)

■ Jz

A differencialhanyados ertekenek fiiggetlennek kell lennie a hatar-

atmenet modjatol. Mivel Jz is egy kis vektor, z megkozelitese vegtelen sok
iranybol lehetseges (40. abra). Ha f’(z) fiiggetlen jz valasztasatol, akkor
/(z) a vizsgalt pontban differencialhato. Ha /(z) egy tartomany minden pont-
jaban derivalhato, ligy ebben a tartomanyban a fiiggveny analitikus. A fiigg
veny analitikus mivoltanak kriteriuma fentebbi feltetel alkalmazasava,

egyszeruen leszarmaztathato es a hires Cauchy-Riemann-fele differenciak

egyenletekhez vezet.
du dv

dx dy

du dv

dy dx
es (4,2)
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Ha tehat /(z) = u \v fenti differencialegyenleteket egy tartomany minden
pontjaban kielegiti akkor f{z) ebben a tartomanyban analitikus.

5. Komplex vdltozos fuggveny integrdldsa. Komplex valtozos fiiggveny
vonalintegraljanak definicioja valos fiiggvenyek vonalintegralja hoz hasonlo-

kepen a kovetkezo:
Zj

f(z) dz

ly

X

40. dbra.

Komplex valtozos fiiggveny
derivalasahoz.

41. dbra.

Komplex valtozos fuggveny
integralasi I'ltja.

Valos fuggveny eseteben / jelentse, pi. az eronek az litelem iranyaba
eso bsszetevojet, a vonalintegral akkor a vegzett munkat jelenti, amely
tudvalelden fiiggetlen az integralasi littol. Hasonlokepen komplex vonal
integral erteke sein fiigg az integralas utjatol, csak a kiindulasi es veghely-
zettol fiigg:

(«) ? (b) ?
f{z)dz (5,1)f(z) dz =

Ebbdl kovetkezik:

{a) 7
z,

(b)
f(z) dz = (p/(z) dz = 0 (5,2)f(z) dz +

Zi Zj

Komplex valtozos fuggveny zart vonalintegralja
tehat zerus, ha a fuggveny az integralasi ut menten
es az altala bezart tartomany belsejeben analitikus Komplex valtozds fiiggveny

(differencialhato). Ez a tetel a Cauchy-fe\e integral- zart vonalintegraljahoz.

tetel, vagy a fiiggvenytan fdtetele neven ismeretes.
A fotetelbdl gyakorlati fontossagti szabaly v^ezetheto le:

6. Legyen f(z) az a vonallal (42. abra) bezart tartomany belsejeben

analitikus, akkor i//(z)

8. szakaszt).

2o-t zarjuk ki egy g sugarral Zg kozeppontbol koreje vont korrel. AB es

A’ B’ legyen ket parhuzamos egymashoz igen kozel fekvo egyenesdarab.
A fotetel ertelmeben:

fiz)
is analitikus a, z = Zg pont kivetelevel (lasd

Z—Zg

B A’

(|) I// d2 = j V' d2 + c|) v dz -f
A b

dz — (^ dz = 0
B'
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Ha a ket egyenesdarab egymashoz vegtelen kozel keriik akkor

A'B

es igyV' dz + 'p dz = 0
B’A

^ /(2)/(2)
dz = (|) (6,1)dz

aZ — Zob Z Zq

A b kor menten vezetett integral a kovetkezo alakban irhato:

i{z) icTiT
dz = /(Zo + ) dffdf, (t -

b 2

, dz = i r e r e
z — Zo = o = re

-2o

Ha r -> 0, akkor

; f{z)
dz = 2n i f{Zo)

-^0

Osszevetve (6,l)-el

f{z)1
dz (6,2)

-^0

ahol az integralt a menten vezetjiik.
A most levezetett tetel segitsegevel egy analitikus tartoniany belsejeben

a fiiggveny erteke barmely z pontban kifejezheto a tartomanyt hatarolo
zart vonal menten vezetett integrallal. Az integralasi iit pozitiv iranya az,
melyben haladva a tartomany belseje balra van.

A (6,2) kifejezest w-szer differencialva:

H^) dz 6,3)-n + 1

(Z - Zq)

amibol kbvetkezik, bogy egy tartomanyban analitikus fiiggveny osszes
derivaltja letezik, amelyek ott szinten analitikus fiiggvenyek.

7. Komplex vdltozos fiiggveny hatvdnysora. Analitikus tartomanyban
/(z)-nek Zq kornyezeteben eldallithato a Taylor-sov& ugyamigy, mint valos
valtozo eseteben.

/”(^o)/’(2o)
/(z) = /(Zo) + (Z - Zo)^ + . . . (VH)(z-Zo) +

1! 2!

Ezt a sort, amelyet Laurent-sovndik is neveznek, a kovetkezokepen is irhatjuk:

CO

/(z) = Oj -f- ui (z — Zo) + Ua (z — Zo)2 + . . . = (z — Zq) (7,2).

(6,3) alapjan

r\z,) i(z)1

(7,3).2;ri^ (z — Zo)
dza I —

n +1
nl
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8. Szinguldris pontok: Mindazon helyek, ahol a fiiggveny differencial-

hanyadosai 0 vagy cnd ertekeket vesznek fel, a fiiggveny szingularis pontjaL
(7,2) ertelmeben

00

(8,1>f’(z) = (z-
2

0. ZQ-t a fiiggveny zerushelyenek is nevezik. Ha tobb/’(2o) = 0, ha
egyiitthato is eltunik, pi.

• • • ciK-i = 0-Qq — ai — (22

akkor a fiiggveny hatvanysora a E'-ik egyiitthatoval kezdodik:

f(z) = (z - ZoT = (2- 2o)"" - ^o) {z-Zoffi(z) (8,2)
n-K

KK

Ebben az esetben Zg if-ad rendu zerushely, vagy Z^-ad rendu gyok. Ez (7,1)
szerint akkor tortenik, ha /(2)-nek K-nk\ kisebb rendu derivaltjai eltunnek.
j(z) tort fiiggveny is lehet es a kovetkezo alakban jelentkezhetik:

g{^)
(8,3)m =

h (z)

Ha A(z)-nek a Zq pontban if-ad rendu zerushelye van, f{z) ott vegtelen es
(8,2) szerint a kovetkezo alakban irhato:

g{z) -K

(8,4)F{z)= (2 - Zo)/(2) =
(Z - Z^fh, (Z)

/(2)-nek a z = Zq helyen K-a,d rendu polusa van. F{z) hatvanysorat eloallitva
/(z) soraban most negativ kitevoju tagok is szerepelnek. fgy altalanos esetben
/(z) Laurent-soia,'.

f{z) = ... a_2 (z - Zo)“^ + a_i (z — 2o)“^ -f flo + “i (^ - ^o) + «2 (^ - ^of + ■ ■
(8,5)

9. Reziduum tetel. A (7,3) kifejezes alkalmazasa most igen fontos ered-
menyre vezet. Ha ugyanis n = — 1, az indegrandusz nevezoje = 1 es

1

^ /(«) vagya-i =
2;ri

^ /(z) dz = 2,-r i a_i (9,1)

Jelentse a 42. abran Zq /(z)-nek egy szingularis pontjat, akkor a Cauchy-

fele integraltetel. szerint: '

<Pf(z) dz-0 f(z) dz = 0 (9,2)
b

A masodik integralt (9,1) ertelmeben kifejezve:

0 f{z) dz — 2,t i a_i
a

Ez az osszefiigges annyit jelent, hogy ha az f(z) fiiggveny egy tartomany

hatarvonala menten es belsejehez az egyetlen Zq pont kivetelevel analitikus.

(9,3)

J



48

(regularis), akkor a hatarvonal menten kepzett vonalintegral kifejezheto a
fiiggveny 2q szingularis pontja kornyezeteben eloallitott hatvanysoranak — I -
rendu egyutthatojaval. a_i -et a fiiggveny reziduumanak nevezziik. Ha tobb

szingularis pent: z^, Z2, . . . 2„ van a tartomany belsejeben, akkor a reziduumok
bsszegevel kell szamolni.

f(z) d2 2.T i lies. f{z) + Bes. f{z) + . . . (9.4)
^2

Ez" a kifejezes reziduumtetel neven ismeretes. A reziduumtetel csak egyszeru
polusok eseteben alkalmazhato.

Peldakepen hatarozzuk meg
cos z

zart vonalintegraljat abban az

esetben, ha az integralasi lit a 2 = 0 szingularis pontot zarja koriil.

2

2^ Z*
1 —

2! 4! 1cos 2

2 2! 4!

cos 2

2 2

es dz = 2rria_i = 1
r = 0 2
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