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Bevezetés

A Markov folyamatok egy sokat vizsgált területe a matematikának a kiterjedt elmélet mellett szá-

mos gyakorlati alkalmazással is. A különböz® alkalmazási területek között megtalálható statisztikus

mechanika, kémia, gazdaságtan, populációdinamika és sorbanállási rendszerek is.

Ahogy a vizsgált modellek egyre összetettebbek, természetes igény merül fel a markovi modellekre

ismert eredmények kiterjesztésére olyan rendszerekre, melyekre a Markov-tulajdonság nem áll fenn

teljes egészében, azaz hosszú memóriájú véletlen folyamatokra. A memória pontos mibenléte sokféle

lehet; a matematikai �zikai példák között megtalálhatóak kölcsönható részecskerendszerek és véletlen

környezetben mozgó részecskék egyaránt. Ezekben az esetekben a memóriát a környezet állapota

jelenti. Sorbanállási rendszerek esetén a nem-exponenciális várakozási vagy kiszolgálási id®k M/G/1

illetve G/M/1 sorokhoz vezetnek; ezekben az esetekben a memória megfelel a nem-exponenciális órák

idejének.

Nem-markovi viselkedést többféle módon lehet vizsgálni. Egy lehet®ség az állapottér kiterjeszté-

se, hogy a b®vebb állapottérben már teljesüljön a Markov-tulajdonság. Ennek a megközelítésnek a

f® nehézsége, hogy az állapottér túl nagy lesz és nehezen kezelhet®vé Mindazonáltal ez a megközelí-

tés m¶ködik számos �zikai rendszerre. Az elmélet az elmúlt évtizedekben folyamatosan fejl®dik. A

Kipnis és Varadhan [16] által bevezetett martingál-approximációs technikák révén sikerült centrális

határeloszlás-tételt bizonyítani kölcsönható részecskerendszerek és véletlen környezetben történ® bo-

lyongások számos osztályára. A centrális határeloszlást biztosító elégséges feltételeket hagyományosan

�szektor feltételeknek� nevezik. Véletlen környezetben való bolyongások egy konkrét osztálya a �rövid-

látó öntaszító bolyongás�, mely a bolyongót a sokat látogatott területekr®l eltaszítja keveset látogatott

területek felé. A modellt a �zikai irodalomban az 1980-as években vezették be [1].

Egyszer¶ sorbanállási modellek vizsgálatára rendelkezésre állnak mátrix-analitikus módszerek il-

letve közvetlen számítások is végezhet®ek Laplace�Stieltjes transzformált segítségével. Ezek mára jól

ismert és kidolgozott módszerek. Összetettebb, nem-markovi sorbanállási modellek esetén egy másik

lehetséges tárgyalási mód a Markov-folyamatokkal való közelítés. Általános eloszlásokat lehet eloszlá-

sok speciális osztályával közelíteni. A markovi modellezés szempontjából egy ilyen releváns osztály a

�fázis-típusú� (phase-type) eloszlások.

Nagy populációjú markovi rendszerek viselkedését behatóan vizsgálták az utóbbi évtizedekben. Az

egyik els® eredmény Kurtz tétele [20], amely egy ilyen rendszer átlag-tér (mean-�eld) viselkedését (azaz

amikor a populáció létszáma végtelenhez közelít) írja le közönséges di�erenciálegyenletek révén. Azóta

számos különböz® terület képvisel®i (pl. számítógéptudomány, biológia, kémia) vizsgálták a klasszikus

modell különböz® nem-markovi kiterjesztéseit. Egy ilyen populációs modell az ún. �általánosított

szemi-markovi populációs folyamat� (population generalized semi-Markov process, PGSMP).

Az értekezés négy fejezetre van bontva.

A 2. fejezet témája elégséges feltételek a martingál approximáció és centrális határeloszlás-tétel

bizonyítására stacionárius és ergodikus Markov-láncokra. Ez közös munka Tóth Bálinttal és Vet®

Bálinttal, és a [15] cikkre és a [14] cikk egy részére alapul.

A 3. fejezet témája a rövidlátó öntaszító bolyongás viselkedése d ≥ 3 dimenzióban. Ez közös
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munka Tóth Bálinttal és Vet® Bálinttal, és a[14] cikk egy részére alapul.

A 4. fejezet témája O'Cinneide karakterizációs tétele fázis-típusú eloszlásokra. A f® eredmény

konstruktív bizonyítás a tétel elégséges irányára. Közös munka Telek Miklóssal, és a [13] cikkre

alapul.

Az 5. fejezet témája egy bizonyos típusú általánosított szemi-markovi populációs folyamat-

osztálynak az átlag-tér határértéke. Ez közös munka Telek Miklóssal és Richard Hayden-nel, és a

[11] cikkre alapul.

A kivonat további felépítése: el®ször minden területhez adunk áttekintést a korábbi eredményekr®l,

majd négy számozott tézisben a disszertáció eredményei kerülnek ismertetésre.

Centrális határeloszlás-tétel stacionárius és ergodikus Markov-folyamatok

funkcionáljaira; szektor-feltételek

Legyen (Ω,F , π) valószín¶ségi mez®: Ω az állapottere egy stacionárius és ergodikus t 7→ η(t) Markov-

folyamatnak. Tekintsük a H := L2(Ω, π) Hilbert-teret. A folyamat félcsoportjának in�nitezimális

generátora, G egy jól-de�niált (esetleg nemkorlátos) zárt lineáris operátor H-n.

Legyen f ∈ H 0 várható érték¶ függvény ((f, 11) =
∫
Ω
f dπ = 0). Centrális határeloszlás-

tételt/invariancia-elvet szeretnénk vizsgálni a

N−1/2

∫ Nt

0

f(η(s)) ds (1)

folyamatra N → ∞ esetén.

A f® eszköz martingál-approximáció és centrális határeloszlás-tétel bizonyítására Kipnis és Varad-

han következ® tétele [16]:

1. Tétel. [KV] Az eddigi jelölésekkel, ha a következ® két határérték létezik H-ben:

lim
λ→0

λ1/2
(
λI −G

)−1
f = 0,

lim
λ→0

S1/2
(
λI −G

)−1
f =: v ∈ H,

akkor létezik egy olyan 0 várható érték¶ M(t) L2-martingál, amely adaptált az η(t) folyamat �ltráci-

ójához, stacionárius és ergodikus növekmény¶ és

lim
N→∞

N−1E

((∫ N

0

f(η(s)) ds−M(N)
)2)

= 0.

A KV tétel egy absztrakt eredmény, mely konkrét esetekben esetleg nehezen alkalmazható közvet-

lenül; ezért érdemes olyan következményeit megfogalmazni, melyek adott esetben könnyebben ellen-

®rizhet®ek.

A [16] cikkben Kipnis és Varadhan bizonyították, hogy a reverzibilis esetben (amikor G önad-

jungált), a KV tétel alkalmazható és így martingál-approximáció és centrális határeloszlás-tétel bizo-
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nyítható egyetlen további feltétellel, amely az f aszimptotikus szórásának végessége (amely nyilván

szükséges):

2. Tétel. [Reverzibilis eset] Ha G = G∗, akkor a KV tétel alkalmazható minden olyan f függvényre,

amelyre

lim
t→∞

t−1E

(
(

∫ t

0

f(η(s)) ds)2
)

< ∞. (2)

Kés®bb általánosabb elégséges feltételeket fogalmaztak meg, melyeket együttesen �szektor feltéte-

leknek� nevezünk.

1996-ban Varadhan bevezette az �er®s szektor feltételt� (strong sector condition, SSC) [37]; jelölje

S := −1

2
(G+G∗), A :=

1

2
(G−G∗).

a G operátor szimmetrikus és antiszimmetrikus részét.

3. Tétel. [SSC] Ha ∥∥∥S−1/2AS−1/2
∥∥∥ < ∞.

fennáll, akkor a KV tétel alkalmazható minden olyan f függvényre, melyre teljesül

f ∈ Ran(S1/2). (3)

(3) H−1-feltétel néven ismert; teljesülése garantálja, hogy f aszimptotikus szórása véges (lásd 2).

2000-ben Sethuraman, Varadhan és Yau bevezették a �szintenkénti szektor feltételt� (graded sector

condition, GSC) [30]. Tegyük fel, hogy a H térnek adott egy ortogonális felbontása (más szóval a tér

�szintezett�):

H = ⊕∞
n=1Hn (4)

úgy, hogy a felbontás konzisztens az S és A operátorokkal a következ® értelemben: S diagonális a

felbontásra nézve

S =
∞∑

n=0

Sn,n, Sn,n : Hn → Hn (5)

és A a szintet 1-gyel változtatja meg:

A =

∞∑
n=0

An,n+1 +An,n−1, An,n+1 : Hn → Hn+1, An,n−1 : Hn → Hn−1, A
∗
n,n+1 = −An+1,n. (6)

4. Tétel. [GSC]

Amennyiben∥S−1/2
n+i,n+iAn,n+iS

−1/2
n,n ∥ ≤ cnβ (i = ±1)
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teljesül β < 1 vagy β = 1 és kell®en kis c érték esetén, akkor a KV tétel alkalmazható minden

f ∈ Ran(S1/2) függvényre.

Bizonyos alkalmazásokhoz a GSC tétel egy olyan változatát is bizonyították, melyben megengedett,

hogy az A operátornak is legyen diagonális része illetve az S operátornak is legyen a diagonálison kívüli

része.

A különböz® szektor-feltételek alkalmazásairól lásd a [17] áttekint® cikket.

Jelen tézisfüzet 1. fejezete és a [15] cikk bevezetnek egy új szektor feltételt, az ún. �relaxált szektor

feltételt� és egy továbbfejlesztett változatát a szintenkénti szektor feltételnek.

Rövidlátó öntaszító bolyongás

A rövidlátó öntaszító bolyongás (�true� (or myopic) self-avoiding walk, TSAW) modelljét el®ször Amit,

Parisi és Peliti vezették be a �zikai irodalomban [1]. Ez egy els®szomszéd-bolyongás Zd-n, melyben

a bolyongó preferálja azokat a szomszédokat, amelyeket a múltban kevesebb ideig látogatott meg. A

hosszú memóriájú hatások a trajektóriák öntaszító hatása miatt jelennek meg, melyeket a lokális id®

negatív gradiense (illetve annak valamely függvénye) általi taszítás okoz.

Legyen t 7→ X(t) ∈ Zd egy folytonos idej¶ els®szomszéd-bolyongás a Zd rácson, melynek eloszlása

a következ® módon adható meg:

P
(
X(t+ dt) = y

∣∣ Ft, X(t) = x
)
= 11{| x−y |=1}w(ℓ(t, x)− ℓ(t, y)) dt+ o(dt) (7)

ahol

ℓ(t, z) := ℓ(0, z) + | {0 ≤ s ≤ t : X(s) = z} | z ∈ Zd (8)

az X(t) bolyongás lokális id® eloszlása valamilyen ℓ(0, z) ∈ R, z ∈ Zd kezdeti feltétellel, és a w

rátafüggvény növekv®. Ez egy folytonos idej¶ változata az [1]-ban de�niált bolyongásnak.

Renormalizációs csoportos érvelések alapján, de precíz érvelések nélkül az [1], [25], [28] cikkek

szerz®i a következ® sejtéseket fogalmazták meg a dimenzió függvényében:

� d = 1: X(t) ∼ t2/3 bonyolult, nem-Gauss határfolyamattal.

� d = 2: X(t) ∼ t1/2(log t)ζ a sejtés szerint Gauss határfolyamattal. (A ζ kitev® értékére nincs

egyértelm¶ sejtés a �zikai irodalomban.)

� d ≥ 3: X(t) ∼ t1/2 Gauss határfolyamattal.

A d = 1 esetben a modell bizonyos eseteire (diszkrét id® és éleken mért lokális id® a folytonos id®

és csúcsokban mért lokális id® helyett) t−2/3X(t)-re a határeloszlás-tétel bizonyítást nyert a [33] és

[35] cikkekben. A t 7→ N−2/3X(Nt) határfolyamatát a [36] cikkben határozták meg és analizálták.

d = 2-ben szuperdi�uzív alsó korlátot (t1/2(log log t)1/2 az izotróp és t1/2(log t)1/4 az anizotróp

esetben) bizonyítottak [34]-ben.
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Egy szorosan kapcsolódó modell az ún. �öntaszító Brown-polimer�, amely lényegében a TSAW

folytonos térbeli megfelel®je. 1-dimenzióban di�uzív korlátokért lásd [31], illetve d ≥ 3 esetért lásd

[14] és Vet® Bálint doktori disszertációját [38]. Ez a modell nem része a jelen értekezésnek.

A d ≥ 3 esetet vizsgáljuk a 2. fejezetben és [14]-ben. Azonosítjuk a lokális id®-pro�l természetes

stacionárius és ergodikus mértékét a mozgó részecskéb®l nézve. Rátafüggvények egy széles osztályára

bizonyítunk di�uzív skálázást, valamint egy sz¶kebb osztályra teljes centrális határeloszlás-tételt a

bolyongó helyzetének véges dimenziós eloszlásaira.

Ezek az eredmények részben tisztázzák az [1]-beli sejtéseket. A bizonyítás a nem-reverzibilis Kipnis-

Varadhan elméleten alapul, azon belül egy továbbfejlesztett változatát használja a szintenkénti szektor-

feltételnek.

Fázis-típusú eloszlások

Tekintsünk egy folytonos idej¶ Markov-láncot n + 1 állapoton, melyek közül pontosan egy nyel®.

Tegyük fel, hogy a nyel® súlya a lánc kezdeti eloszlásában 0. Jelölje X az elnyel®dés idejét; az

f : R+ → R+ s¶r¶ségfüggvénye a következ® alakú:

f(t) = −αAetA1, t ≥ 0, (9)

ahol α a kezdeti eloszlás sorvektor n elemmel (elhagyva a nyel®t), és A az ún. elt¶n® in�nitezimális

generátor mátrix: lényegében az in�nitezimális generátor, csak a nyel® állapot nélkül. Tehát A

egy n × n-es szubsztochasztikus mátrix, melyben az i-edik sor összege egyenl® az i állapotból való

elnyel®dés rátájának ellentettjével. 1 az n hosszú egységvektor csupa 1-es elemmel. A nyel® 0 kezdeti

súlya megfelel α1 = 1-nek; ezzel ekvivalens, hogy X a 0-t 0 valószín¶séggel veszi fel.

A fenti módon megkapható eloszlások az ún. �fázis-típusú eloszlások�; az osztályukat PH-val

jelöljük.

Fázis-típusú eloszlások használhatóak általános eloszlások közelítésére, ugyanis totális variációs

távolságban s¶r¶ halmazt alkotnak az összes abszolút folytonos nemnegatív eloszlások terében [5].

Egy fázis-típusú eloszlás s¶r¶ségfüggvénye mindig analitikus és a következ® alakú:

f(t) =
∑
i

ni∑
j=1

cλi,jt
j−1e−λit

ahol −λi az A mátrix sajátértékei, ni λi multiplicitása éscλi,j konstansok.

Egy adott f fázis-típusú eloszlásra α and A nem egyértelm¶; még a méretük sem egyértelm¶.

Emiatt egy adott (α,A) párt az f reprezentációjának hívunk, ha (9) fennáll. α (és A) mérete a

reprezentáció rendje.

A �mátrix-exponenciális eloszlások� (ME) osztálya a következ®:

1. De�níció. [ME eloszlások] Egy f s¶r¶ségfüggvény¶ X nemnegatív valószín¶ségi változó az ME
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osztályban van, ha valamely n-re létezik olyan α n méret¶ vektor és A n× n-es mátrix, melyre

f(t) = −αAetA1, t ≥ 0,

Ebben az esetben f (és X) ME(α,A) eloszlású.

Az ME és a PH eloszlások közötti eltérés abból fakad, hogy az ME eloszlások esetében nem kötünk

ki nemnegativitási feltételeket α-ra ésA-ra. Bár a formula pontosan megegyezik, abban az esetben, ha

α-nak vannak negatív elemei vagy A-nak nemdiagonális negatív elemei, az a sztochasztikus jelentés,

hogy X egy Markov-lánc elnyel®dési ideje, elvész.

PH ⊆ ME. A két osztály közötti különbséget O'Cinneide [26] karakterizálta. Még két de�nícióra

van szükségünk.

2. De�níció. [Pozitív s¶r¶ség feltétel] f teljesíti a �pozitív s¶r¶ség feltételt�, ha

f(t) > 0 ∀t > 0.

A de�níció megengedi f(0) = 0-t.

3. De�níció. [Domináns sajátérték feltétel] f teljesíti a �domináns sajátérték feltételt�, ha valamely

minimális rend¶ (α,A) ME reprezentációra A-nak egyetlen maximális valós rész¶ sajátértéke van.

A domináns sajátérték feltétel garantálja, hogy f nem oszcillál 0 körül t → ∞ esetén, továbbá a

de�níció kizárja azt az esetet, hogy van egy a domináns valós sajátérték és egy komplex sajátérték-pár

ugyanakkora valós résszel. a multiplicitása azonban lehet 1-nél nagyobb. Megjegyzés: ha a domináns

sajátérték feltétel teljesül valamely minimális rend¶ ME reprezentációra, akkor az összesre teljesül.

5. Tétel. [O'Cinneide karakterizációs tétele] Ha fX ME(α, A) eloszlású, akkor fX pontosan akkor

van PH-ban, ha a következ® két feltétel együttesen teljesül:

• fX teljesíti a pozitív s¶r¶ség feltételt;

• fX teljesíti a domináns sajátérték feltételt.

A tétel f® jelent®sége a két feltétel elégségessége. O'Cinneide eredeti bizonyítása nem konstruktív;

Maier [22] adott egy automata-elméleti módszereken alapuló bizonyítást.

A 3. fejezetben és a [11] cikkben konstruktív bizonyítást adunk a karakterizációs tételre: adunk

egy algoritmust, amely bizonyítottan mindig véget ér és egy PH reprezentációt ad, amennyiben fX

teljesíti a pozitív s¶r¶ség feltételt és a domináns sajátérték feltételt.

A korábbi eredményekhez képest a f® el®ny a konstrukció áttekinthet®sége. A bizonyítás ele-

mi mátrix algebrai eredményeket, approximációs technikákat használ és sztochasztikus interpretációt

használ. Egy másik el®ny, hogy a témakör frissebb eredményeit (például a monociklikus reprezentációt

[8]) összeköti a karakterizációs tétellel.
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Általánosított szemi-markovi populációs folyamatok

A (homogén) Markov populációs modell a következ®. Rögzítsünk egy N pozitív egészt. N egyed

mindegyike egy állapotban tartózkodik valamely véges S állapothalmazból. Az egyedek folytonos

idej¶ markovi átmeneteket végeznek: egy i állapotban lév® egyed rNij rátával ugrik a j állapotba. A

ráták függhetnek a rendszer �globális állapotától�; a globális állapot az egyes állapotokban tartózkodó

egyedek összes száma, azaz egy xN ∈ ({0, 1, . . . , N})|S| vektor, melyre xN
1 + · · · + xN

|S| = N . xN (t)

egy folytonos idej¶ Markov-lánc.

Egy ilyen rendszer viselkedésére vagyunk kíváncsiak N nagy értékei esetén. Tipikus feltétel,

hogy egy ilyen modell különböz® N -nel szerepl® példányai teljesítik a �s¶r¶ség-függést� (density-

dependence), azaz a ráták csak a �normált globális állapottól� függnek. A normált globális állapot

x̄N = xN

N .

A s¶r¶ség-függés elég gyakori valós életb®l vett példákban: a kémia (pl. reakciósebességet befo-

lyásolja a koncentráció), biológia és számos számítógépes rendszerekre vonatkozó alkalmazás esetén.

Ugyan a rendszer globális állapota Markov-láncot alkot, ennek a láncnak az explicit analízise a

gyakorlatban nem kivitelezhet®, mert a lánc állapotterének mérete N -ben exponenciálisan növekszik.

Kurtz klasszikus eredménye szerint [20] további regularitási feltételek mellett (úgymint rij

Lipschitz-folytonosak és a kezdeti feltételek konvergálnak) egy s¶r¶ség-függ® Markov populációs mo-

dell N → ∞ esetén konvergál egy közönséges di�erenciálegyenlet-rendszer megoldásához. A f® el®nye

Kurtz megközelítésének, hogy a rendszer mérete |S| marad N értékét®l függetlenül. Egy másik kö-

vetkezmény, hogy a határfolyamat determinisztikus: N nagy értékeire a rendszer globális viselkedése

közel determinisztikus. A határértéket átlag-tér (mean-�eld) határértéknek nevezzük.

Akárcsak a fent leírt Markov populációs modell esetén, az általánosított szemi-markovi populációs

folyamatok (population generalized semi-Markov process, PGSMP) esetén minden egyes egyed egy S
lokális állapottér valamelyikében tartózkodik; az egyedek a markovi átmenetek mellett azonban nem-

markovi átmeneteket is végeznek. Bizonyos állapotokban van egy �aktív óra�. Amikor egy egyed belép

egy ilyen állapotba, elindít egy órát tetsz®leges (el®re adott) eloszlással, majd amikor az óra csörög,

végrehajt egy átmenetet. Ezeket a nem-exponenciális id®ket késleltetésnek (delay) hívjuk; feltesszük,

hogy a nem-exponenciális órák nem megszakíthatóak a markovi átmenetek által.

Az utóbbi id®ben újfent kiújult az érdekl®dés a PGSMP rendszerek iránt; 2012-ben egymástól

függetlenül Hayden [12] és Bortolussi és Hillston [4] egyaránt bizonyították az átlag-tér határértéket

determinisztikus késleltetés esetén.

A 4. fejezetben és a [13] cikkben meghatározzuk az átlag-tér határértéket általános késleltetés

esetén; a f® eltérés Kurtz tételéhez képest, hogy a határérték egy késleltetett di�erenciálegyenlet-

rendszer megoldása. A közönséges di�erenciálegyenlett®l való eltérés megfelel annak, hogy az általános

késleltetések egyfajta memóriát visznek be a rendszerbe.
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1. A relaxált szektor feltétel és a továbbfejlesztett szintenkénti

szektor feltétel

Ezen fejezet f® eredményei a relaxált szektor feltétel és a továbbfejlesztett szintenkénti szektor feltétel.

Közös munka eredménye Tóth Bálinttal és Vet® Bálinttal. A [15] és részben a [14] cikkeken alapul.

A relaxált szektor feltétel

Legyen C ⊂ H egy közös mag (core) a G, G∗, S és A operátoroknak és legyen

Bλ := (λI + S)−1/2A(λI + S)−1/2, λ > 0. (10)

Bλ s¶r¶n de�niált anti-önadjungált operátorok a (λI + S)1/2C halmazon.

A relaxált szektor feltétel kulcsa egy olyan B anti-önadjungált operátor létezése, amely formálisan

B := S−1/2AS−1/2, (11)

valamint egy olyan kell®en nagy altér, melynek elemein Bλ pontonként konvergál B-hez, amint λ → 0.

Ebben az esetben a (3) H−1-feltétel biztosítja a KV tétel alkalmazhatóságát.

6. Tétel. [Relaxált szektor feltétel] Tegyük fel, hogy a C̃ ⊆ ∩λ>0 Dom(Bλ) altér s¶r¶ H-ban és rajta

értelmezett egy B : C̃ → H lényegében anti-önadjungált operátor, amelyre bármely φ ∈ C̃ vektorra

lim
λ→0

∥Bλφ−Bφ ∥ = 0. (12)

Ekkor a KV Tétel martingál-approximációja és a centrális határeloszlás-tétel következik.

A bizonyítás a Trotter-Kurtz tétel menetét követi, lásd pl. Theorem 2.12 [21]-ben.

Az alkalmazásokban a kulcsmomentuom a C̃ altér azonosítása és annak bizonyítása, hogy B nem

csupán antiszimmetrikus (ami közvetlenül adódik az alakjából), hanem lényegében anti-önadjungált.

Az SSC tétel közvetlenül következik bel®le. Tegyük most fel egy, az operátorokkal konzisztens

ortogonális felbontás létezését ((4)�(6)). A GSC tétel következ® változata is adódik:

. Tétel. [GSC a relaxált szektor feltételb®l] Ha létezik egy olyan növ® pozitív cn számsorozat, melyre

∞∑
n=1

c−1
n = ∞

és

∥S−1/2
n+i,n+iAn,n+iS

−1/2
n,n ∥ ≤ cn (i = ±1),

akkor a KV tétel martingál approximációja és a centrális határeloszlás-tétel következik minden f ∈
Ran(S1/2) függvényre.
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A bizonyítás kulcsa

Ran(I ± S−1/2AS−1/2)⊥ = 0, (13)

bizonyítása, amely az önadjungáltság alapvet® kritériumának megfelel®je. Lásd pl. Theorem VIII.3.

[29]-ben.

A továbbfejlesztett szintenkénti szektor feltétel

Felírjuk a szintenkénti szektor feltételt ([27], [17]) egy továbbfejlesztett formában.

Tegyük fel, hogy a H = L2(Ω, π) Hilbert-tér ortogonálisan felbomlik:

H = ⊕∞
n=0Hn, (14)

és a G = −S +A in�ntezimális generátor konzisztens a felbontással a következ® értelemben:

S =

∞∑
n=0

r∑
j=−r

Sn,n+j , Sn,n+j : Hn → Hn+j , S∗
n,n+j = Sn+j,n, (15)

A =
∞∑

n=0

r∑
j=−r

An,n+j , An,n+j : Hn → Hn+j , A∗
n,n+j = −An+j,n (16)

valamely véges r egészre. Itt és a továbbiakban
∑∞

n=0

∑r
j=−r · · · a következ®t jelöli∑∞

n=0

∑r
j=−r 11{n+j≥0} · · · .

7. Tétel. [Továbbfejlesztett szintenkénti szektor feltétel] Tegyük fel, hogy létezik egy D = D∗ ≥ 0

operátor, amely diagonális H felbontása szerint:

D =
∞∑

n=0

Dn,n, Dn,n : Hn → Hn, (17)

továbbá

0 ≤ D ≤ S. (18)

Tegyük fel, hogy adottak C < ∞ és 2 ≤ κ < ∞ konstansok, melyekkel a következ® korlátok teljesülnek:∥∥∥D−1/2
n,n (Sn,n +An,n)D

−1/2
n,n

∥∥∥ ≤ Cnκ, (19)∥∥∥D−1/2
n+j,n+jAn,n+jD

−1/2
n,n

∥∥∥ ≤ n

12r2κ
+ C, j = ±1, . . . ,±r, (20)∥∥∥D−1/2

n+j,n+jSn,n+jD
−1/2
n,n

∥∥∥ ≤ n2

6r3κ2
+ C, j = ±1, . . . ,±r, (21)

Ezen feltételek teljesülése esetén bármely f ∈ ⊕N
n=0Hn, (N < ∞) függvényre, melyre

D−1/2f ∈ H, (22)

alkalmazható a KV Tétel és teljesül a martingál approximáció és a centrális határeloszlás-tétel.
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A szintenkénti szektor feltétel korábbi felírásaiban ([30], [17], [27])) a szimmetrikus részre vonatkozó

fels® korlát (21) alakja megegyezett az antiszimmetrikus részre vonatkozó korlát alakjával (20). n

helyett n2 rendig a (21) képletben egy a megfelel® tagra vonatkozó pontosabb becslés révén tudunk

felmenni.

2. Centrális határeloszlás-tétel a rövidlátó öntaszító bolyongásra

d ≥ 3 dimenzióban

Ezen fejezet és [14] f® eredménye a di�uzív korlátok a rövidlátó öntaszító bolyongásra rátafüggvények

egy széles osztályára d ≥ 3 esetén, és egy sz¶kebb osztályra belátjuk a teljes centrális határeloszlás-

tételt a bolyongás véges-dimenziós eloszlásaira.

t 7→ X(t) ∈ Zd egy folytonos idej¶ els®szomszéd bolyongás Zd-ben, melynek az átmeneteit (7)

határozza meg valamely w : R → (0,∞) sima rátafüggvénnyel, melyre a következ® feltevéseket tesszük.

inf
u∈R

w(u) := γ > 0. (23)

Jelölje s és r w páros és páratlan részét:

s(u) :=
w(u) + w(−u)

2
− γ, r(u) :=

w(u)− w(−u)

2
. (24)

(23)-n kívül a következ® feltevéseket tesszük: léteznek olyan pozitív véges c > 0, ε > 0 és C < ∞
konstansok, melyekre

inf
u∈R

r′(u) > c, (25)

s(u) < C exp{(c− ε)u2/2}, (26)

és r(·) analitikus függvény, melyre teljesül

∞∑
n=0

(
2

c− ε

)n/2 ∣∣∣ r(n)(0) ∣∣∣ < ∞. (27)

A (23) feltétel ellipticitást garantál, melynek révén a bolyongást minorálja egy közönséges egyszer¶

szimmetrikus bolyongás. A (25) feltétel garantálja a stacionárius mérték létezéséhez szükséges log-

konkavitást. (26) és (27) technikai jelleg¶ feltételek.

A d ≥ 3 esetet vizsgáljuk. El®ször azonosítunk egy természetes stacionárius és ergodikus mér-

téket a környezetre (a lokális id®k összességére) a bolyongóból nézve. A stacionárius és ergodikus

tartományban di�uzív (t rend¶) alsó és fels® korlátot bizonyítunk X(t) szórásnégyzetére és di�uzív

határértéket (nem elfajuló centrális határeloszlás tételt normális skálázással) bizonyítunk a bolyongó

helyzetére.
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Tekintsük a környezetet a bolyongóból nézve:

η(t) =
(
η(t, x)

)
x∈Zd η(t, x) := ℓ(t,X(t) + x). (28)

t 7→ η(t) egy c.a.d.l.a.g. (jobbról folytonos) Markov folyamat az

Ω := {ω =
(
ω(x)

)
x∈Zd : ω(x) ∈ R, (∀ε > 0) lim

|x |→∞
|x |−ε |ω(x) | = 0}. (29)

állapottéren. A lokális id®k ℓ(0, x) ∈ R kezdeti feltételei lehetnek negatívak is (és így ℓ(t, x) is). A

térbeli eltolások

τz : Ω → Ω, τzω(x) := ω(z + x), z ∈ Zd (30)

természetes módon hatnak Ω-n.

Jelölje

U := {e ∈ Zd : | e | = 1}. (31)

a 2d darab egységvektort.

A t 7→ η(t) folyamat in�nitezimális generátora

Gf(ω) =
∑
e∈U

w(ω(0)− ω(e))
(
f(τeω)− f(ω)

)
+Df(ω) (32)

ahol a

Df(ω) :=
∂f

∂ω(0)
(ω) (33)

(nemkorlátos) lineáris operátor jólde�niált sima cilinderfüggvényekre.

(32)-ben a különböz® tagok jelentése világos:az összegben szerepl® tagok a szomszédokba való

ugrásoknak felelnek meg, míg a deriválás a lokális id® várakozás közbeni növekedésének felel meg.

De�niáljuk a leend® stacionárius és ergodikus mértéket Ω-n. Legyen

R : R → [0,∞), R(u) :=

∫ u

0

r(v) dv. (34)

R szigorúan konvex és páros. π(ω) jelöli az egyértelm¶ centrált Gibbs-mértéket (Markov mez®t) Ω-n,

melyet a következ® feltételes speci�kációk de�niálnak egy véges Λ ⊂ Zd halmazon:

dπ
(
ωΛ

∣∣ ωZd\Λ
)
= Z−1

Λ exp

−1

2

∑
x,y∈Λ

|x−y |=1

R(ω(x)− ω(y))−
∑

x∈Λ,y∈Λc

|x−y |=1

R(ω(x)− ω(y))

 dωΛ (35)

12



ahol ωΛ a Lebesgue-mérték Λ-n. A (35) által de�niált eltolás-invariáns Gibbs-mérték csak d ≥ 3 esetén

létezik (lásd [10]). A π mérték eltolás-invariáns és a (Ω, π, τz : z ∈ Zd) dinamikai rendszer ergodikus.

Az r(u) = u, R(u) = u2/2 speciális esetben a π(ω) mérték a �zéró tömeg¶ szabad Gauss-mez®t�

de�niálja Zd-n d ≥ 3-ra, melynek várhatü értéke és kovarianciája∫
Ω

ω(x) dπ(ω) = 0,

∫
Ω

ω(x)ω(y) dπ(ω) = (−∆)−1
x,y =: C(y − x) (36)

ahol ∆ a rácson értelmezett Laplace-operátor: ∆x,y = 11{| x−y |=1} − 2d11{|x−y |=0}. Ezt az esetet

Gauss-esetnek hívjuk.

1. Állítás. [A mérték stacionárius és ergodikus] A π(ω) mérték stacionárius és ergodikus a t 7→ η(t) ∈
Ω folyamathoz.

A stacionaritás bizonyítása a �Jaglom-reverzibilitás� tulajdonságon múlik: a

Jf(ω) := f(−ω), (37)

jelölésekkel

JSJ = S, JAJ = −A, JGJ = G∗. (38)

(38) kicsit többet is jelent, mint stacionaritás: az id®-megfordított és J szerint invertált folyamat

t 7→ η̃(t) := −η(−t) (39)

eloszlásban megegyezik az eredeti t 7→ η(t) folyamattal. Ezt a fajta szimmetriát nevezik Jaglom-

reverzibilitásnak; számos szimmetrikus �zikai modellben megjelenik [40], [41].

Az ergodicitás az eltolások ergodicitásából adódik (Ω, π)-n.

Az ergodicitásból a nagy számok törvénye is következik:

1. Következmény. [Nagy számok törvénye] π-m.m. ℓ(0, ·) kezdeti eloszlás esetén

lim
t→∞

X(t)

t
= 0 m.b. (40)

A fejezet f® eredményei a bolyongó helyzetére vonatkozó di�uzív korlátok és centrális határeloszlás-

tétel.

8. Tétel. [Di�uzív korlátok és centrális határeloszlás-tétel]

(1) A (23), (25), (26) and (27) feltételek teljesülése esetén

0 < γ ≤ inf
| e |=1

lim
t→∞

t−1E
(
(e ·X(t))2

)
≤ sup

| e |=1

lim
t→∞

t−1E
(
(e ·X(t))2

)
< ∞. (41)
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(2) Ha az el®bbieken felül

r(u) = u, s(u) = s4u
4 + s2u

2 + s0, (42)

is teljesül, valamint s4/γ elég kicsi, akkor létezik és nem elfajult a

σ2
kl := lim

t→∞
t−1E (Xk(t)Xl(t)) (43)

aszimptotikus kovarianca-mátrix. Továbbá a

XN (t) := N−1/2X(Nt) (44)

folyamat véges-dimenziós peremeloszlásai konvergálnak egy d-dimenziós σ2 koverianciájú Brown-

mozgás megfelel® peremeloszlásaihoz.

A bizonyítás a következ® martingál + integrál felbontáson alapul:

X(t) = N(t) +

∫ t

0

φ(η(s)) ds+

∫ t

0

φ̃(η(s)) ds. (45)

N(t) az ugrási rátáknak megfelel® martingál, míg a φ : Ω− > Rd függvény a bolyongó feltételes

sebessége a környezet függvényében.

A di�uzív alsó korlát bizonyítása azon múlik, hogy az N(t) martingál egy része korrelálatlan a

többi taggal.

A di�uzív fels® korlát Fourier-tartományban végzett számításokon alapszik és a Brascamp-Lieb

egyenl®tlenség következ® következményét használja (lásd pl. Proposition 2.1 [3]-ben):

9. Lemma. [Brascamp-Lieb] Bármely sima F : Ω → R cilinder-függvényre és 0 ≤ λ < c/2-ra:

1

Z(λ)
E
(
F (ω)2 exp{λ(ω(0)− ω(e))2}

)
(46)

≤ 1

c

1

Z(λ)
E

 ∑
x,y∈Zd

∂xF (ω)(−∆)−1
xy ∂yF (ω) exp{λ(ω(0)− ω(e))2}


+

1

Z(λ)2
E
(
F (ω) exp{λ(ω(0)− ω(e))2}

)2
.

∂x
∂

∂ω(x) -et jelöli.

A lemma garantálja az aszimptotikus szórás végességét bármely polinom w-re a polinom foka

szerinti indukcióval, illetve általánosabban gyorsan lecseng® hatványsorokra is.

Végezetül a

r(u) = u, s(u) = s4u
4 + s2u

2 + s0,
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speciális esetben a továbbfejlesztett szintenkénti szektor feltétel alkalmazható. Áttérünk az ekvivalens

Fock-térre, ahol Hn ekvivalens megfelel®je az n-edfokú polinomok (ortogonalizálva); a 7. tételbeli

fels® korlátok számítását ebben a térben végezzük. Az egyik kritikus tag∥∥∥D−1/2
n+j,n+jSD

−1/2
n,n

∥∥∥ = O(ndeg s/2),

amely lehet®vé teszi, hogy az s polinom fokát 4-ig növeljük.

3. A fázis-típusú karakterizációs tétel konstruktív bizonyítása

E fejezet f® eredménye egy új, konstruktív bizonyítás a 5. tétel elégséges irányára. Az eredmények a

[13] publikációban szerepelnek.

Az algoritmus eredményeként el®álló reprezentáció egyszer¶ és áttekinthet® szerkezet¶, valamint a

rendje is expliciten kiszámítható. Az algoritmus 5 f® lépésre osztható. Az 1-es és 2-es lépés el®készít®

jelleg¶, míg az 5-ös lépés a 2-es lépéshez kapcsolódó korrekció. A 3-as lépés [8] eredményein alapul; a

f® újdonság a 4-es lépés, melyet kicsit jobban részletezünk a következ®kben.

Legyen adott fX mátrix-exponenciális függvény (α,A) reprezentációval, mely teljesíti a pozitív

s¶r¶ség feltételt és a domináns sajátérték feltételt.

• 1-es lépés. Keresünk egy ekvivalens minimális (α1,A1) ME reprezentációt a felesleges sajátér-

tékek eliminálása révén.

• 2-es lépés. Ez a lépés csak akkor kerül végrehajtásra, ha fX(0) = 0. A lépés lényegében egy

�dekonvolúció�: fX -et el®állítjuk egy fY mátrix exponenciális s¶r¶ségfüggvény és egy megfelel®

Gamma eloszlás s¶r¶ségfüggvényének konvolúciójaként. A lépés értelme, hogy fY (0) > 0, to-

vábbá ha fY -hoz találunk PH reprezentációt, akkor az automatikusan ad egy PH reprezentációt

fX -re is. A 3-as és 4-es lépést fY -ra hajtjuk végre, és csak az 5-ös lépésben váltunk vissza fX -re.

• 3-as lépés. Egy (γ, G) reprezentációt határozunk meg, ahol G szubsztochasztikus, viszont γ

még mindig tartalmazhat negatív elemeket. A lépés f® eszköze a monociklikus struktúra (ún.

Feedback-Erlang blokkokkal, [8]). G mérete tipikusan növekszik a 2-es lépés eredményéhez

képest, mert minden egyes komplex sajátérték-párt legalább 3 fázissal (állapottal) reprezentál.

Mindazonáltal G egy ritka és áttekinthet® szerkezet¶ mátrix. Ehhez a lépéshez csak a domináns

sajátérték feltétel szükséges.

• 4-es lépés. (γ,G)-t egy ún. Erlang-farok hozzáadásával áttranszformáljuk egy (β,B) reprezen-

tációra, ahol már β is nemnegatív (és B is szubsztohasztikus marad). Az Erlang farok azonos

paraméter¶ sorbakötött fázisokból áll. A f® kihívás a farok hossza és paraméterének kiszámí-

tása. A f® matematikai eszköz elemi függvények approximációi. A 4-es lépés váza a következ®

elemekb®l áll:
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� Keresünk egy τ > 0 értéket, melyre γeτG > 0 (elemenként). A domináns sajátérték feltétel

és a pozitív s¶r¶ség feltétel teljesülése esetén ilyen τ mindig létezik, feltéve, hogy G a 3-as

lépés eredményeként kapott Feedback-Erlang struktúrájú.

� Keresünk egy λ′ értéket, melyre

γ

(
I+

G

λ

)τλ

> 0 ∀λ ≥ λ′;

ez mindig megvalósítható, mivel
∥∥γ(I+ G

λ )
τλ − γeτG

∥∥→ 0 amint λ → ∞.

� Legyen ϵ = inft∈(0,τ) fX(t). ϵ > 0 a pozitív s¶r¶ség feltétel és a 2-es lépés eredményeképpen.

Keresünk egy λ′′ értéket, melyre∣∣∣∣∣−γeGτG1+ γ

(
I+

G

λ

)τλ

G1

∣∣∣∣∣ < ϵ ∀λ ≥ λ′′.

Ez garantálja, hogy −γ
(
I+ G

λ

)k
G1 > 0 for k = 1, . . . , n ahol n = τλ′′. Ez mindig

megvalósítható, mivel ϵ > 0.

� A (γ,G) reprezentációt kiterjesztjük egy Erlang-farokkal λ = max(λ′, λ′′) paraméterrel,

melynek hossza n = ⌈λτ⌉.

• 5-ös lépés. Visszaalakítjuk a 4-es lépés eredményét fX egy reprezentációjává a 2-es lépésbeli

változtatás alapján.

10. Tétel. [Az eljárás helyessége] Amennyiben a pozitív s¶r¶ség és a domináns sajátérték feltétel

teljesülnek, a fenti algoritmus mindig megadja fX egy PH reprezentációját.

A 5. tétel szükséges iránya lényegében a Perron�Frobenius lemma egy általánosításán múlik, lásd

[23].

4. Átlag-tér határérték populációs modellekre általános késlel-

tetésekkel

Kiterjesztjük a homogén Markov populációs modellt. Akárcsak a fent leírt Markov populációs modell

esetén, az általánosított szemi-markovi populációs folyamatok (population generalized semi-Markov

process, PGSMP) esetén N egyed mindegyike egy S lokális állapottér valamelyik állapotában tartóz-

kodik.

Az egyedek a markovi átmenetek mellett azonban nem-markovi átmeneteket is végeznek. Bizonyos

állapotokban van egy �aktív óra�. Amikor egy egyed belép egy ilyen állapotba, elindul egy óra tetsz®-

leges (el®re adott) eloszlással, majd amikor az óra csörög, az egyed végrehajt egy átmenetet. Ezeket

a nem-exponenciális id®ket késleltetésnek (delay) hívjuk.
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A következ® feltevéseket tesszük: a markovi átmenetek rátája s¶r¶ség-függ®; a ráták Lipschitz-

folytonosak és korlátosak.

Valahányszor egy egyed beugrik egy �aktív� i állapotba, elindul egy nem-exponenciális óra Fi

eloszlásfüggvénnyel. Fi tetsz®leges, csak annyit kötünk ki, hogy a pozitív félegyenesre koncentrált.

A generált id® mindent®l független. Ha az id® letelt, az egyed elugrik i-b®l; feltesszük, hogy mindig

ugyanabba az állapotba ugrik át (ami i-t®l függhet), és a célállapotban nincs aktív óra. A jelölésben

pij = 1, ha j a célállapot i-b®l; pij = 0 minden más esetben. Az átmenet után az óra visszaállítódik

0-ra és legközelebb akkor indul el (újrainicializálva), amikor az egyed visszatér az i állapotba.

Tehát egy egyednek legfeljebb egy aktív órája lehet bármely pillanatban, viszont globálisan az

aktív órák száma tetsz®leges lehet bármely id®pillanatban.

Feltesszük, hogy a nem-exponenciális órák nem megszakíthatóak a markovi átmenetek által, azaz

ha i aktív állapot, akkor rij = 0 ∀j.
Feltesszük továbbá, hogy a rendszer kezdeti állapota a nem aktív állapotokra koncentrálódik (tehát

kezdetben nincs aktív óra).

Megadjuk a modell Poisson-reprezentációját. Legyenek Pij(.) független 1 rátájú Poisson-

folyamatok minden i ̸= j ∈ S-re. Legyenek {T ij
k }∞k=1 független, azonos eloszlású példányok az Fi

eloszlásból. Az Fi jelölést a nem-aktív i állapotokra is használjuk, de 0 együtthatóval, így ez esetben

Fi tetsz®leges.

x̄N (t) Poisson-reprezentációja

x̄N
i (t) =x̄N

i (0)−
∑
j:j ̸=i

1

N
Pij

(
N

∫ t

0

rij(x̄
N (u))du

)
+
∑
j:j ̸=i

1

N
Pji

(
N

∫ t

0

rji(x̄
N (u))du

)

+
∑
h∈S0

∑
j∈S1

∫ t

z=0

pij1

(
T ji

Phj(N
∫ z
0

rhj(x̄N (u))du)
≤ t− z

)
1

N
dPhj

(
N

∫ z

0

rhj(x̄
N (u))du

)

−
∑
h∈S0

∑
j:j∈S0

∫ t

z=0

pji1

(
T ij

Phi(N
∫ z
0

rhi(x̄N (u))du)
≤ t− z

)
1

N
dPhi

(
N

∫ z

0

rhi(x̄
N (u))du

)
(47)

minden i ∈ S-re.
Az els® tag a kezdeti feltétel. A második és harmadik tag felelnek meg az i-b®l illetve i-be történ®

markovi átmeneteknek.

A negyedik tag értelmezése a következ®. Ha i aktív, a tag 0. Ha i nem aktív, akkor tekintsünk

egy aktív j állapotot, melyre pij = 1 és egy inaktív h állapotot. Ha a z id®pontban történik egy h → j

Markov-átmenet, akkor egy Fj eloszlású aktív óra elindul. Az óra az értékét a {T ji
k }∞k=1 listából veszi;

azért, hogy minden egyes óra független legyen a korábbiaktól, k értékét Phj

(∫ z

0
rhj((x̄

N (u))du
)
-ra

állítjuk (ami Phj minden egyes érkezésével növekszik). Amikor az indikátor változó 1, az óra a t

id®pontig bezárólag csörgött, és az átmenetet �gyelembe kell vennünk. Amikor az indikátor változó

0, akkor az átmenet még nem következett be t-kor, így nem kell �gyelembe vennünk.

Hasonlóan az ötödik tag csak akkor nemnulla, ha i aktív; legyen j azon inaktív állapot, melyre

pji = 1 és legyen h tetsz®leges inaktív állapot. Ha a z id®pontban történik egy h → i átmenet,

akkor egy Fi eloszlású aktív óra elindul. Az óra ezúttal a {T ij
k }∞k=1 listából veszi az értékét k =
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Pij

(∫ z

0
rij((x̄

N (u))du
)
választással. Az óra pontosan akkor csörög t-ig bezárólag, amikor az indikátor

változó értéke 1, azaz számolnunk kell a t-ig bekövetkezett átmenetek között. Az átlag-tér határértéket

a következ® késleltetett di�erenciálegyenletek határozzák meg (integrál alakban írva):

vi(t) =vi(0)−
∑
j:j ̸=i

∫ t

0

rij(v(u))du+
∑
j:j ̸=i

∫ t

0

rji(v(u))du

+
∑
h∈S0

∑
j∈S1

∫ t

u=0

pijFj(t− u)rhj(v(u))du

−
∑
h∈S0

∑
j:j∈S0

∫ t

u=0

pjiFi(t− u)rhi(v(u))du (48)

minden i ∈ S-re.
rij Lipschitz-folytonossága garantálja, hogy (48) megoldása létezik és egyértelm¶.

Feltesszük a kezdeti feltételek konvergenciáját:

lim
N→∞

P(∥v(0)− x̄N (0)∥ > ϵ) = 0 ∀ε > 0.

11. Tétel. [Az átlag-tér határérték] Az el®bbi feltételek mellett minden T > 0 és ϵ > 0 esetén:

lim
N→∞

P

{
sup

t∈[0,T ]

∥x̄N (t)− v(t)∥ > ϵ

}
= 0

A bizonyításról tömören. De�niáljuk az yN (t) segédfolyamatot:

yNi (t) :=vi(0)−
∑
j:j ̸=i

∫ t

0

rij(x̄
N (u))du+

∑
j:j ̸=i

∫ t

0

rji(x̄
N (u))du

+
∑
h∈S0

∑
j∈S1

∫ t

u=0

pijFj(t− u)rhj(x̄
N (u))du

−
∑
h∈S0

∑
j:j∈S0

∫ t

u=0

pjiFi(t− u)rhi(x̄
N (u))du (49)

minden i ∈ S-re.
Ekkor

|x̄N
i (t)− vi(t)| ≤ |x̄N

i (t)− yNi (t)|+ |yNi (t)− vi(t)|

minden i ∈ S-re.
Legyen

DN
i (T ) = sup

t∈[0,T ]

|x̄N
i (t)− yNi (t)|.
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∥yN (t)− v(t)∥-t a következ® módon becsüljük:

|yNi (t)− vi(t)| ≤ C

∫ t

0

∥xN (u)− v(u)∥du

valamely véges C-re (∥.∥ a maximum norma RS -en). A cél belátni, hogy DN
i (T ) → 0 valószín¶ségben

amint N → ∞ minden i ∈ S-re; ha ez megvan, akkor

∥x̄N (t)− v(t)∥ ≤ max
i∈S

DN
i (T ) + ZR

∫ t

0

∥x̄N (u)− v(u)∥du (50)

és a Grönwall egyenl®tlenség ([9], page 498) szerint

∥x̄N (t)− v(t)∥ ≤ max
i∈S

DN
i (T ) exp(ZRT ),

ami bizonyítja a tétel állítását.

Azt, hogy DN
i (T ) → 0 valószín¶ségben, különféle valószín¶ségi koncentrációs tételek alkalmazásá-

val bizonyítjuk, nevezetesen a funkcionális nagy számok törvénye a Poisson-folyamatra ([39], Section

3.2) és az Azuma-egyenl®tlenség megfelel® alkalmazása révén [7, 2].
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