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Bevezetés

A Markov folyamatok egy sokat vizsgélt teriilete a matematikinak a kiterjedt elmélet mellett sza-
mos gyakorlati alkalmazéssal is. A kiilénbozs alkalmazasi teriiletek kozott megtalalhato statisztikus
mechanika, kémia, gazdasagtan, populaciddinamika és sorbanéllasi rendszerek is.

Ahogy a vizsgalt modellek egyre Gsszetettebbek, természetes igény meriil fel a markovi modellekre
ismert eredmények kiterjesztésére olyan rendszerekre, melyekre a Markov-tulajdonsidg nem all fenn
teljes egészében, azaz hosszi memoriaju véletlen folyamatokra. A memoéria pontos mibenléte sokféle
lehet; a matematikai fizikai példak kézott megtalalhatéak kolesonhatéd részecskerendszerek és véletlen
kérnyezetben mozgd részecskék egyarant. Ezekben az esetekben a memoriat a kornyezet allapota
illetve G/M/1 sorokhoz vezetnek; ezekben az esetekben a memoria megfelel a nem-exponencialis érak
idejének.

Nem-markovi viselkedést tobbféle médon lehet vizsgélni. Egy lehetGség az allapottér kiterjeszté-
se, hogy a b&vebb allapottérben mar teljesiiljon a Markov-tulajdonsag. Ennek a megkdzelitésnek a
16 nehézsége, hogy az allapottér tdl nagy lesz és nehezen kezelhetévé Mindazonaltal ez a megkozeli-
tés miikodik szamos fizikai rendszerre. Az elmélet az elmult évtizedekben folyamatosan fejlédik. A
Kipnis és Varadhan [16] altal bevezetett martingél-approximécios technikak révén sikeriilt centralis
hatareloszlas-tételt bizonyitani kélcsénhato részecskerendszerek és véletlen kérnyezetben torténd bo-
lyongasok szamos osztalyara. A centralis hatareloszlast biztositod elégséges feltételeket hagyomanyosan
,szektor feltételeknek” nevezik. Véletlen kdrnyezetben valé bolyongasok egy konkrét osztalya a ,révid-
lat6 Ontaszitoé bolyongas”, mely a bolyongdt a sokat latogatott teriiletekrdl eltaszitja keveset latogatott
teriiletek fele. A modellt a fizikai irodalomban az 1980-as években vezették be [1].

Egyszert sorbanallasi modellek vizsgilatara rendelkezésre allnak matrix-analitikus moédszerek il-
letve kozvetlen szamitasok is végezhetSek Laplace—Stieltjes transzformalt segitségével. Ezek mara jol
ismert és kidolgozott médszerek. Osszetettebb, nem-markovi sorbanallasi modellek esetén egy masik
lehetséges targyalasi mod a Markov-folyamatokkal valo kozelités. Altalanos eloszlasokat lehet eloszla-
sok specidlis osztalyaval kozeliteni. A markovi modellezés szempontjabol egy ilyen relevans osztaly a
Jfazis-tipust” (phase-type) eloszlasok.
egyik els6 eredmeény Kurtz tétele [20], amely egy ilyen rendszer atlag-tér (mean-field) viselkedését (azaz
amikor a populacio létszama végtelenhez kozelit) irja le kozonséges differencialegyenletek révén. Azota
szamos kiilonboz6 teriilet képviseldi (pl. szamitogéptudomany, biologia, kémia) vizsgaltak a klasszikus
modell kiilénb6z6 nem-markovi kiterjesztéseit. Egy ilyen populaciés modell az un. ,altalanositott
szemi-markovi populacios folyamat” (population generalized semi-Markov process, PGSMP).

Az értekezés négy fejezetre van bontva.

A 2. fejezet témaja elégséges feltételek a martingal approximéacié és centralis hatareloszlas-tétel
bizonyitasara stacionarius és ergodikus Markov-lancokra. Ez koézos munka Toéth Balinttal és Vetd
Balinttal, és a [15] cikkre és a [14] cikk egy részére alapul.

A 3. fejezet téméaja a rovidlatd ontaszitd bolyongés viselkedése d > 3 dimenzidban. Ez kozos



munka To6th Balinttal és Vets Balinttal, és a[14] cikk egy részére alapul.

A 4. fejezet témaja O’Cinneide karakterizacios tétele fazis-tipusu eloszlasokra. A {6 eredmény
konstruktiv bizonyitas a tétel elégséges iranyara. Kozos munka Telek Miklossal, és a [13] cikkre
alapul.

Az 5. fejezet témaja egy bizonyos tipust &ltaldnositott szemi-markovi populécios folyamat-
osztalynak az atlag-tér hatarértéke. Ez kozos munka Telek Mikléssal és Richard Hayden-nel, és a
[11] cikkre alapul.

A kivonat tovabbi felépitése: elGszor minden teriilethez adunk attekintést a korabbi eredményekrdl,

majd négy szdmozott tézisben a disszertacié eredményei keriilnek ismertetésre.

Centralis hatareloszlas-tétel stacionarius és ergodikus Markov-folyamatok

funkcionaljaira; szektor-feltételek

Legyen (Q, F, ) valoszintiségi mezs:  az allapottere egy staciondrius és ergodikus t — n(t) Markov-
folyamatnak. Tekintsiik a H := £2(,7) Hilbert-teret. A folyamat félcsoportjanak infinitezimdlis
generdtora, G egy jol-definialt (esetleg nemkorlatos) zart linearis operator H-n.

Legyen f € H 0 véarhato értéki fiiggveny ((f,1) = [, fdr = 0). Centralis hatareloszlas-

tételt /invariancia-elvet szeretnénk vizsgalni a
Nt
N7V2 L f(n(s)) ds (1)
0

folyamatra N — oo esetén.
A 16 eszkéz martingal-approximécio és centralis hatareloszlas-tétel bizonyitasara Kipnis és Varad-
han kovetkezs tétele [16]:

1. Tétel. [KV] Az eddigi jelolésekkel, ha a kovetkezs két hatarérték létezik H-ben:

. —1

lim M2(A1 - G) " f =0,

. -1

lim SY2(A\ - G) " f=veH,

akkor létezik egy olyan 0 varhato értéki M (t) £2-martingal, amely adaptalt az 7(t) folyamat filtraci-

6jahoz, stacionarius és ergodikus névekmény és

lim NT'E ((/ON f(n(s))ds — M(N))2> =0.
A KV tétel egy absztrakt eredmény, mely konkrét esetekben esetleg nehezen alkalmazhat6 kozvet-
leniil; ezért érdemes olyan kévetkezményeit megfogalmazni, melyek adott esetben kénnyebben ellen-
Grizhetdek.
A [16] cikkben Kipnis és Varadhan bizonyitottak, hogy a reverzibilis esetben (amikor G 6nad-

jungélt), a KV tétel alkalmazhato és igy martingal-approximécié és centrélis hatareloszlas-tétel bizo-



nyithato egyetlen tovabbi feltétellel, amely az f aszimptotikus szorasanak végessége (amely nyilvan

sziikséges):

2. Tétel. [Reverzibilis eset] Ha G = G*, akkor a KV tétel alkalmazhat6é minden olyan f fuggvényre,

amelyre

i ((f () 15?) <. @)

Késibb altaldnosabb elégséges feltételeket fogalmaztak meg, melyeket egyiittesen ,szektor feltéte-
leknek” neveziink.

1996-ban Varadhan bevezette az ,erGs szektor feltételt” (strong sector condition, SSC) [37]; jeldlje
1 * 1 *

a (G operator szimmetrikus és antiszimmetrikus részét.

3. Tétel. [SSC] Ha
H S—12481/2 H < 0.

fennéll, akkor a KV tétel alkalmazhaté minden olyan f fiiggvényre, melyre teljestil
f € Ran(S%/?). (3)

(3) H_1-feltétel néven ismert; teljesiilése garantalja, hogy f aszimptotikus szorasa véges (lasd 2).
2000-ben Sethuraman, Varadhan és Yau bevezették a ,szintenkénti szektor feltételt” (graded sector
condition, GSC) [30]. Tegyiik fel, hogy a #H térnek adott egy ortogonalis felbontasa (més szoval a tér

Szintezett”):
H=02 Hy, (4)

ugy, hogy a felbontas konzisztens az S és A operatorokkal a kovetkez$ értelemben: S diagonélis a

felbontasra nézve
o0
S= Sum  SpniHn— M (5)
n=0
és A a szintet 1-gyel véltoztatja meg:

A= Z An,n+1 + An,nfla An,n+1 : Hn — Hn+17 An,nfl : Hn — anla A:,,nJrl = _An+1,n~ (6)

n=0

4. Tetel. [GSC|

. —1/2 — .
Amennyzben||Sn+£’n+iAn,n+7;Sn7n/2H <enf (i = £1)



teljesiil § < 1 vagy 8 = 1 és kellGen kis ¢ érték esetén, akkor a KV tétel alkalmazhaté6 minden
f € Ran(S'/?) fiiggvényre.

Bizonyos alkalmazasokhoz a GSC tétel egy olyan valtozatat is bizonyitottak, melyben megengedett,
hogy az A operatornak is legyen diagonalis része illetve az S operatornak is legyen a diagonélison kiviili
része.

A kilonboz6 szektor-feltételek alkalmazasairol lasd a [17] attekints cikket.

Jelen tézisfiizet 1. fejezete és a [15] cikk bevezetnek egy 0j szektor feltételt, az an. ,relaxalt szektor

feltételt” és egy tovabbfejlesztett valtozatat a szintenkénti szektor feltételnek.

Ro6vidlaté ontaszité bolyongas

A rovidlato ontaszito bolyongés (,true” (or myopic) self-avoiding walk, TSAW) modelljét elgszor Amit,
Parisi és Peliti vezették be a fizikai irodalomban [1]. Ez egy elsGszomszéd-bolyongas Z?-n, melyben
a bolyongo preferalja azokat a szomszédokat, amelyeket a multban kevesebb ideig latogatott meg. A
negativ gradiense (illetve annak valamely fliggvénye) altali taszitas okoz.

Legyen t — X (t) € Z% egy folytonos idejii elsdszomszéd-bolyongas a Z racson, melynek eloszlasa

a kovetkezd modon adhato meg:
P(X(t+dt)=y | F, X(t) =) = Ly ey =1yw(l(t,x) — £(t,y)) dt + o(dt) (7)

ahol
Lt z) :=£(0,2)+]|{0<s<t:X(s)=z}| zez? (8)

az X (t) bolyongas lokalis id6 eloszlasa valamilyen £(0,z) € R, z € Z% kezdeti feltétellel, és a w
ratafiiggvény névekvs. Ez egy folytonos idejd valtozata az [1]-ban definialt bolyongasnak.
Renormalizécios csoportos érvelések alapjan, de preciz érvelések nélkiil az [1], [25], [28] cikkek

szerzGi a kovetkezs sejtéseket fogalmaztak meg a dimenzi6 fiiggvényében:

—d=1: X(t) ~ t*/3 bonyolult, nem-Gauss hatarfolyamattal.

—d = 2: X(t) ~ t'/?(logt)¢ a sejtés szerint Gauss hatéarfolyamattal. (A ¢ kitevs értékére nincs

egyértelmd sejtés a fizikai irodalomban.)

— d>3: X(t) ~t*/? Gauss hatarfolyamattal.

A d =1 esetben a modell bizonyos eseteire (diszkrét id6 és éleken mért lokalis id§ a folytonos id8
és cstcsokban meért lokélis id6 helyett) ¢~2/3X (t)-re a hatareloszlas-tétel bizonyitast nyert a [33] és
[35] cikkekben. A t — N~2/3X(Nt) hatarfolyamatat a [36] cikkben hataroztdk meg és analizaltak.

1/2 1/4

d = 2-ben szuperdiffuziv alsé korlatot (t'/?(loglogt)'/? az izotrop és t'/?(logt)

esetben) bizonyitottak [34]-ben.

az anizotrop



Egy szorosan kapcsolédé modell az tn. ,0Ontaszité Brown-polimer”; amely lényegében a TSAW
folytonos térbeli megfelelgje. 1-dimenzidban diffuziv korlatokért lasd [31], illetve d > 3 esetért lasd
[14] és Vetd Balint doktori disszertaciojat [38]. Ez a modell nem része a jelen értekezésnek.

A d > 3 esetet vizsgaljuk a 2. fejezetben és [14]-ben. Azonositjuk a lokalis id&-profil természetes
staciondrius és ergodikus mértékét a mozgo részecskébdl nézve. Ratafiiggvények egy széles osztalyara
bizonyitunk diffuziv skalazést, valamint egy sziikebb osztalyra teljes centrilis hatéareloszlas-tételt a
bolyongé helyzetének véges dimenzids eloszlisaira.

Ezek az eredmények részben tisztazzak az [1]-beli sejtéseket. A bizonyitds a nem-reverzibilis Kipnis-
Varadhan elméleten alapul, azon beliil egy tovibbfejlesztett valtozatat hasznélja a szintenkénti szektor-
feltételnek.

Fazis-tipusua eloszlasok

Tekintsiink egy folytonos ideji Markov-lancot n 4+ 1 allapoton, melyek koziil pontosan egy nyeld.
Tegyiik fel, hogy a nyel6 silya a lanc kezdeti eloszlasaban 0. Jelolje X az elnyel6dés idejét; az

f: Rt — RT stirGségfiiggvénye a kovetkezd alaki:
f(t) = —aAe®1, t>0, (9)

ahol a a kezdeti eloszlas sorvektor n elemmel (elhagyva a nyeldt), és A az an. elting infiniteziméalis
generator méatrix: lényegében az infinitezimélis generator, csak a nyel§ allapot nélkiil. Tehat A
egy n X n-es szubsztochasztikus méatrix, melyben az i-edik sor Osszege egyenl$ az i allapotbdl vald
elnyel6dés ratajanak ellentettjével. 1 az n hosszu egységvektor csupa 1-es elemmel. A nyels 0 kezdeti
stlya megfelel ol = 1-nek; ezzel ekvivalens, hogy X a 0-t 0 valoszintiséggel veszi fel.

A fenti médon megkaphato eloszlasok az an. fazis-tipusa eloszlasok™; az osztalyukat PH-val
jeloljiik.

Fazis-tipustu eloszlasok hasznélhatbéak altalanos eloszlésok kozelitésére, ugyanis totalis varidcids
tavolsagban strd halmazt alkotnak az Gsszes abszolut folytonos nemnegativ eloszlasok terében [5].

Egy fazis-tipusua eloszléds stirtiségfiiggvénye mindig analitikus és a kévetkezs alaku:

n;
F) =D engt e
i =1
ahol —\; az A maétrix sajatértékei, n; A\; multiplicitasa éscy, ; konstansok.

Egy adott f fazis-tipusa eloszlasra o and A nem egyértelmi; még a méretiik sem egyértelmd.

reprezentacié rendje.

A . matrix-exponencialis eloszlasok” (ME) osztalya a kovetkezs:

1. Definicio. [ME eloszlasok] Egy f strtségfiiggvényt X nemnegativ val6szintségi véltozo az ME



osztalyban van, ha valamely n-re létezik olyan o n méretl vektor és A n X n-es matrix, melyre
f(t) = —aAet®1, t>0,

Ebben az esetben f (és X) ME(«, A) eloszlast.

Az ME és a PH eloszlasok kozotti eltérés abbol fakad, hogy az ME eloszlasok esetében nem kotiink
ki nemnegativitasi feltételeket a-ra és A-ra. Bar a formula pontosan megegyezik, abban az esetben, ha
a-nak vannak negativ elemei vagy A-nak nemdiagondlis negativ elemei, az a sztochasztikus jelentés,
hogy X egy Markov-lanc elnyel§dési ideje, elvész.

PH C ME. A két osztaly kozotti kiilonbséget O’Cinneide [26] karakterizalta. Még két definiciora

van sziikségilink.

2. Definicio. [Pozitiv stirtiség feltétel] f teljesiti a ,pozitiv stirtség feltételt”, ha
f(t) >0 Vt>0.

A definicié megengedi f(0) = 0-t.

3. Definici6. [Dominans sajatérték feltétel] f teljesiti a ,dominans sajatérték feltételt”, ha valamely

minimaélis rendi (o, A) ME reprezentaciéra A-nak egyetlen maximalis valos részi sajatértéke van.

A dominans sajatérték feltétel garantélja, hogy f nem oszcillal 0 koriil ¢ — oo esetén, tovabba a
definici6 kizarja azt az esetet, hogy van egy a dominans valos sajatérték és egy komplex sajatérték-par
ugyanakkora valds résszel. a multiplicitdsa azonban lehet 1-nél nagyobb. Megjegyzés: ha a dominéns

sajatérték feltétel teljesiil valamely minimalis rendi ME reprezenticiora, akkor az Gsszesre teljesiil.

5. Tétel. [O’Cinneide karakterizacios tétele] Ha fx ME(«, A) eloszlasa, akkor fx pontosan akkor
van PH-ban, ha a kivetkezs két feltétel egyiittesen teljesiil:

o fx teljesiti a pozitiv siirtiség feltételt;
e fx teljesiti a dominans sajatérték feltételt.

A tétel {6 jelentsége a két feltétel elégségessége. O’Cinneide eredeti bizonyitésa nem konstruktiv;
Maier [22] adott egy automata-elméleti modszereken alapulé bizonyitast.

A 3. fejezetben és a [11] cikkben konstruktiv bizonyitast adunk a karakterizacios tételre: adunk
egy algoritmust, amely bizonyitottan mindig véget ér és egy PH reprezentaciot ad, amennyiben fx
teljesiti a pozitiv stirtiség feltételt és a dominans sajatérték feltételt.

A korabbi eredményekhez képest a f6 elény a konstrukcié attekinthetGsége. A bizonyitas ele-
mi matrix algebrai eredményeket, approximéciés technikakat hasznal és sztochasztikus interpretaciot
hasznal. Egy masik elény, hogy a témakor frissebb eredményeit (példaul a monociklikus reprezentaciot

[8]) Osszekoti a karakterizacios tétellel.



Altalanositott szemi-markovi populaciés folyamatok

A (homogén) Markov populacios modell a kovetkezs. Rogzitsiink egy N pozitiv egészt. N egyed
mindegyike egy allapotban tartozkodik valamely véges S allapothalmazbol. Az egyedek folytonos
idej markovi dtmeneteket végeznek: egy ¢ allapotban 1évs egyed r;-’}/ rataval ugrik a j allapotba. A
ratak fiigghetnek a rendszer ,,globalis 4llapotatol”; a globalis allapot az egyes allapotokban tartézkodo
egyedek Gsszes széma, azaz egy XV € ({0,1,..., N})I¥l vektor, melyre z{ +--- + 2§, = N. xN(t)
egy folytonos ideji Markov-lanc.

Egy ilyen rendszer viselkedésére vagyunk kivancsiak N nagy értékei esetén. Tipikus feltétel,
hogy egy ilyen modell kiilonboz6 N-nel szerepld példanyai teljesitik a ,stirtiség-fliggést” (density-
dependence), azaz a ratak csak a ,normalt globalis allapottol” fiiggnek. A normalt globalis allapot
XN

N
A siirtiség-fiiggeés elég gyakori valds életbdl vett példakban: a kémia (pl. reakciosebességet befo-

xN =

lyasolja a koncentracio), biologia és szamos szamitogépes rendszerekre vonatkozd alkalmazas esetén.

Ugyan a rendszer globalis allapota Markov-lancot alkot, ennek a lancnak az explicit analizise a
gyakorlatban nem kivitelezhets, mert a lanc allapotterének mérete N-ben exponencidlisan névekszik.

Kurtz klasszikus eredménye szerint [20] tovabbi regularitasi feltételek mellett (dgymint 7;;
Lipschitz-folytonosak és a kezdeti feltételek konvergalnak) egy stirtiség-fiiggé Markov populéciés mo-
dell N — oo esetén konvergél egy kozonséges differencidlegyenlet-rendszer megoldésahoz. A f6 elénye
Kurtz megkozelitésének, hogy a rendszer mérete |S| marad N értékétd] fuggetlentil. Egy masik ko-
vetkezmény, hogy a hatéarfolyamat determinisztikus: N nagy értékeire a rendszer globalis viselkedése
kozel determinisztikus. A hatéarértéket atlag-tér (mean-field) hatarértéknek nevezziik.

Akércsak a fent leirt Markov populacios modell esetén, az altalanositott szemi-markovi populacios
folyamatok (population generalized semi-Markov process, PGSMP) esetén minden egyes egyed egy S
lokalis allapottér valamelyikében tartézkodik; az egyedek a markovi &tmenetek mellett azonban nem-
markovi &tmeneteket is végeznek. Bizonyos allapotokban van egy ,aktiv éra”. Amikor egy egyed belép
egy ilyen &llapotba, elindit egy orat tetszéleges (elére adott) eloszlassal, majd amikor az éra csorog,
végrehajt egy atmenetet. Ezeket a nem-exponencialis idSket késleltetésnek (delay) hivjuk; feltessziik,
hogy a nem-exponencialis 6rak nem megszakithatéak a markovi &tmenetek altal.

Az utobbi idében tujfent kitjult az érdeklédés a PGSMP rendszerek irant; 2012-ben egymastol
fiiggetleniil Hayden [12] és Bortolussi és Hillston [4] egyarant bizonyitottak az atlag-tér hatarértéket
determinisztikus késleltetés esetén.

A 4. fejezetben és a [13] cikkben meghatarozzuk az atlag-tér hatarértéket altalanos késleltetés
esetén; a f§ eltérés Kurtz tételéhez képest, hogy a hatarérték egy késleltetett differencidlegyenlet-
rendszer megoldéasa. A kozonséges differencidlegyenletts] valo eltérés megfelel annak, hogy az dltalanos

késleltetések egyfajta memoriat visznek be a rendszerbe.



1. A relaxalt szektor feltétel és a tovabbfejlesztett szintenkénti

szektor feltétel

Ezen fejezet {6 eredményei a relaxalt szektor feltétel és a tovabbfejlesztett szintenkénti szektor feltétel.
Ko6z6s munka eredménye Téth Balinttal és Vet$ Balinttal. A [15] és részben a [14] cikkeken alapul.

A relaxalt szektor feltétel

Legyen C C H egy kozos mag (core) a G, G*, S és A operatoroknak és legyen
By:= (M +8)"Y2AMN+5)"2,  A>o0. (10)

B, stirtin definialt anti-6nadjungalt operatorok a (Al + S)'/2C halmazon.

A relaxalt szektor feltétel kulcsa egy olyan B anti-6nadjungalt operator 1étezése, amely formalisan
B:= 871248712 (11)
valamint egy olyan kellGen nagy altér, melynek elemein B) pontonként konvergil B-hez, amint A — 0.
Ebben az esetben a (3) H_;-feltétel biztositja a KV tétel alkalmazhatosagat.
6. Tétel. [Relaxalt szektor feltétel] Tegyiik fel, hogy a C C Nxso Dom(B,) altér stirt H-ban és rajta
értelmezett egy B : C—H lényegében anti-6nadjungalt operator, amelyre barmely ¢ € C vektorra

lim || Bxgp — By || = 0. (12)
A—0

Ekkor a KV Tétel martingal-approximécidja és a centralis hatareloszlas-tétel kovetkezik.

A bizonyitas a Trotter-Kurtz tétel menetét koveti, lasd pl. Theorem 2.12 [21]-ben.

Az alkalmazésokban a kulcsmomentuom a C altér azonositésa és annak bizonyitasa, hogy B nem
csupan antiszimmetrikus (ami kozvetleniil ad6dik az alakjabol), hanem lényegében anti-onadjungalt.

Az SSC tétel kozvetleniil kévetkezik belSle. Tegyiik most fel egy, az operatorokkal konzisztens
ortogonalis felbontés létezését ((4)—(6)). A GSC tétel kbvetkezs valtozata is adodik:

. Tétel. [GSC a relaxalt szektor feltételbol] Ha létezik egy olyan novs pozitiv ¢, szamsorozat, melyre

és

1S, 2 ApmsiS 2 < en (i = £1),

n+i,n+1 n,n

akkor a KV tétel martingdl approximécidja és a centralis hatareloszlas-tétel kovetkezik minden f €

Ran(S'/?) fiiggvényre.



A bizonyitas kulcsa
Ran(l + S~Y/2A487 12+ =, (13)

bizonyitésa, amely az dnadjungdltsdg alapvetd kritériumdnak megfelelgje. Lasd pl. Theorem VIII.3.
[29]-ben.
A tovabbfejlesztett szintenkénti szektor feltétel

Felirjuk a szintenkénti szektor feltételt ([27], [17]) egy tovabbfejlesztett formaban.
Tegyiik fel, hogy a H = L£2(£2, 7) Hilbert-tér ortogonélisan felbomlik:

H = &7 Hn, (14)
és a G = —S + A infintezimélis generator konzisztens a felbontassal a kovetkezs értelemben:
S = i i Snnti Snntj: Ho = Hngjs Spnti = Sntjns (15)
n=0j=—r
A= i i Apntis Apntj t Ho = Hugj, A nti = —Antin (16)
n=0j=—r

valamely véges r egészre. Itt és a tovdbbiakban Y oo > " - a kovetkez6t jeloli

POMND DIINE FAITUS PER

7. Tétel. [Tovabbfejlesztett szintenkénti szektor feltétel] Tegyiik fel, hogy létezik egy D = D* > 0

j=—r .

operator, amely diagonélis H felbontasa szerint:

D=> Dun,  Dupn:Hnp—Hn, (17)

)

tovabbéa
0<D<&S. (18)

Tegyiik fel, hogy adottak C' < 0o és 2 < k < oo konstansok, melyekkel a kivetkezs korlatok teljesiilnek:

H D% (Spm + Apn) Dy H < Cn", (19)
1/2 1 2 n -
s A DY H < o+ 0 j=41,..., 4, (20)
2
—1/2 —1/2 n .
H D2 Sunis Do H < i+ =41, ..+ (21)

Ezen feltételek teljesiilése esetén barmely f € ®Y_(H,, (N < oo) fiiggvényre, melyre
D7V eH, (22)
alkalmazhaté a KV Tétel és teljesiil a martingal approximécié és a centralis hatareloszlas-tétel.
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A szintenkénti szektor feltétel korabbi felirasaiban ([30], [17], [27])) a szimmetrikus részre vonatkozo
fels§ korlat (21) alakja megegyezett az antiszimmetrikus részre vonatkozd korlat alakjaval (20). n
helyett n? rendig a (21) képletben egy a megfelels tagra vonatkozé pontosabb becslés révén tudunk

felmenni.

2. Centralis hatareloszlas-tétel a rovidlaté ontaszité bolyongasra

d > 3 dimenziéban

Ezen fejezet és [14] 6 eredménye a diffuziv korlatok a rovidlato 6ntaszito bolyongésra ratafiiggvények
egy széles osztalyara d > 3 esetén, és egy sziikebb osztalyra belatjuk a teljes centralis hatareloszlas-
tételt a bolyongas véges-dimenzids eloszlésaira.

t — X(t) € Z% egy folytonos idejti elsészomszéd bolyongas Z%-ben, melynek az atmeneteit (7)
hatarozza meg valamely w : R — (0, 00) sima ratafliggvénnyel, melyre a kovetkezd feltevéseket tessziik.

iIéFR w(u) ==~ > 0. (23)

Jeldlje s és r w paros és paratlan részét:

S(U) — w(u) + ’U}(*UJ)

. (24)

-, r(u) :=

(23)-n kiviil a kovetkezs feltevéseket tessziik: léteznek olyan pozitiv véges ¢ > 0, ¢ > 0 és C' < o©

konstansok, melyekre

irelﬂfx ' (u) > ¢, (25)
s(u) < Cexp{(c —e)u?/2}, (26)

és r(+) analitikus fliggvény, melyre teljesiil

i (c i e)n/z ‘T(n)(o) ‘ <o (27)

n=0

A (23) feltétel ellipticitast garantal, melynek révén a bolyongast minoralja egy kézonséges egyszerd
szimmetrikus bolyongas. A (25) feltétel garantalja a stacionarius mérték létezéséhez sziikséges log-
konkavitast. (26) és (27) technikai jellegi feltételek.

A d > 3 esetet vizsgéljuk. ElGszor azonositunk egy természetes stacionarius és ergodikus mér-
téket a kornyezetre (a lokalis id6k Gsszességére) a bolyongobol nézve. A staciondrius és ergodikus
tartomanyban diffuziv (¢ rendd) alsé és fels§ korlatot bizonyitunk X (¢) szérasnégyzetére és diffuziv
hatdrértéket (nem elfajulod centralis hatéareloszlas tételt normalis skalazassal) bizonyitunk a bolyongéd

helyzetére.
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Tekintslik a kérnyezetet a bolyongdébol nézve:

n(t) = ((t,2),cpa  0(t,x) =L, X () + 2). (28)
t — n(t) egy c.a.d.l.a.g. (jobbrol folytonos) Markov folyamat az

Q:={w= (W(x))xezd cw(r) €R, (Ve >0) lim |z| °|w(x)|=0}. (29)

|z |—o0

allapottéren. A lokalis id6k £(0,z) € R kezdeti feltételei lehetnek negativak is (és igy £(¢,z) is). A

térbeli eltolasok
7. : Q= Q, rw(z) = w(z + ), z€Z? (30)

természetes modon hatnak Q-n.

Jelolje
U::{eGZd:|e|:1}. (31)

a 2d darab egységvektort.

A t — n(t) folyamat infinitezimalis generatora

GF () = Y wle(0) ~ (@) (f(rw) ~ f()) + DI(w) (32)
ecU
ahol a
DF ) i= ks (@) (33)

(nemkorlatos) linearis operator joldefinialt sima cilinderfiiggvényekre.
(32)-ben a kiilonbozs tagok jelentése vilagos:az Osszegben szerepld tagok a szomszédokba vald
ugrasoknak felelnek meg, mig a derivélas a lokalis id6 varakozas kdzbeni névekedésének felel meg.

Definialjuk a leendd stacionérius és ergodikus mértéket Q-n. Legyen
R:R — [0,00), R(u) :== / r(v) dv. (34)
0

R szigortian konvex és paros. m(w) jeloli az egyértelmi centrdlt Gibbs-mértéket (Markov mezét) Q-n,

melyet a kovetkezs feltételes specifikiciok definialnak egy véges A C Z4 halmazon:

dr (wA ‘ de\A) = Z;l exp —% Z R(w(z) —w(y)) — Z R(w(z) —w(y)) p dwa (35)
|2y =1 Fomyimt
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ahol wp a Lebesgue-mérték A-n. A (35) altal definialt eltolas-invarians Gibbs-mérték csak d > 3 esetén
letezik (1asd [10]). A 7 mérték eltolds-invarians és a (Q, 7,7, : z € Z%) dinamikai rendszer ergodikus.
Az r(u) = u, R(u) = u?/2 specidlis esetben a 7(w) mérték a ,zér6 témegi szabad Gauss-mezdt”

definialja Z%n d > 3-ra, melynek varhatii értéke és kovarianciaja

Je@an) =0, [ el dn) = (A%} = Cu-2) (36)
ahol A a racson értelmezett Laplace-operdtor: A, , = My ,_y|=1} — 2d1{j,_y|=0). Ezt az esetet
Gauss-esetnek hivjuk.

1. Allitas. [A mérték stacionarius és ergodikus] A 7(w) mérték stacionarius és ergodikus a t +— n(t) €

Q folyamathoz.

A stacionaritas bizonyitasa a ,Jaglom-reverzibilitas” tulajdonsigon mulik: a

jelolésekkel
JSJ =5, JAJ=-A, JGJ = G*. (38)
(38) kicsit tobbet is jelent, mint stacionaritas: az id6-megforditott és J szerint invertalt folyamat

t=1(t) = —n(-1t) (39)

eloszlasban megegyezik az eredeti t — 7(t) folyamattal. Ezt a fajta szimmetriat nevezik Jaglom-
reverzibilitasnak; szamos szimmetrikus fizikai modellben megjelenik [40], [41].
Az ergodicitas az eltolasok ergodicitdsabol adodik (€, 7)-n.

Az ergodicitasbol a nagy szdmok torvénye is kovetkezik:
1. Kovetkezmény. [Nagy szamok torvénye] m-m.m. £(0,-) kezdeti eloszlas esetén

lim @ ~0 mb. (40)

t—o0

A fejezet 6 eredményei a bolyong6 helyzetére vonatkozo diffuziv korlatok és centralis hatéareloszlas-

tétel.
8. Tétel. [Diffuziv korlatok és centralis hatareloszlas-tétel]

(1) A (23), (25), (26) and (27) feltételek teljesiilése esetén

0<y< inf lim ¢t 'E((e-X(#)?) < sup lim ¢t 'E((e- X(¢))?) < oo. (41)

lel=1¢t—00 le|=1t7%°
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(2) Ha az elSbbieken feliil
r(u) = u, s(u) = squt + sou® + s, (42)
is teljesiil, valamint s4/7y elég kicsi, akkor létezik és nem elfajult a

0%, = lim t 'E (X,(t) X, () (43)

t—o00

aszimptotikus kovarianca-matrix. Tovabba a
Xn(t) := N"V2X(Nt) (44)

folyamat véges-dimenziés peremeloszlasai konvergalnak egy d-dimenziés o? koverianciaji Brown-

mozgas megfelels peremeloszlasaihoz.

A bizonyitas a kovetkezd martingal -+ integrél felbontdson alapul:

X() = N(t) + / B(1(s)) ds + / Bn(s)) ds. (45)

N(t) az ugrasi rataknak megfelels martingal, mig a ¢ : Q— > R? fiijggvény a bolyongo feltételes
sebessége a kornyezet fiiggvényében.

A diffuziv als6 korlat bizonyitasa azon mulik, hogy az N(¢) martingél egy része korrelalatlan a
t6bbi taggal.

A diffuziv felsé korlat Fourier-tartomanyban végzett szamitasokon alapszik és a Brascamp-Lieb

egyenl6tlenség kovetkezs kovetkezményét hasznalja (lasd pl. Proposition 2.1 [3]-ben):

9. Lemma. |Brascamp-Lieb] Barmely sima F : Q — R cilinder-fiiggvényre és 0 < A < ¢/2-ra:

7B (P exp{Aw(0) - wle)?)) (46)
1 1 —1 2
B £ PSR o) o
b B (P e @0) — (@)’

Oz %(m)—et jeloli.

A lemma garantalja az aszimptotikus szoras végességét barmely polinom w-re a polinom foka
szerinti indukcioval, illetve altaldnosabban gyorsan lecsengd hatvanysorokra is.

Végezetiil a

r(u) = u, s(u) = squ* + sou® + so,
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specialis esetben a tovabbfejlesztett szintenkénti szektor feltétel alkalmazhat6. Attériink az ekvivalens
Fock-térre, ahol H,, ekvivalens megfelelGje az n-edfokt polinomok (ortogonalizalva); a 7. tételbeli
fels6 korlatok szamitasat ebben a térben végezziik. Az egyik kritikus tag

st -ou,

amely lehetGvé teszi, hogy az s polinom fokat 4-ig noveljiik.

3. A fazis-tipusi karakterizacids tétel konstruktiv bizonyitasa

E fejezet {6 eredménye egy 1j, konstruktiv bizonyitas a 5. tétel elégséges iranyara. Az eredmények a
[13] publikacioban szerepelnek.

Az algoritmus eredményeként el$allo reprezentécio egyszertd és attekinthets szerkezetd, valamint a
rendje is expliciten kiszamithat6. Az algoritmus 5 f6 1épésre oszthatd. Az 1-es és 2-es 1épés el6készits
jellegti, mig az 5-0s lépés a 2-es lépéshez kapcsolodo korrekeid. A 3-as 1épés [8] eredményein alapul; a
f6 ujdonsag a 4-es 1épés, melyet kicsit jobban részleteziink a kdvetkezdkben.

Legyen adott fx matrix-exponencialis fiiggvény («, A) reprezenticioval, mely teljesiti a pozitiv

sirtiség feltételt és a dominans sajatérték feltételt.

o l-es lépés. Keresiink egy ekvivalens minimalis (aq, A1) ME reprezentéciot a felesleges sajatér-

tékek eliminélasa révén.

e 2-¢s lépés. Ez a lépés csak akkor keriil végrehajtasra, ha fx(0) = 0. A lépés lényegében egy
,dekonvolucid™ fx-et el6allitjuk egy fy métrix exponenciélis stirtiségfliggvény és egy megfelel
Gamma eloszlas striiségfiiggvényének konvoliciojaként. A lépés értelme, hogy fy(0) > 0, to-
vabbé ha fy-hoz talalunk PH reprezentéciot, akkor az automatikusan ad egy PH reprezentaciot

fx-reis. A 3-as és 4-es lépést fy-ra hajtjuk végre, és csak az 5-6s 1épésben valtunk vissza fx-re.

e 3-as lépés. Egy (v, G) reprezentaciot hatdrozunk meg, ahol G szubsztochasztikus, viszont 7
még mindig tartalmazhat negativ elemeket. A lépés f6 eszkoze a monociklikus struktara (an.
Feedback-Erlang blokkokkal, [8]). G meérete tipikusan novekszik a 2-es lépés eredményéhez
képest, mert minden egyes komplex sajatérték-part legalabb 3 fazissal (allapottal) reprezental.
Mindazonaltal G egy ritka és attekinthets szerkezetd matrix. Ehhez a 1épéshez csak a dominans

sajatérték feltétel sziikséges.

o 4d-es lépés. (v, G)-t egy un. Erlang-farok hozzaadasaval attranszforméaljuk egy (5, B) reprezen-
taciora, ahol mér f is nemnegativ (és B is szubsztohasztikus marad). Az Erlang farok azonos
paramétert sorbak6tott fazisokbol all. A {6 kihivas a farok hossza és paraméterének kiszami-
tasa. A f6 matematikai eszkoz elemi fliggvények approximéacioi. A 4-es 1épés vaza a kiovetkezd

elemekbdl all:
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— Keresiink egy 7 > 0 értéket, melyre ve™® > 0 (elemenként). A dominéns sajatértek feltétel
és a pozitiv striség feltétel teljesiilése esetén ilyen 7 mindig létezik, feltéve, hogy G a 3-as

lépés eredményeként kapott Feedback-Erlang struktirdja.

— Keresiink egy A értéket, melyre

TA
7(14—(;) >0 YA> )N

ez mindig megvaldsithato, mivel H’y(I + %)”‘ - ’yeTGH — 0 amint A — oo.

— Legyen € = infyc (o 7) fx (). € > 0 apozitiv siirtiség feltétel és a 2-es 1épés eredményeképpen.

Keresiink egy N\’ értéket, melyre

TA
—veSTG1 + v <I + f) Gll<e VA=)

Ez garantélja, hogy —v (I+ %)kGl > 0for k = 1,...,n ahol n = 7)\’. Ez mindig
megvalosithato, mivel € > 0.

— A (v, G) reprezentaciot kiterjesztjiik egy Erlang-farokkal A = max(\', \") paraméterrel,

melynek hossza n = [A7].

e 5-0s lépés. Visszaalakitjuk a 4-es 1épés eredményét fx egy reprezentacidjava a 2-es lépésbeli

véltoztatas alapjan.

10. Tétel. [Az eljaras helyessége] Amennyiben a pozitiv siriség és a dominans sajatérték feltétel

c st

A 5. tétel sziikséges irdnya lényegében a Perron—Frobenius lemma egy dltalanositasan mulik, lasd
[23].

4. Atlag-tér hatarérték populaciés modellekre altalanos késlel-

tetésekkel

Kiterjesztjiik a homogén Markov populécios modellt. Akircsak a fent leirt Markov populacios modell
esetén, az altalanositott szemi-markovi populacios folyamatok (population generalized semi-Markov
process, PGSMP) esetén N egyed mindegyike egy S lokalis allapottér valamelyik allapotaban tart6z-
kodik.

Az egyedek a markovi a&tmenetek mellett azonban nem-markovi atmeneteket is végeznek. Bizonyos
allapotokban van egy ,aktiv 6ra”. Amikor egy egyed belép egy ilyen allapotba, elindul egy ora tetszé-
leges (elére adott) eloszlassal, majd amikor az ora csorog, az egyed végrehajt egy dtmenetet. Ezeket

a nem-exponencialis idGket késleltetésnek (delay) hivjuk.
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A kovetkez6 feltevéseket tessziik: a markovi dtmenetek rataja sirtség-fliges; a ratak Lipschitz-
folytonosak és korlatosak.

Valahanyszor egy egyed beugrik egy ,aktiv’ ¢ allapotba, elindul egy nem-exponencialis éra F;
eloszlasfiiggvénnyel. F; tetszGleges, csak annyit kotiink ki, hogy a pozitiv félegyenesre koncentrélt.
A generalt id6 mindentdl fiiggetlen. Ha az id§ letelt, az egyed elugrik i-bél; feltessziik, hogy mindig
ugyanabba az allapotba ugrik at (ami i-t4l fiigghet), és a célallapotban nincs aktiv éra. A jeldlésben
pi =1, ha j a célallapot i-b6l; pi = 0 minden més esetben. Az atmenet utan az ora visszadllitodik
0-ra és legkozelebb akkor indul el (Gjrainicializalva), amikor az egyed visszatér az i allapotba.

Tehat egy egyednek legfeljebb egy aktiv 6raja lehet barmely pillanatban, viszont globéalisan az
aktiv 6rdk szama tetszéleges lehet barmely idépillanatban.

Feltessziik, hogy a nem-exponenciélis érak nem megszakithatdéak a markovi atmenetek dltal, azaz
ha 7 aktiv allapot, akkor r;; = 0Vj.

Feltessziik tovabba, hogy a rendszer kezdeti allapota a nem aktiv allapotokra koncentralodik (tehat
kezdetben nincs aktiv éra).

Megadjuk a modell Poisson-reprezentaciojat. Legyenek Pj;(.) fiiggetlen 1 rataju Poisson-
folyamatok minden i # j € S-re. Legyenek {le]}kzl fliggetlen, azonos eloszlisu példanyok az Fj
eloszlasbol. Az F; jelolést a nem-aktiv ¢ allapotokra is hasznaljuk, de 0 egyiitthatoval, igy ez esetben
F; tetszGleges.

%N (t) Poisson-reprezenticioja

AOEAURDY %Pij (N /O t rij(iN(u))du) £y %Pﬁ (N /O t Tji(iN(u))du>

JijFi J:gFe
1 z
J <t - X (TN
+ Z Z/ p] (TP}U Nfo rhj (XN (u) )du) st Z) NdPhJ <N/O 7hj(x (u))du>
heSy jEST

1 =
_ Z Z / pi1 ( Prc(N [ s (R (w))e) Stz) NdPh,; (N/O rhi(X (u))du) (47)

heSy j:j€So

minden ¢ € S-re.

Az els6 tag a kezdeti feltétel. A masodik és harmadik tag felelnek meg az i-bdl illetve i-be torténd
markovi atmeneteknek.

A negyedik tag értelmezése a kovetkezd. Ha ¢ aktiv, a tag 0. Ha ¢ nem aktiv, akkor tekintsiink
egy aktiv j allapotot, melyre pz- =1 és egy inaktiv h allapotot. Ha a z id6pontban torténik egy h — j
Markov-4tmenet, akkor egy Fj eloszlasu aktiv éra elindul. Az éra az értékét a {TZZ}Zozl listabol veszi;
azért, hogy minden egyes 6ra fiiggetlen legyen a korabbiaktol, k értékét Prj ([ 7ai (XN (u))du)-ra
allitjuk (ami Pp; minden egyes érkezésével novekszik). Amikor az indikator valtozo 1, az ora a t
id6pontig bezardlag csérgott, és az dtmenetet figyelembe kell venniink. Amikor az indikétor valtozo
0, akkor az dtmenet még nem koévetkezett be t-kor, gy nem kell figyelembe venniink.

Hasonléan az 6todik tag csak akkor nemnulla, ha ¢ aktiv; legyen j azon inaktiv allapot, melyre
pg = 1 és legyen h tetsz6leges inaktiv allapot. Ha a z idSpontban torténik egy h — 4 &tmenet,

akkor egy F eloszlast aktiv 6ra elindul. Az ora ezuttal a {T}’}52, listabol veszi az eértéket k =
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Pij (Jy rij (%N (u))du) vélasztassal. Az 6ra pontosan akkor csdrdg t-ig bezarolag, amikor az indikator
valtoz6 értéke 1, azaz szamolnunk kell a t-ig bekdvetkezett dtmenetek kozott. Az atlag-tér hatarértéket

a kovetkezo késleltetett differencialegyenletek hatarozzédk meg (integral alakban irva):

’U —Uz Z/T” du—‘rZ/Tﬂ

JigF#i VB ED)
+ Z Z/ p] w)rp;(v(u))du
h€So jES1
-3 / pLE;(t — w)rp (v(u))du (48)
h€So j:5€So0

minden ¢ € S-re.
r;; Lipschitz-folytonossaga garantalja, hogy (48) megoldésa létezik és egyértelmd.

Feltessziik a kezdeti feltételek konvergenciajat:

lim P(||v(0) —xN(0)]| >€) =0 Ve >O0.

N—oc0

11. Tétel. [Az atlag-tér hatarérték] Az elbbi feltételek mellett minden 7' > 0 és € > 0 esetén:

lim P{ sup [N (t) —v(t)|| > e} =0

N—oo0 te[0,T]

A bizonyitasrol témoren. Definidljuk az y? () segédfolyamatot:

yz _U'L Z / rl] du+ Z / er

Jii#i YR ED
+ Z Z / pj it —w)rp;(x (u))du
heSy j€ST
— Z Z / pl it — w)rp(x (u))du (49)
heSy j:7€So

minden i € S-re.
Ekkor

2 () — v ()] < |2 (8) — u (O + [w" () — vi(t)

minden 7 € S-re.

Legyen

DN(T) = sup |z (t) =y (t)].
t€[0,T]
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lyN (t) — v(t)||-t a kovetkez médon becsiiljiik:

Nt) — v, < thu—vu U
ly; (t) (t)|<C/O [x7 (u) — v(u)|d

valamely véges C-re (||.]| a maximum norma R-en). A cél belatni, hogy DN (T) — 0 valoszintiséghen

amint N — oo minden i € S-re; ha ez megvan, akkor
t
1% () = v(®)] < max D(T) + ZR/ 1% (u) = v(u)||du (50)
i 0
és a Gronwall egyenlétlenség ([9], page 498) szerint
1% (t) = v(t)|| < max DY (T) exp(ZRT),

ami bizonyitja a tétel allitasat.
Azt, hogy DN (T) — 0 valészintiségben, kiilonféle valoszintiségi koncentracios tételek alkalmazdsa-
val bizonyitjuk, nevezetesen a funkcionalis nagy szamok térvénye a Poisson-folyamatra ([39], Section

3.2) és az Azuma-egyenlStlenség megfelels alkalmazasa révén [7, 2.
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