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1. Bevezetés

Legyen [ egy test. Ebben a munkaban véges V C F"* ponthalmazokon értel-
mezett polinomfiiggvényeket vizsgalunk. A V-bdl F-be képez6 polinomfiigg-
vények kodoljak a V' kombinatorikai és geometriai tulajdonsagait. Ahhoz,
hogy jobban megérthessiik ezeket a fiiggvényeket, bevezetjiik a V ponthal-
mazhoz tartozé idealt:

IV):={f €Flzy,...,x,) : f(v) =0 minden v € V-re}.

Az Flzy,...,z,] polinomgytri idealjaihoz fontos speciélis generatorrend-
szerek is tartoznak, amelyeket Grobner—bazisoknak mondunk. A munkéink
egyik alapvetd célja az volt, hogy leirjunk bizonyos kombinatorikai jellegii
ponthalmazok idealjaihoz tartozé6 Grobner—bazisokat és a hozza kapcsold-
do strukturakat (elsGsorban a standard monomokat és a Hilbert fiiggvényt).
Olyan kombinatorikai alkalmazasokat is bemutatunk, amelyek mutatjak en-
nek a megkozelitésnek a hatékonysagat.

1.1. Osszefoglalé a Grébner—bazisok elméletérsl

A kovetkezkben roviden értelmezziik a Grobner—bazis és a standard monom

fogalmat. Elszor bevezetiink néhany jelolést. Jelolje S := Fxq,...,x,] az
Z1,..., T, valtozok polinomgyiirtjét az F test felett. Legyen Mon(n,d) az
osszes d foka z* € Flzy, ..., z,| monom halmaza és

Mon(n, <d) := U{_,Mon(n, 1)

a legfeljebb d foktaké. Ha J C [n], akkor legyen 27 := [, ,(z; — 1), mig
2y = [l,e; ;- Specidlisan =gy =1.

Egy < lineéris rendezést az z1, . .., z,, valtozokbdl felépitett monomokon
tagrendezésnek mondunk, ha 1 a minimaélis elem a <-re nézve és ha u < v,
akkor uw < vw teljesiil minden w monomra. Ertelmeziink két fontos tagren-

dezést: a <e; lexikografikus rendezést és a <g., deglex rendezést. Legyen
J1,.J2

]l ay - - xkm s xiay - - - xdm két tetszéleges monom. Ekkor
1,42 im J1 .2 Jm
.Tl $2 "':I/lm _<l€£E '/'El ./1:2 "'.Z'm

pontosan akkor, ha i, < jp teljesiil a legkisebb olyan k£ indexre, amelyre
ik 7 Jk-

A deglex rendezést hasonléan értelmezziik: u <44 v pontosan akkor, ha
degu < degv, vagy degu = degv és u <jey V.

Egy f € Flz1,...,z,] polinom Im(f) fémonomja egy < rogzitett tagren-
dezésre nézve a legnagyobb olyan monom, amelyik megjelenik f-ben nem
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nulla egyiitthatoval, ha f-et a kanonikus médon felirjuk monomok F-linearis
kombinéaci6jaként.

Most bevezetjiik a Grobner—bazis fogalmat. Egy I # (0) ideal in(I) kez-
ddidedlja az az idedl, amelyet az I-beli polinomok f6monomjai generalnak.
Egy G = {g1,--.,9:} C I véges polinomhalmazt az I ideal Grobner—bdzisinak
neveziink, ha a polinomok Im(g),...,lm(g;) fémonomjai generaljak az in(/)
kezdgidedlt. Konnyd belatni, hogy tetszéleges Grobner-bézis az I idedl ba-
zisa is egyuttal.

Az I C Flxy,...,x,] idedl egy {g1,...,9:} Grobner bazisat redukdlinak
mondjuk, ha minden lm(g;) f6monom egyiitthat6ja az g; polinomban 1, és
egyetlen g;-beli nem nulla monom sem oszthaté barmely masik Im(g;), j # ¢
fémonommal. Buchberger egyik tétele (|1, Theorem 1.8.7]) szerint barmely

< tagrendezésre nézve az Flzy,..., z,] polinomgytiri tetszGleges nem nulla
idealjanak egyértelmiien létezik redukalt Grobner—bazisa.
Legyen < egy fix tagrendezés a monomokon. Egy w € Flzy, ..., z,| mo-

nomot az I ideal standard monomjinak mondunk, ha w ¢ in([), azaz w
egyetlen f € I polinomnak sem a f6monomja. Jeldljik Sm(<, I)-vel az [
ideal standard monomjainak a halmazit a < tagrendezésre nézve.

Végiil bevezetjiik az affin Hilbert fiiggvény fogalmat. Legyen I := I())
egy V C " véges ponthalmaz idealja. Ekkor jelolje h;(m) azoknak a V-
b6l F-be képezd fliggvények terének az F test feletti dimenzidjat, amelyeket
felirhatunk mint egy legfeljebb m foka polinomot. Ekkor h; : N — N az
I = I(V) ideal Hilbert fiiggvénye.

A kombinatorikai szakirodalomban ezt a fogalmat a tartalmazési métrixok-
kal ragadjak meg. Legyen F és G C 2" két tetsz6leges halmazrendszer.
Ekkor az I(F,G) tartalmazdsi mdtriz egy olyan |F| x |G| méreti (0,1) méat-
rix, amelynek a sorait F-fel, mig az oszlopait G-vel indexeljiik. Az (F,Q)
parnak megfelelg helyen 1 4ll a matrixban, ha G C F, és 0 egyébként (itt
FeF ,Geg).

1.2. Torténeti el6zmények

A Grobner-bazisok elméletének érdekes a torténeti hattere. A fogalom elGké-
pe mar Macaulay polinomgytirtikrél sz616 munkaiban is megjelent. Elgszor H.
Hironaka vezette be a Grobner—bazisokat a 60-as években. O a tobbvaltozos
polinomok redukciés algoritmusét a szingularitasok feloldasarol szolo alap-
vet§ cikkében hasznélta fel. Késébb B. Buchberger fedezte fel a Grobner—
bazisokat tjra, majd leirta 6ket a doktori értekezésében. Buchberger hasz-
nalta el6szor a Grobner—bazis elnevezést, a témavezet§jének, W. Grobnernek
a tiszteletére. Buchberger értekezése egyuttal tartalmazza a Buchberger—
kritériumot és a nevezetes Buchberger—algoritmust is implicit forméaban.



A linearis algebrai modszer az eredményeink mésik f6 forrasa. Ez a mod-
szer sokféle kombinatorikai struktira méretére ad fels§ korlatokat. Altala-
nosan fogalmazva, ezen a kovetkezGket értjiik. Jeloljon F egy kombinatori-
kai jellegti véges ponthalmazt az F" affin térben. Tegyiik fel, hogy minden
v € F vektorra értelmezhetiink egy p,(x1,...,z,) € Flzy, ..., z,] polinomot
oly médon, hogy a {p, : v € F} polinomok linearisan fiiggetlenek lesznek
az F felett. Jeloljiikk 7—vel a p, polinomokban szereplé monomok halmazat.
Ekkor a linearis algebra korlat modszer az |F| < |T| fels6 becsléshez vezet.

Ezt az egyszerd modszert kotottiik ossze a Grobner—béazisok redukcidjaval.
Tegyiik fel, hogy az F C G valamely rogzitett G C F" véges ponthalmazra.
Bizonyos esetekben a 7T valaszthaté az Sm(I(G), <) részhalmazanak, ahol
G egy jol kezelhet6 ponthalmaz abban az értelemben, hogy elég sok infor-
macionk van a standard monomjairél. Ekkor a korabbiaknéal élesebb korlat
nyerhetd |F|-re. Erre a valtozatra példa Babai és Frankl egy sejtésére talalt
megoldasunk.

Az eredményeink el6zményei kozott feltétleniill meg kell emliteniink R.
Smolensky Boole fiiggvényekrdl sz616 munkajat. A [17] cikkben gyiimolesozo
Osszefiiggéseket talalt a Boole fliggvények bonyolultsdgelmélete és a Grob-
ner-bazisok elmélete kozott. Smolensky a kovetkezé megkozelitéssel élt.

Az f :{0,1}" — {0,1} n valtozés Boole fiiggvényt reprezentalhatjuk
olyan g(x1,...,z,) valos tobbvaltozos polinommal, amelynek a zérohalmaza
ugyanaz, mint az f és az x? — z;, 1 = 1,...,n polinomok egyiittes nullhelyei.

Tekintsiik azt a véges ponthalmazt, amelyet a g = 0 és az 27 —x1; =0, 1 =
1,...,n egyenletek értelmeznek. Ekkor megvizsgilhatjuk az ehhez a pont-
halmazhoz tartozo idedl affin Hilbert fiiggvényét. Smolensky megmutatta a
[17] cikkben, hogy ennek a Hilbert fiiggvénynek az értékei kozvetleniil kap-
csolédnak bizonyos bonyolultsagelméleti alsé korlatokhoz.

Végiil legyen 0 < d; < ... < d; < n nemnegativ egészek szigoriian
monoton novs sorozata. Jelolje

_ (In] [n]
Fe () (1)
a {0,1}" Boolekocka egy szimmetrikus részhalmazat, azaz az ([d"i]) teljes
uniform csalddok unidjat. Nyilvan V(F), az F karakterisztikus vektorainak
a halmaza egy megfelel§ szimmetrikus Boole-fiiggvény zérohalmaza. A [3]
cikkben Bernasconi és Egidi teljesen meghatarozta a szimmetrikus Boole—-
fiiggvények zérohalmazaihoz rendelt idealok Hilbert fliggvényét Q felett. En-
nek a lefrasnak a segitségével elemezték a tobbségi fiiggvény viselkedését a

Boole—kocka szimmetrikus részhalmazain.



2. Az értekezés eredményei

2.1. A teljes /-széles és a teljes d-uniform halmazrendsze-
rek vizsgalata

El6szor értelmezziik az f-széles csaladokat.
Legyen F C 2" egy tetszéleges halmazrendszer. Jeldlje vy € {0,1}" az
F C [n] halmaz karakterisztikus vektorat. Ekkor

V(F):={vr: FeF}C{0,1}" CF"

az F halmazrendszer karakterisztikus vektorainak a halmaza.
Jelolje
Ft={FCn]:k—t<|F| <k}

a teljes £-széles csaladot. Egy F C 2[" halmazrendszert ¢-szélesnek mondunk,
ha F C F** egy megfelel6 k-ra.

A disszertacio 3. és 4. fejezetében leirjuk a teljes d-uniform és a teljes
l-széles csaladok karakterisztikus vektoraihoz tartozo ideal redukalt Grobner—
bazisat és a kezdGidedlok minimalis generatorrendszerét. Ezt az eredményt az
F*E csaladhoz kapcesolodo tartalmazasi matrixok rangjanak meghatarozasara
alkalmazzuk. Bebizonyitjuk egyuttal Frankl egyik sejtésének a specialis ese-
tét is, amely azon maximaélis halmazrendszer méretére kérdez ra, amelyhez
nem létezik ¢ elemii szétzizott halmaz, és amely nem tartalmaz ¢ + 1 elemi
lancot.

A most kovetkezé definiciokban bevezetjiik a teljes f-széles csaladokhoz
tartozo idedl redukalt Grobner—bézisaiban szerepld polinomokat.

Legyenek ¢ és t pozitiv egészek. Jelolje H(t,¢) az [n] azon H = {s; <
... < 8} részhalmazainak a halmazat, amelyekre ¢ a legkisebb olyan j index,
amelyre s; < 2j — £+ 1 teljesiil. Az £ = 1 specidlis esetben legyen H(t) :=
H(t,1), hat > 1.

Megjegyezziik, hogy a H(t,£) = 0 ha t < £. A H(t,{) elemei az [n] ¢
elemti részhalmazai és H € H(t,¢) pontosan akkor, ha

8123—6,8225—6,...,815_1Z2t—£—1

és sy < 2t — £ + 1 teljesiil. Ezek szerint s;, =2t — ¢ (at =1 csak az £ =1
esetben jon szoba). Ha t > 1, ekkor s; 1 = 2t — £ — 1 is igaz lesz.

Legyen J C [n] egy tetsz6leges részhalmaz és 0 < ¢ < |J| egy nemnegativ
egész. Ekkor oj;-vel jeloljik az z;, j € J valtozok 7. elemi szimmetrikus
polinomjat:

0Jgi = Z xT EZ[Z‘l,...,Jjn].

TCJ,|T|=i



Most legyen 0 < £ <t < (n+£)/2,0 < k <nés H € H(t, ). Vezessiik
bea H=HU{2t—¢+1,2t —{+2,...,n} jelolést.
Ertelmezziik az f, polinomot a kévetkezs képlettel:

t .
fH,k = fH,k(-Tla . ,xn) = Z(—l)tia (k B ].)O'H’,j.

i=0 b=

Megjegyezziik, hogy az fgi a H-n keresztiil a t-t6l és az ¢-t6l is fiigg.
Tovabba a H egyértelmtien meghatarozza t-t és az (-et.

Legyenek 0 < ¢ — 1 < k < n tetszlleges egészek. Ekkor értelmezziik a
D(k, ) halmazt a kovetkezGképp:

Dkt ={{g1<... <@} Cn]: t<késgj>2j—¢+1hal<j<t}
R. P. Anstee és Sali Attila utan (lasd [2]) azt mondjuk, hogy egy
S={s1<s3<...<sq} C[n]

halmazt rendezés-szétziz egy F C 2/" halmazrendszer, ha a kivetkezok tel-
jesiilnek: az S = () esetben az F csalad nem iires, mig ha |S| > 0, akkor
talalunk 2¢ olyan F-beli halmazt, amelyet két részcsaladba, Fj-ba és Fi-
be oszthatunk ugy, hogy sq ¢ F minden F' € Fy-ra, mig s; € F minden
F € Fi-re, és mindkét részcsalad, Fo és F is rendezés-szétzzza az S\ {sq}
halmazt, tovabba TN Fy = T N Fy teljesiil a T = {sg+ 1,84+ 2,...,n}-re és
minden Fy € Fy, F1 € Fi-re. Legyen

osh (F) := {S C [n] : F rendezés—szétzizza S-t}.

A |2] cikkben R. P. Anstee, Ronyai L. és Sali A. ballot sorozatok segitsé-
gével megkapta az (7)) teljes uniform csalad rendezés-szétzizott halmazait,
ahol d < n/2:

osh (([Z]» ={{si<...<s;}C[n]: j<déss;>2 minden 1 gig(jl-)re}.

Nyilvanval6 a definiciobol, hogy tetszéleges nem iires F C 2™ csaladra
osh(F) = osh(co(F)), ahol co(F) = {[n]\F : F € F}. Specialisan osh(")) =
osh( ).

A kovetkezs Tétel a teljes uniform csalad rendezés-szétzuzasanak a leira-
sat altalanositja teljes /-széles csaladokra.



2.1. Tétel (Thm. 4.6 az értekezésben) Legyen 0 < k < (n—+¥¢)/2. Ekkor
osh(F*¥) = D(k, ¢).
(b) Ha k > (n+1¢)/2, ekkor
osh(F*%) = D(n — k + £ —1,%).

Tekintsiik az [n] részhalmazainak egy tetszéleges F csaladjat. Azt mond-
juk, hogy F szétzizza S-t, ha

{ENS: EcF} =25 (2)
Ekkor definialjuk az F halmazrendszer szétziuzottjat, sh(F)-t mint
sh(F) :={S C[n]|: F szétzuzza S-t}. (3)

Emlékeztetiink arra, hogy egy p méretii lanc 2("-ben [n] részhalmazainak
egy tetszéleges olyan A,,..., A, sorozata, amelyre A; C ... C A,.

Jeldlje g(n,t,d) azon 2-beli halmazrendszerek maximalis elemszamét,
amelyek nem zaznak szét ¢ elemi halmazt, és nem tartalmaznak egytttal
d + 1 elemi lancot sem. Frankl P. |6]-ben a kovetkezst sejtette:

2.2. Sejtés Tegyiik fel, hogy 2t < n + d. Ekkor

s > (1) ()

i=max(0,t—d)
A kovetkez6 Tétel ennek a sejtésnek a specialis esete.

2.3. Tétel (Thm. 4.1 az értekezésben) Tegyiik fel, hogy 2t < n+{ és legyen
F C 2 eqy tetszdleges olyan l—széles csaldd, amely nem ziz szét t elemd

halmazt. Ekkor -
n
A= > (7))

t=max(0,t—£)

Jelolje I(k,£) := I(V(F**)) az F** teljes £-széles csalad karakterisztikus
vektorainak az idealjat. Az ¢ = 1 specialis esetben I(d) := I(d,1) jeldli a
teljes d-uniform csaladhoz tartozo6 idealt.

A kovetkezd két tételben leirjuk az I(k, ¢) idealok redukalt Grobner béazi-
sait és az in(I(k,£)) kezdGideal minimalis generatorrendszerét.

Legyen 0 < ¢ < k + 1. Jeloljiik B(k, ¢)-lel az [n] azon U részhalmazainak
a rendszerét, amelyre U = {u; < ... < ugy1} és u; > 2j — £ + 1 fennall
minden j =1,..., k-ra. Az £ =1 specialis esetben legyen B(d) := B(d, 1).
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2.4. Tétel (Corollary 3.4 és Corollary 3.5 az értekezésben) Legyenek d és n
olyan egészek, amelyekre n > 0 és 0 < d < n/2 teljesil. Legyen F eqy tetszd-
leges test és < egy tetszdleges tagrendezés az S = F|xy, . .., x,] polinomgyiird
monomjain, amelyre x, < ... < x1. Ekkor az aldbbi monomhalmaz

Ut {zy: HEHM)YU{zy: UeBd)}u{z?: i=2,...,n}

az in(I(d)) = in(I(n — d)) kezddidedl egy minimdlis generdtorrendszere. A
polinomok aldbbi G halmaza az I(d) idedl redukdlt Grobner-bdzisa:

{23 —29,..., 22 —z,}U{x;: J € B(d)}U
{frma: H € H(t) valamely 0 < t < d-re}.

Hasonldan, a kévetkezd G* halmaz az I(n — d) idedl redukdlt Gribner—
bazisa:
{22 —29,..., 22 —z,}U {2’ : Je€Bd)}U

{fon-a: H € H(t) valamely 0 < t < d-re}.

2.5. Tétel (Corollary 4.8 és Corollary 4.4 az értekezésben) Legyen n > 0,
k és £ olyan egészek, amelyekre 0 < £ — 1 < k < n teljesiil. Legyen F egy
tetszdleges test és < egy tetszdleges olyan tagrendezés az S = Flxq, ..., xy]
polinomgytrid monomjain, amelyre &, < ... < x1. Ha k < (n+£)/2, ekkor

{z7:i=1,....,n}U{zy: U € Bk, £)}U

{zg: H € H(t, L) valamely £ <t < k-re}

az in(I(k, L)) kezddidedl eqgy minimdlis generdtorrendszere és az aldbbi G poli-
nomhalmaz az I(k, £) idedl redukdlt Grobner-bdzisa a < tagrendezésre nézve:

{22 —2y,..., 22 —z,} U{zs: J € B(k,L)}U

{fur: H € H(t L) valamely £ < t < k-re}.
Ak>(n+1¢)/2 esetben

{22:i=1,....n}U{ay: UeBn—-k+£—-1,0}U

{zyg: H € H(t, ) valamely £ <t<n—k+£—1-re}

adja az in(I1(k, L)) kezddidedl egy minimdlis generdtorrendszerét és a kovetke-
26 halmaz az I(k, ) idedl redukdlt Grobner-bdzisa a < tagrendezésre nézve:

{22 —xy,... 22—z, yu{a’ s JeBn—k+£—-1,0}U

{fur: H e H(t L) valamely ¢ <t <n—k+{— 1-re}.



Az eredményeink egyszert alkalmazasaként Frankl P. kovetkez6 becslésé-
nek egy 1j bizonyitasit nyerjiik:

Legyen p egy tetszGleges prim és k egy tetszGleges egész. Jelolje F(k, p)
a kovetkezd halmazrendszert:

F(k,p) ={K Cn]: |[K|=Fk (mod p)}.
2.6. Tétel (Corollary 3.10 az értekezésben) Ha 0 < £ < p—1 és 20 < n,

akkor
ranks, 1(F(k,p), ( gb]g)) < (Z)

2.2. Babai és Frankl egy sejtése

Legyen p egy tetszGleges prim és k tetszGleges egész. Legyen ¢ = p®, o > 1
a p egy tetsz6leges hatvanya. Jelolje F(k, q) a kovetkez6 halmazrendszert:

F(k,q) ={K C [n]: |K|=Fk (mod q)}.

A 2.7. Tétel Babai L. és Frankl P. egyik sejtése volt. Az értekezés 5. fe-
jezetében az I(V (F(k,q))) ideal Grobner—bazisaival valo redukcios érveléssel
bizonyitjuk be ezt a sejtést.

2.7. Tétel (Thm. 5.7 az értekezésben) Legyen k egy tetszdleges egész és
q = p* a > 1, egy tetszdleges primhatvdiny. Tegyik fel, hogy 2(¢ — 1) <
n. Legyen F = {Ai,...,An} az [n] részhalmazainak egy olyan rendszere,
amelyre teljestil a kovetkezd két feltétel:

(@) |A;] =k (mod q) hai=1,...,m

és
(0) [AiN Aj| £k (mod q) ha 1 <4,j <m, i # j.

|f-|s(qﬁl).

A kovetkezd eredmény Frankl P. egyik jol ismert rangbecslésének (2.6.
Tétel) az altalanositasa primhatvanyokra.

Ekkor

2.8. Tétel (Thm. 5.9 az értekezésben) Legyen p egy tetszdleges prim és k
eqy tetszdleges egész. Leqyen q = p*, a > 1. Ha £ < q—1 és 20 < n, ekkor

ranks, I(F(k, q), (?E)) < (Z)

Ezt a Tételt az I(V (F(k, q))) ideél deglex standard monomjainak a vizsgala-
taval bizonyitottuk be.



2.3. A permutaciok Grobner—bazisa és standard monom-
jai

A 6. fejezetben a permutéciok redukalt Grobner-bézisat és standard mo-
nomjait adjuk meg tetsz6leges < tagrendezésre nézve.

Jelolje S, an [n]-en hato szimmetrikus csoportot. Legyen F egy rogzitett,
de egyébként tetszéleges test. Valasszunk n kiilonb6zé elemet az F testbdl,
legyenek ezek ay, ..., a,. Ekkor jelolje

Viry == Vamy(aa, - -y o) == {(@rqa), - -, Ox(n)) © T € Sp}

az «; elemek Osszes permutacidinak a halmazat, amelyet mint F* egy részhal-
magzat tekintjik.
Legyen 7 egy tetsz6leges nemnegativ egész és jelolje

_ ai ,.a2 a
hi(Z1,...,x,) = E Pyt xen

ay+--tan=i
a1>0,...,an >0

az 1. teljes szimmetrikus polinomot. Ha 0 < i < n, ekkor o;-vel jeloljiik az :.
elemi szimmetrikus polinomot:

0i(T1y. ., Tp) = Z zg-

SCln], |S|=t

Az 1 < k < n egészekre értelmezziik az f; € S polinomokat a kovetkezskép-

pen:
k

Jr = Z(_l)ihk—i(xkaxk+1a R ,fUn)Uz'(Oéb .- -,Oén)-
i=0
Megjegyezziik, hogy fr € Wz, Zgi1,--.,2,). Tovabba deg fr = k és az fi
fémonomja ¥ minden olyan < tagrendezésre, amelyre z, < T,_1 < ... < 1.

2.9. Tétel (Thm. 6.2 az értekezésben) LegyenF egy tetszdleges test és < eqy
tetszdleges olyan tagrendezés az S = Flxy, ..., x,] polinomgyird monomjain,
amelyre x, < ... < x1. Ekkor az I(V(1n)) idedl redukdlt Grébner-bdzisa

Tovdbbd a standard monomok halmaza:

n

Sm(=<,I(Viny)) = {27"...25" : 0 <0y <i—1minden 1 << n-re}. (5)

Ennek a Tételnek egyik egyszerti alkalmazasa a szimmetrikus polinomok
alaptételének a kovetkezd altalanositasa, amelyet Garsia adott meg el&szor a
[8] dolgozatban.
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2.10. Tétel Minden f € Flyi,...,yn| polinomot egyértelmien felirhatunk a
kévetkezd alakban:

f(yla .. -;yn) = Z Za’wmwa{)lo’g2 o 'O-gn’

weN p>0

ahol ayp €F és N = {y7"...y2»: 0< ; <i—1minden 1 <i< nre} az
Artin—-monomok halmaza.

2.4. A particiék standard monomjai

A 7. fejezetben kombinatorikai leirast adunk az I(V)) ideal lexikografikus
standard monomjaira, valamint a Hilbert fiiggvényére (lasd V) definiciojat
lent). Alkalmazasként megadjuk az S* Specht modulus (James skalarszor-
zatra vonatkozd) (S*)* ortogonalis kiegészitGjének egy bazisat.

El6szor megadunk néhany definiciot a témakorben.

Természetes szamoknak egy A = (A, ..., \;) sorozatét az n egy particioja-
nak neveziink, ha \{ + Ao +---4+ Xy =nés A > >...> X >0. Ha X az
n egy particidja, akkor ezt A - n jeldli.

Legyen A = (Ay,..., Ax) az n egy rogzitett particioja. A A Ferrers diag-
ramja egy n négyzetet tartalmaz6 matrix, aminek £ balra igazitott sora van,
és minden sora \; négyzetet tartalmaz, ahol 1 <1 < k. Egy ¢t A-tablot ugy
kapunk a A-hoz tartozo6 Ferrers diagrambol, hogy tetszéleges mdédon kitoltjiik
ezt a diagramot 1,2, ..., n-nel bijektiven.

Példaul, han =7, A = (4,2,1), ekkor

\)

5[3]6]
1 és

415 ]

EEE

‘CDO-'JP—‘
~J
D
=

ketts a 7! A-tablo koziil.
Azt mondjuk, hogy t egy standard A-tablo, ha minden soraban és osz-
lopaban a szamok szigorian monoton nének.

Legyen «p,...,ar_1 az F test k kiilonbo6z6 eleme és A F n egy tetszéle-
ges particio. Jeloljiik Vy-val az Osszes olyan v = (vy,...,v,) € F* vektor

halmazat, amelyre
[{j€ln]: vj=a}]=Ain
teljesiil minden 0 <7 < k — 1-re.

A V), véges ponthalmaz standard monomjainak a leirdsahoz elGszor egy <
részbenrendezést definidlunk N*-en: ha u = (uy,...,u,) ésv = (vy,...,v,) €
N* tetsz6leges két vektor, akkor u < v pontosan akkor teljesiil, ha u; < v;
minden 1 < 3 < n-re.
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Egy W C N* részhalmaz lefelé zdrt burkdt a kovetkezSképp értelmezziik:
W< :={w e N": létezik egy olyan v € W, amelyre w < v}.

Egy ballot sorozat, vagy rdcsszo nemnegativ egészeknek egy olyan m =
(11,19, ... ,1,) vektora, amelynek barmely my = (i1, ..., i) kezdGszeletére és
barmely [ nemnegativ egészre, az my-ban legalabb annyi [ szerepel, mint [+ 1.

Jol ismert (lasd [16]), hogy a réacsszavak bijekcioban allnak a standard
tablokkal. Ha adott egy ¢ standard tabld, amelyet kitoltottiink n elemmel,
akkor képezziik az my = (i1, ..., i) sorozatot, ahol iy, = i—1 pontosan akkor,
ha k-t a t tablo ¢. sordba irtuk be. Ezen a mo6don t-hez hozzarendeltiik az m
racsszot. Az inverz leképezést is konnyt megkonstruélni.

Azt mondjuk, hogy egy racsszo A tipusi, ha a racsszonak megfelels ¢ tablo
egy standard A-tablo. Ekkor A - n-re értelmezziik st(\)-t:

st(A) := {u € N* : u egy A tipust racsszo}.

Jelolje by := st(A)S—t és legyen By = {z%: u € by}. Nyilvan by C N lefelé
zart részhalmaz.

A kovetkezd Tételt mar ismertitk a A = (n — d, d) és a A = (1") specidlis
esetekben. Az elgbbi esetben d < n/2 biztosan teljesiil és egyszertien be lehet
bizonyitani, hogy By azokbdl az x;, z;, . .. z;; négyzetmentes monomokbol all,
ahol j <d, 41 <iy <...< 1 és iy > 2¢{ minden 1 < £ < j-re.

A |2] cikkben R. P. Anstee, Ronyai L. és Sali A. belatta, hogy

Sm(%lew, I(V)‘)) = B,.

A [11] cikkiinkben ezt az eredményt altalanositottuk tetszdleges olyan <
tagrendezésre, amelyre =, < ... < x1.

Legyen < egy tetszéleges ilyen tagrendezés, és legyen A = (1"). Ebben
az esetben [10] 2.2 Tételében belattuk, hogy

Sm(=,I(V})) = {z/"...2P": 0< B <i—1minden 1 <i < n-re}. (7)

Nyilvan g = (0,1,...,n — 1) az egyetlen A = (1) tipust racsszo, tehat
st(A) = {g} teljesiil. Ekkor (7) szerint Sm(=<, I(V))) = B, most is igaz.
Az értekezés 7. fejezetének a f§ eredménye a kovetkezd:

2.11. Tétel (Thm. 7.8, Thm. 7.12 és Corollary 7.13 az értekezésben)
Legyen F eqy tetszdleges test és A\ az n eqy tetszdleges particidja. Fkkor

Sm(%lew, I(V)\)) = B)‘.

Tovdbbd
hi(vay(m) = |Bx N Mon(n, < m)],

ha m > 0.
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A. M. Garsia és C. Procesi a q-Kostka polinomokat vizsgalva bebizonyi-
tottak, hogy az Sm(=<geq, Va) = B egyenldség is fennéll minden A particiéra
(Proposition 3.2 [9]-ben). Ok a racionalis szamtest felett dolgoztak, de a bi-
zonyitasok érvényben maradnak tetszéleges test felett. Egyuttal a gr S/I1(V))
asszocialt fokszamozott gytrit is leirtak.

A 2.11. Tételbdl egy 1j, talan egyszertibb bizonyitast kaphatunk Garsi-
anak és Procesinek a V) deglex standard monomjairél sz6l6 eredményére.
Ezaltal elkeriilhetjiik a Tanisaki-ide4lok hasznalatat (lasd (1.5) [9]-ben). A
2.11. Tetelt ugy is tekinthetjiik, mint Garsia és Procesi eredményének a ki-
terjesztését a lexikografikus esetre.
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