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1 A kutatasok el6zménye

A rendezetlenség hatésara végbemend fém-szigetel§ fazisatalakulas -méas néven Anderson-
lokalizacio- a XX. sz. kozepe ota a szilardtestfizikai kutatasok homlokterében van. Az
Anderson atalakulas - kevés kivételtdl eltekintve - haromdimenzios rendszerekben megy
végbe, egy- és kétdimenzios rendszerekben tetszGlegesen kis rendezetlenség lokalizaciot
okoz. A rendezetlenség jelen lehet kristalyhibak, véletlen elhelyezkedésii szennyezé atomok,
vagy akar az atomi energiaszinteket eltold véletlenszerd potencial formajaban is. Az
univerzalitas miatt azonban nagyon sok fizikai mennyiség a rendezetlenség konkrét for-
majatol fliggetlen. Egy tokéletes kristaly tokéletes elektromos vezetéként viselkedik, az
elektronok ballisztikusan mozognak. Némi rendezetlenséget kapcsolva a rendszerre, az
elektronok néhanyszor széroédnak, az elektronok difftizivan mozognak, és a rendszer még
mindig viszonylag jo vezetd. Tovabb névelve a rendezetlenséget, a sorozatos szorodas
képes az elektronokat csapdézni (Anderson-lokalizalni), emiatt a rendszer szigetels tulaj-
donsagokat mutat.

Az elektronok hullamfiiggvényeit vizsgalva megallapithatjuk, hogy azok a fémes fazis-
ban a teljes racsra kiterjednek, effektive haromdimenzidsak. A szigetel§ fazisban expo-
nencidlisan lokalizalt hullamfiiggvényeket talalunk, melyek a lokalizacios hossztol sokkal
nagyobb rendszerben gyakorlatilag pontszertiek, effektive nulla dimenziésak. Mivel a
fém-szigetel6 fazisdtalakulds masodrendt, az atalakulasi pontot - ami emiatt egy kritikus
pont - a fémes (szigeteld) oldalrol megkozelitve a korrelacios (lokalizacios) hossz divergal,
a rendszer skalafiiggetlen. Az ezzel egyiitt jar6é 6nhasonlosag a fraktélokra jellemzé, igy a
fém-szigetels atalakulasi pontban is varhatunk fraktédlokhoz hasonld viselkedést, az elek-
tronok hullamfiiggvénye multifraktal tulajdonsagokat mutat. A multifraktalok a fraktélok
altalanositasai. Mivel nagyon er6s fluktuaciok jellemzGek rajuk, egyetlen fraktaldimenzio
helyett csak a ¢ paramétertél folytonosan fiiggs, végtelen sok D, vagy oy fraktaldimen-
ziok Osszességével irhatbak le. D, és o, mellett tovabbi altaldnositott fraktaldimenziok -
mas néven multifraktal exponenseknek - definidlhatok.

2 Célkittizések

A kutatasom f6 célja az volt, hogy megmutassam, hogy a multifraktalok jelen vannak
kiilonféle rendezetlen rendszerekben, illetve hogy ezen rendszerek kritikus mennyiségeit
meghatarozzam multifraktalok segitségével. A rendezetlen rendszerek az idGtiikrozési és
spin-forgatas szimmetria teljesiilésétol illetve sériilésétdl fliggen kiillonboz6 univerzalitasi
osztalyokba tartoznak. Ezen szimmetridk meglétének vagy sériilésének hatasat vizsgal-
tam a kritikus pontra, kritikus exponensre (lokalizacios/korrelacios hossz divergenciajat
leiré exponens) és a multifraktal exponensekre a rendezetlenséget egy véletlen potenciél-
lal figyelembe vevé Anderson modellen. Rendezetlenséget bevezethetiink racshibak segit-
ségével is, melynek egyik alapveté modellje a perkolacié. Egy hdromdimenzios perkolalt
racson els6szomszéd hoppingot megengedve kapjuk a kvantum perkolaciés modellt. En-
nek hullamfiiggvényeit megvizsgilva az Anderson modellhez igen hasonl6 viselkedést
tapasztalunk. Célom itt is a kritikus pontban, p%, jelen lév6 multifraktalok kimutatésa,
és a kritikus paraméterek meghatarozasa volt. A korabbi problémanal hasznalt modszer
jelentGsen kihasznélta, hogy a racs egy reguléris haromdimenzioés kristaly, igy tovabbi
célom volt, hogy azt tovabbfejlesszem iires racshelyeket is tartalmazé szabalytalan réacs-



ra. Kvantum szindinamikidban is megfigyeltek magas hémérsékleten a kvarkok hullam-
fiiggvényében Anderson lokalizaciora emlékeztets jelenségeket. Az energia ndvelésével
a kvarkok hullamfiiggvényei lokalizaltbol kiterjedt allapotokba mennek at, melyet ed-
dig spektralstatisztikikon keresztiil vizsgaltak. Célunk a jelenséget felfedezd csoporttal
egyiittmiikédve az volt, hogy a kvarkok hullamfiiggvényeit vizsgalva is kimutassuk az
atalakulast, illetve hogy kimutassuk a multifraktalitast az atalakulasi pontban.

3 Vizsgalati modszerek

A kiilénféle rendezetlen rendszereket numerikusan vizsgalatam. Az Anderson modellben
és a kvantum perkolacios modellben is elsGszomszéd hoppingot vettem figyelembe, igy egy
véges rendszert leird6 Hamilton méatrix nagyon ritka. Feladatom egy a matrix spektruma-
nak belsejében 1év6 sajatvektor megtalalasa volt, mely egy elektron hullamfiiggvényét irja
le. Ehhez ILU prekondicionalast (ILUPACK koényvtar) kévetGen Jacobi-Davidson itera-
ciot (PRIMME konyvtar) hasznaltam. A méatrix ritkasaga lehetévé tette igen nagy, akar
egymillié racspontot tartalmazo rendszerek vizsgalatat is, igy igen pontos eredményeket
kaphattam. A szamitasokhoz a BME Elméleti Fizika Tanszék klaszterét, és a BME
szuperszamitogépét hasznaltam. A kvak-gluon rendszer vizsgélatdhoz méar egy meglévé
GPU-kédot hasznaltunk, melyet egy GPU-klaszteren futtattunk le. A sajatvektorokbol
kiszamitottam az multifraktal exponensek véges méret valtozatat, pl. D,, az atalakulasi
pont kozelében, melyet altalanositott multifraktil exponenseknek neveznek. Mivel az
atalakulas fémes oldalan D, = 3, a szigetel6 oldalon pedig D, = 0 ha ¢ > 0, illetve
D, = oo, ha ¢ < 0 érvényes egy végtelen nagy rendszerben, az altalanositott multifraktal
exponenseket rendparaméterként hasznalhatjuk. Ezeket kiillonb6z6 rendszerméreteknél és
a rendezetlenség kiilonb6z6 értékeinél megmeértem, majd véges-méret skalazast végeztem:
Az altalanositott multifraktal exponenseket a kritikus pont kozelében véges rendszer
méretnél leir6 skalafiiggvényt illesztettem a nyers adatokra. Miel6tt az altalanositott
multifraktal exponenseket kiszdmolnank, a hullamfiiggvényen végrehajthatunk egy d.n.
,coarse graining™et: A rendszermérettsl jelentGsen kisebb dobozokba esé hullamfiig-
gvény értéke-ket Osszeadhatjuk. Ezutan két modszert haszalhatunk: M-t fixélva, mely
a dobozméret és a rendszerméret aranya, egy egyvaltozos skalafiiggvényt kapunk, mig ha
M-t engedjiik szabadon valtozni, egy kétvaltozos skalfiiggvényhez jutunk. A véges méret
skalazas eredményeként megkapjuk a kritikus pont helyét, a kritikus exponens és egyéb
kritikus paraméterek értékét.

4 Uj tudomanyos eredmények
Al&bb a tézispontokat listazom:

1. Multifraktal véges-méret skalazas segitségével megvizsgaltam a Wigner-Dyson szim-
metria osztalyokba tartozd Anderson modelleket. A fix A-t hasznal6 valamint a val-
tozd M-t hasznalo modszerrel megerdsitettem a multifraktalok jelenlétét mindharom
Wigner-Dyson univerzalitasi osztalyban. Mindharom osztalyban meghatiroztam a
kritikus pont, kritikus exponens és az irrelevans exponens értékét. A két modszerrel



kapott eredmények egyezést mutattak egymassal és az irodalomban elérhet§ ada-
tokkal is. A valtozo A-t hasznélé modszer szignifikdnsan kiilénb6zs kritikus expo-
nenseket adott a kiilonb6z6 univerzalitasi osztalyokra. Kiszamitottam a multifrak-
tal exponenseket is mindhdrom univerzalitasi osztélyra. A kiilénb6z6 univerzalitasi
osztalyok multifraktal exponensei egymaéshoz igen kozel esnek, de szignifikansan
kiilonboznek a ¢ paraméter legtébb altalam vizsgalt értékénél.

Az 1. publikicié kapcesolodik ezen tézisponthoz.

2. Numerikusan vizsgaltam a harom dimenziés kvantum perkolaciés modellt. A lokali-
zéaci6 leirasdhoz multifraktal véges méret skaldzast hasznaltam. Meghataroztam a
rendszer mozgékonysagi kiiszobét, mely kordbbi eredményekkel egyezést mutatott.
A kritikus exponensre energiatol fiiggetlen értéket kaptam 95%-os konfidenciaszint
mellett. Ezek atlaga hibahataron beliil megyegyezik az ortogonalis Anderson mod-
ellre kapott értékkel, ami arra enged kdvetkeztetni, hogy a modell a kiralis or-
togondlis Anderson univerzalitasi osztalyba tartozik. Meghataroztam a D, és q,
multifraktal exponenseket a mozgékonysagi kiiszob mentén, és magas p? értékek
esetén nem taldltam eltérést az Anderson modellben kapott eredményektél, mely a
fenti univerzalitasi osztalyba tartozést erdsiti meg.

A 2. publikicié kapcsolodik ezen tézisponthoz.

3. Megmutattam, hogy az Anderson modell nagy rendezetlenség mellett nem-trivialis
modon viselkedik, kiiléndsen a sav szélének kozelében. Megmutattam azt is, hogy
méar egy két vagy harom racshelyet tartalmazé modell is kvalitativan jol irja le a
rendszert.

A 3. publikicié kapcsolodik ezen tézisponthoz.

4. Megvizsgaltam a kvantum szindinamika Dirac-operatoraban magas hémérséklet
mellett bekdvetkezé Anderson atalakulast. A QCD Dirac operatoranak és az unitér
Anderson modell Hamilton operatoranak sajatvektorai kozt hasonld korrelaciokat
talaltam. A fix A mellett végzett multifraktél véges méret skdlazas korédbbi ered-
ményekkel egyez§ kritikus pontot adott. A kritikus exponens megegyezik az unitér
Anderson modellre kapott sajat eredményemmel. A multifraktal exponensek kozelité
értékei is j6 egyezést mutatnak az unitér Anderson modellben kapott eredményekkel.
Munkam megerdsiti, hogy a QCD Dirac operatoranak spektrumaban valéban egy
Anderson atalakulas megy végbe, és hogy az a kiralis unitér Anderson univerzalitasi
osztalyba tartozik.

A 4. és 5. publikaci6 kapcsolodik ezen tézisponthoz.
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