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1 A kutatások el®zménye

A rendezetlenség hatására végbemen® fém-szigetel® fázisátalakulás -más néven Anderson-
lokalizáció- a XX. sz. közepe óta a szilárdtest�zikai kutatások homlokterében van. Az
Anderson átalakulás - kevés kivételt®l eltekintve - háromdimenziós rendszerekben megy
végbe, egy- és kétdimenziós rendszerekben tetsz®legesen kis rendezetlenség lokalizációt
okoz. A rendezetlenség jelen lehet kristályhibák, véletlen elhelyezkedés¶ szennyez® atomok,
vagy akár az atomi energiaszinteket eltoló véletlenszer¶ potenciál formájában is. Az
univerzalitás miatt azonban nagyon sok �zikai mennyiség a rendezetlenség konkrét for-
májától független. Egy tökéletes kristály tökéletes elektromos vezet®ként viselkedik, az
elektronok ballisztikusan mozognak. Némi rendezetlenséget kapcsolva a rendszerre, az
elektronok néhányszor szóródnak, az elektronok di�úzívan mozognak, és a rendszer még
mindig viszonylag jó vezet®. Tovább növelve a rendezetlenséget, a sorozatos szóródás
képes az elektronokat csapdázni (Anderson-lokalizálni), emiatt a rendszer szigetel® tulaj-
donságokat mutat.

Az elektronok hullámfüggvényeit vizsgálva megállapíthatjuk, hogy azok a fémes fázis-
ban a teljes rácsra kiterjednek, e�ektíve háromdimenziósak. A szigetel® fázisban expo-
nenciálisan lokalizált hullámfüggvényeket találunk, melyek a lokalizációs hossztól sokkal
nagyobb rendszerben gyakorlatilag pontszer¶ek, e�ektíve nulla dimenziósak. Mivel a
fém-szigetel® fázisátalakulás másodrend¶, az átalakulási pontot - ami emiatt egy kritikus
pont - a fémes (szigetel®) oldalról megközelítve a korrelációs (lokalizációs) hossz divergál,
a rendszer skálafüggetlen. Az ezzel együtt járó önhasonlóság a fraktálokra jellemz®, így a
fém-szigetel® átalakulási pontban is várhatunk fraktálokhoz hasonló viselkedést, az elek-
tronok hullámfüggvénye multifraktál tulajdonságokat mutat. A multifraktálok a fraktálok
általánosításai. Mivel nagyon er®s �uktuációk jellemz®ek rájuk, egyetlen fraktáldimenzió
helyett csak a q paramétert®l folytonosan függ®, végtelen sok Dq vagy αq fraktáldimen-
ziók összességével írhatóak le. Dq és αq mellett további általánosított fraktáldimenziók -
más néven multifraktál exponenseknek - de�niálhatók.

2 Célkit¶zések

A kutatásom f® célja az volt, hogy megmutassam, hogy a multifraktálok jelen vannak
különféle rendezetlen rendszerekben, illetve hogy ezen rendszerek kritikus mennyiségeit
meghatározzam multifraktálok segítségével. A rendezetlen rendszerek az id®tükrözési és
spin-forgatás szimmetria teljesülését®l illetve sérülését®l függ®en különböz® univerzalitási
osztályokba tartoznak. Ezen szimmetriák meglétének vagy sérülésének hatását vizsgál-
tam a kritikus pontra, kritikus exponensre (lokalizációs/korrelációs hossz divergenciáját
leíró exponens) és a multifraktál exponensekre a rendezetlenséget egy véletlen potenciál-
lal �gyelembe vev® Anderson modellen. Rendezetlenséget bevezethetünk rácshibák segít-
ségével is, melynek egyik alapvet® modellje a perkoláció. Egy háromdimenziós perkolált
rácson els®szomszéd hoppingot megengedve kapjuk a kvantum perkolációs modellt. En-
nek hullámfüggvényeit megvizsgálva az Anderson modellhez igen hasonló viselkedést
tapasztalunk. Célom itt is a kritikus pontban, pQ

c , jelen lév® multifraktálok kimutatása,
és a kritikus paraméterek meghatározása volt. A korábbi problémánál használt módszer
jelent®sen kihasználta, hogy a rács egy reguláris háromdimenziós kristály, így további
célom volt, hogy azt továbbfejlesszem üres rácshelyeket is tartalmazó szabálytalan rács-
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ra. Kvantum színdinamikában is meg�gyeltek magas h®mérsékleten a kvarkok hullám-
függvényében Anderson lokalizációra emlékeztet® jelenségeket. Az energia növelésével
a kvarkok hullámfüggvényei lokalizáltból kiterjedt állapotokba mennek át, melyet ed-
dig spektrálstatisztikákon keresztül vizsgáltak. Célunk a jelenséget felfedez® csoporttal
együttm¶ködve az volt, hogy a kvarkok hullámfüggvényeit vizsgálva is kimutassuk az
átalakulást, illetve hogy kimutassuk a multifraktalitást az átalakulási pontban.

3 Vizsgálati módszerek

A különféle rendezetlen rendszereket numerikusan vizsgálatam. Az Anderson modellben
és a kvantum perkolációs modellben is els®szomszéd hoppingot vettem �gyelembe, így egy
véges rendszert leíró Hamilton mátrix nagyon ritka. Feladatom egy a mátrix spektrumá-
nak belsejében lév® sajátvektor megtalálása volt, mely egy elektron hullámfüggvényét írja
le. Ehhez ILU prekondícionálást (ILUPACK könyvtár) követ®en Jacobi-Davidson iterá-
ciót (PRIMME könyvtár) használtam. A mátrix ritkasága lehet®vé tette igen nagy, akár
egymillió rácspontot tartalmazó rendszerek vizsgálatát is, így igen pontos eredményeket
kaphattam. A számításokhoz a BME Elméleti Fizika Tanszék klaszterét, és a BME
szuperszámítógépét használtam. A kvak-gluon rendszer vizsgálatához már egy meglév®
GPU-kódot használtunk, melyet egy GPU-klaszteren futtattunk le. A sajátvektorokból
kiszámítottam az multifraktál exponensek véges méret változatát, pl. Dq, az átalakulási
pont közelében, melyet általánosított multifraktál exponenseknek neveznek. Mivel az
átalakulás fémes oldalán Dq ≡ 3, a szigetel® oldalon pedig Dq ≡ 0 ha q > 0, illetve
Dq ≡ ∞, ha q < 0 érvényes egy végtelen nagy rendszerben, az általánosított multifraktál
exponenseket rendparaméterként használhatjuk. Ezeket különböz® rendszerméreteknél és
a rendezetlenség különböz® értékeinél megmértem, majd véges-méret skálázást végeztem:
Az általánosított multifraktál exponenseket a kritikus pont közelében véges rendszer
méretnél leíró skálafüggvényt illesztettem a nyers adatokra. Miel®tt az általánosított
multifraktál exponenseket kiszámolnánk, a hullámfüggvényen végrehajthatunk egy ú.n.
�coarse graining�-et: A rendszermérett®l jelent®sen kisebb dobozokba es® hullámfüg-
gvény értéke-ket összeadhatjuk. Ezután két módszert haszálhatunk: λ-t �xálva, mely
a dobozméret és a rendszerméret aránya, egy egyváltozós skálafüggvényt kapunk, míg ha
λ-t engedjük szabadon változni, egy kétváltozós skálfüggvényhez jutunk. A véges méret
skálázás eredményeként megkapjuk a kritikus pont helyét, a kritikus exponens és egyéb
kritikus paraméterek értékét.

4 Új tudományos eredmények

Alább a tézispontokat listázom:

1. Multifraktál véges-méret skálázás segítségével megvizsgáltam aWigner-Dyson szim-
metria osztályokba tartozó Anderson modelleket. A �x λ-t használó valamint a vál-
tozó λ-t használó módszerrel meger®sítettem a multifraktálok jelenlétét mindhárom
Wigner-Dyson univerzalitási osztályban. Mindhárom osztályban meghatároztam a
kritikus pont, kritikus exponens és az irreleváns exponens értékét. A két módszerrel
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kapott eredmények egyezést mutattak egymással és az irodalomban elérhet® ada-
tokkal is. A változó λ-t használó módszer szigni�kánsan különböz® kritikus expo-
nenseket adott a különböz® univerzalitási osztályokra. Kiszámítottam a multifrak-
tál exponenseket is mindhárom univerzalitási osztályra. A különböz® univerzalitási
osztályok multifraktál exponensei egymáshoz igen közel esnek, de szigni�kánsan
különböznek a q paraméter legtöbb általam vizsgált értékénél.
Az 1. publikáció kapcsolódik ezen tézisponthoz.

2. Numerikusan vizsgáltam a három dimenziós kvantum perkolációs modellt. A lokali-
záció leírásához multifraktál véges méret skálázást használtam. Meghatároztam a
rendszer mozgékonysági küszöbét, mely korábbi eredményekkel egyezést mutatott.
A kritikus exponensre energiától független értéket kaptam 95%-os kon�denciaszint
mellett. Ezek átlaga hibahatáron belül megyegyezik az ortogonális Anderson mod-
ellre kapott értékkel, ami arra enged következtetni, hogy a modell a királis or-
togonális Anderson univerzalitási osztályba tartozik. Meghatároztam a Dq és αq

multifraktál exponenseket a mozgékonysági küszöb mentén, és magas pQ
c értékek

esetén nem találtam eltérést az Anderson modellben kapott eredményekt®l, mely a
fenti univerzalitási osztályba tartozást er®síti meg.
A 2. publikáció kapcsolódik ezen tézisponthoz.

3. Megmutattam, hogy az Anderson modell nagy rendezetlenség mellett nem-triviális
módon viselkedik, különösen a sáv szélének közelében. Megmutattam azt is, hogy
már egy két vagy három rácshelyet tartalmazó modell is kvalitatívan jól írja le a
rendszert.
A 3. publikáció kapcsolódik ezen tézisponthoz.

4. Megvizsgáltam a kvantum színdinamika Dirac-operátorában magas h®mérséklet
mellett bekövetkez® Anderson átalakulást. A QCD Dirac operátorának és az unitér
Anderson modell Hamilton operátorának sajátvektorai közt hasonló korrelációkat
találtam. A �x λ mellett végzett multifraktál véges méret skálázás korábbi ered-
ményekkel egyez® kritikus pontot adott. A kritikus exponens megegyezik az unitér
Anderson modellre kapott saját eredményemmel. A multifraktál exponensek közelít®
értékei is jó egyezést mutatnak az unitér Anderson modellben kapott eredményekkel.
Munkám meger®síti, hogy a QCD Dirac operátorának spektrumában valóban egy
Anderson átalakulás megy végbe, és hogy az a királis unitér Anderson univerzalitási
osztályba tartozik.
A 4. és 5. publikáció kapcsolódik ezen tézisponthoz.
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