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1. Bevezetés

A mérnoki gyakorlatban gyakran mertil fel az a feladat, hogy egy nagyméretti adathalmazbdl
szamitégépes modellt hozzunk létre. Az olyan teriileteken, mint a szdmitégépes latds, a min-
tafelismerés, a képfeldolgozds, a beszéd- és hangfeldolgozas, a jelfeldolgozds, a modadlis és
spektrélis analizis, az adatbdnyészat, a rendszeridentifikdcio, az 6konometria vagy az idésor-
elemzés, a célunk sokszor az, hogy azonositsuk vagy irjuk le azokat a belsé torvényszertisége-
ket, amelyek egy rendszert vezérlik, ahelyett, hogy a rendszer jovGbeli viselkedését jeleznénk
elére. Masképpen fogalmazva, azt vizsgaljuk, a megfigyeléseket alapul véve a mért valtozék
milyen Osszefliggésben vannak egymadssal. Amig a rendelkezésiinkre 4116 adatok mennyisége
és dimenziészama jelentds lehet, az adatpontok kozotti 6sszefiiggést kifejez6 egyenlet tobb-
nyire tomor formdban megfogalmazhaté. Egy rendszeridentifikdciés kornyezetben példaul
egy diszkrét idejli dinamikus rendszer paramétereit keressiik a zajjal mért bemeneti és ki-
meneti adatsor ismeretében. Egy mintafelismerési kornyezetben ugyanakkor olyan egyszert
alakzatokat illesztlink az adatpontok rendszerezetlen halmazara, mint vonalak, ellipszisek,
paraboldk, stb. Amig ezek a feladatok rendkiviil kiilonb6z6nek tlinnek, van néhany k6zos tu-
lajdonsdguk, amelyek meghatarozzédk a paraméteres errors-in-variables rendszerek jellemz6it:

* A vizsgélt rendszert jellemzd 6sszefliggések struktirat alkotnak. Mig az 6sszegyUjtott
adatok mennyisége jelentGs lehet, a paraméterek szdma korlatos: a rendszer leirha-
t6 viszonylag egyszer(i osszefliggések halmazaval, amelyek a paramétereket leszamitva
ismertek. Egy diszkrét idej(i dinamikus rendszer leirhat6 egy alacsony fokszdmu poli-
nommal, amely a kimeneti valtoz6t a bemeneti és kimeneti valtoz6k kordbbi értékeivel
hozza kapcsolatba, még akkor is, ha az adatsorok ezres nagysagrendi megfigyelésekbdl
allnak. Egy gydrtmanyrol 1ézerszkenner segitségével nyert pontok halmaza modellez-
het6 akdr néhdny kvadratikus feliilettel.

Nincsenek kitiintetett véltozok. Az egyenletek, amelyek az adatpontok kozotti dssze-
fliggést megfogalmazzdk, implicit f(x) = 0 alakdak, és nem explicit y = f(x) alakiiak.
Egy haromdimenziés képen nincs specidlis jelentdsége az adatpontok x, y vagy z koor-
dinatdjanak, és az adatokat forgatdsnak vagy eltolasnak vethetjiik ala.

e A mért adatok zajosak. A statisztikdban megszokott feltételezéssel szemben a legtobb
esetben nem tehetiink érdemi kiilonbséget (zajmentes) fliggetlen és (zajos) fiiggé val-
tozok kozott. Az errors-in-variables kornyezetben minden véltozot mért mennyiségnek
tekintiink, amelyek zajosak. Egy dinamikus rendszer bemenetét és kimenetét is zajos
mérések sorozatdnak tekintjiik, és a szkennerrel nyert pontok minden koordinétajanak
értékéhez zaj adodik hozzd.

Avizsgalt rendszer mogotti 6sszefliggés feltardsa egy olyan tomor leirdst ad, amely lényegesen
egyszertibben feldolgozhat6 és jelent6sen hozzajarulhat a rendszer mikodésének megértésé-
hez. Példaul egy olyan mintafelismerési algoritmus, amely kihasznélja, hogy a gyartmanyok
megkozelitéleg 85%-a kvadratikus feliiletekkel modellezheté [C]J93], és ennek fényében ilyen
tipusu feliileteket illeszt, sokkal kevesebb paramétert haszndl, mint egy alapvetéen nempa-
raméteres megkozelités, amely csak kozelségi informaciét hasznal fel. Ezen feliil a visszafej-
tett modell alkalmasabb késébbi transzformécidkra, példaul konstruktiv szilardtest geometria
(constructive solid geometry) mitiveletekre.



Amikor a feltarand6 6sszefiiggés linedris, a matematikai és statisztikai eszkoztar hagyoma-
nyos elemei, mint a szingularisérték-felbontas, alkalmazhaték statikus rendszerekre, és itera-
tiv algoritmusokat alkothatunk dinamikus rendszerekre. A nemlinearitds ugyanakkor megne-
heziti, hogy az eredeti (zajmentes) rendszerre kovetkeztessiink a (zajos) mért valtozdok alap-
jan, a hagyomdnyos megkozelitések jelentds torzitdshoz vezethetnek, mivel additiv zaj ad6-
dik hozzda a rendszer nemlinedris valtoz6ihoz. Az értekezés célja, hogy a linedris errors-in-
variables rendszerek eredményeit a nemlinedris eset egy olyan viszonylag gazdag halmazara
kiterjessze, amelyben a rendszert polinomialis fliggvények modellezik.

2. Célkitiizések és kutatisi médszertan

Az értekezés a nemlinedris paraméteres errors-in-variables rendszerek témakoréhez tartozo,
identifikacids és felismerési feladatokhoz kapcsol6dé algoritmusokat mutat be. Az algoritmu-
sok egy része statikus, mds része dinamikus (id6fiiggd) rendszerekre vonatkozik. Az értekezés-
ben hangsilyos szerepet kapnak az alacsony fokszamu polinomidlis fliggvények, a méréseket
terheld zajokrol pedig feltételezziik, hogy Gauss eloszlas szerintiek. Mig egyes eredmények a
teljesen paraméteres esetre vonatkoznak, amikor a rendszer strukttréja — az ismeretlen pa-
ramétereket leszdmitva — ismert, addig az értekezés mds eredményei azt a gépi tanuldsbol
ismert megkozelitést alkalmazzdk, hogy a rendszer épitGelemek halmazabdl dll 6ssze, ame-
lyek koziil mindegyik ismeretlen paraméterekkel definialt, de j6l ismert struktirdval ragadha-
t6 meg.

El6szor a statikus rendszerek teriiletét vizsgaljuk olyan esetben, amikor a becslési feladat-
hoz korldtozdsok kapcsolédnak. Egy gépi latdssal kapcsolatos alkalmazédsban példaul felme-
riilhet, hogy altalanos kvadratikus gorbe helyett ellipszist illessziink rendezetlen pontok hal-
mazdara. Tobb korabbi gépi latdssal foglalkoz6 munka megmutatta, hogyan lehet olyan kor-
latozasokat belefoglalni a becslési algoritmusokba, mint ellipszist illeszteni hiperbola helyett,
de ezek a munkdk tobbnyire nem vették megfelelden figyelembe a zaj dltal keltett nemlinearis
torzitdst. Az értekezésben bemutatott mddszer egy 1épéssel tovabb visz, és a paraméterbecs-
lési feladatba tigy foglalja bele a kényszereket, hogy kiejti a zaj torzit6 hatdsait.

Madsodikként egy gépi tanuldsban kozismert feladatot, nevezetesen a klaszterezést vessziik
gorcso ald, egy olyan esetben, amikor a rendszer eredetileg szimos elembdl épiil fel, és ezen
elemek mindegyikét egy polinomidlis 6sszefliggés, vagy kevésbé dltaldnosan kvadratikus gor-
bék és feliiletek irjék le, de nekiink csupdn zajos adatok rendezetlen halmaza all rendelke-
zéstinkre, és a célunk az, hogy feltarjuk a rendszer eredeti strukturdjét, és becstiljiik az épi-
téelemeket leir6 paramétereket. Szdmos algoritmus ismert, amelyek képesek kezelni az tin.
(tobb)alteres klaszterezési vagy hibrid linedris modellezési feladatot, ahol a cél olyan csopor-
tok 0sszességébdl dllé modellt alkotni, ahol a csoportokba sorolt adatpontok kozott linedris
Osszefliggés van. Azonban nem minden adathalmaz bonthaté csoportokra linearis dsszefiig-
gések mentén, és linedris médszereket alkalmazni alapvetéen nemlinedris 0sszefliggésekre
elveszi ezen modszerek egyszertiségét és leirderejét. Az alteres klaszterezés egy természetes
dltaldnositdsa az értekezésben targyalt sokasagokon értelmezett klaszterezés, ahol mindegyik
sokasdgot valamilyen nemlinedris (vagy polinomidlis) 6sszefliggés kapcsol 6ssze.

Végiil a dinamikus rendszereket vizsgaljuk, ahol a diszkrét idejt rendszereket tekintjiik,
és az értekezés az dltaldnositott Koopmans-Levin mddszert (angol nevének kezdébettiib6l



GKL) [Vaj05] és az eredeti Koopmans médszer nemlinedris kiterjesztését (NK) [VHO3] 6tvo-
zi. A GKL médszer linedris dinamikus rendszerek paraméterbecslésére szolgdl, a pontossag és
a szamitasi koltség kozotti tetszéleges skdldzdssal, mig az NK médszer egy nemiterativ meg-
kozelitést ad polinomidlis fliggvénnyel leirhaté statikus rendszer paraméterbecslésére. A két
modszer 0tvozésével az értekezés Uj algoritmust mutat be olyan dinamikus rendszerek pa-
raméterbecslésére, amelyeknek Gauss zajjal megfigyelt véltozoi kozott polinomialis fliggvény
teremt kapcsolatot.

3. Eredmények

A felvazolt célkitlizésekkel 6sszhangban az eredményeket harom tézisre bontottam. Az els
tézis a statikus rendszereket vizsgdlja, és f(x) = 0 halmazok paraméterbecslésére ad modszert
korlatozasok nélkiil és kiegészité korlatozasokkal. Az elsé tézis alapfeltevése, hogy a teljes
adathalmaz egyetlen ismert strukttirdjui polinomidlis 6sszefliggésbdl szarmazik (azaz egy cso-
portot alkot), bar a paraméterek nem ismertek. A masodik tézis az elsére épit, és az illesztési
problémat tobb csoportra terjeszti ki, ahol a cél nemcsak a paraméterek becslése az egyes cso-
portokon beliil, hanem az egyes csoportok meghatdrozdsa is. Végiil a harmadik tézis az els6
tézis eredményeit felhaszndlva a statikus rendszerekre szabott becslési modszereket dltaldno-
sitja dinamikus rendszerekre.

A bemutatott médszerek statisztikai megkozelitést alkalmaznak és a paramétereket a min-
taadatok kovarianciamaétrixa alapjan hatdrozzdk meg. Numerikus szempontbdl dltaldnositott
sajatérték feladaton alapulnak, amely lehet6vé teszi mai hardveren térténé kézenfekvé meg-
valésitdsukat.

3.1. Fiiggvényillesztés korlatozasokkal zajkioltas segitségével
A tézishez kapcsol6dé kozlemények: [8)[10}11]

A szamitogépes latds, mintafelismerés és képfeldolgozasi alkalmazasok egyik gyakori feladata
kvadratikus gorbék és feliiletek, kiillonosképpen ellipszisek és ellipszoidok illesztése. Egy adott
Px,g=0

paraméteres fliggvény mellett, ahol P jeloli a kvadratikus fiiggvényt (ponthalmazt), x jeloli a
pontok koordinatavektorat (ami a szabad paraméter) és g jeloli a gorbe vagy feliilet paramé-
tereit, a célunk az, hogy becsiiljiik g értékét zajos x; = X; + X; mintdkbdl, ahol X; a zajmentes
adatot, X; pedig a hozzaadott zajt jeloli, igy hogy

Px;,g=0

legyen. Egy lehetséges mddja x; adatpontokbdél g becslésének, ha a mértani tdvolsagot hasz-
néljuk [CM11], azaz maximum likelihood becslést végziink, és minimalizaljuk az

1N,
e:NZ’ldi
i=



hibaftiggvényt, ahol d; a zajos x; adatpontok tdvolsagat méri a P(x, g) = 0 gorbétdl vagy fe-
lillett6l. Bar pontos, ez a modszer (és kozelitései [MMOO} IC*05]) iterativ médszerekre vezet,
amelyek lassan konvergélhatnak (vagy esetenként divergdlhatnak), és megfelelé kezdeti ér-
ték sziikséges hozzajuk. Egy robusztusabb mddszer, ha az algebrai tavolsdgot hasznaljuk, és
minimalizaljuk a

e= L3 (P, p)?
Ni:l ir8

hibafiiggvényt, amelyben a gorbe vagy feliilet egyenletébe a zajos pontokat helyettesitettiik,
és az algebrai illesztés a helyettesitési hibat minimalizélja, ami egy gyors, nemiterativ méd-
szerhez vezet. Legyen a kétdimenzi6s mérések egy linearizaciéja

2'=[ 2 xy ¥ x y 1] )

és a haromdimenziés mérések egy linearizdciéja
2'=[x2 ¥ & xy xz yz x y z 1] 2
agy, hogy a mintak kovarianciamadtrixa

1

D:NZ(zi;%"zj)(zi;gzj)T.

i
A legkisebb négyzetek mdédszerén alapulé megoldds a
Dg=A1g

sajatérték feladatot oldja meg a legkisebb A sajatértékre.

Ugyanakkor szdmos esetben korlatozdsok mellett szeretnénk kvadratikus gorbéket és felii-
leteket illeszteni, azaz a g paramétervektort tigy szeretnénk becstilni, hogy kvadratikus gérbék
vagy feliiletek adott osztalydba essen, pl. ellipszis vagy ellipszoid legyen. A kozvetlen legkisebb
négyzetes ellipszisillesztés [FPF99}[HF98| egy olyan

0o 0 2
Q=diag 0 -1 0 , 03x3
2 0 0

korlatozast (normalizadciés matrixot) hasznél, ami a
T
g Qg>0

kényszernek felel meg, és a
Dg=1Qg

sajatérték feladatot oldja meg az egyetlen pozitiv A sajatértékre.



Sajnos barmilyen egyszer(i, kozvetleniil az algebrai hiba minimalizalasa statisztikai szem-
pontbél pontatlan. Egy masik megkozelités, amely megtartja a legkisebb négyzetes modsze-
rek egyszerliségét, de jelentésen csokkenti pontatlansagukat, ha egy hibakiejtési sémét hasz-
nélunk, és a legkisebb négyzetes illesztés el6tt minél inkdbb ellensilyozzuk a zaj torzité hata-
sait. Ahogyan az az (1) és a (2) megfigyelési vektorokbol lathato, a zaj hatdsa az egyes kompo-
nenseken (pl. x2) nemlinedris lehet, amit szdmitdsba kell venni az ilyen becslési mddszerek
megalkotdsakor. Mindez egy

D-C(w)

matrixpolinomra vezet, ahol p jeloli a zaj nagysagat és C(u) egy zajos megfigyelésekbdl becsiilt
matrix. Ezutdn a zajkioltott D — C(u) métrixot korldtozdsok melletti minimalizaldsnak vetjiik
ald, ahol a kvadratikus gorbe vagy feliilet osztélyat (pl. ellipszis vagy ellipszoid) figyelembe
vessziik.

Ajavasolt becslési mddszer tehdt a kovetkezé 1épésekbdl all:

1. zajkioltas
2. korlatozdsok melletti kvadratikus legkisebb négyzetes illesztés

A megkozelités garantélja egyrészt a konzisztens becslést (1-es 1épés) masrészt a robusztussa-
got (2-es 1épés); az algoritmus, mds algoritmusokkal ellentétben, akkor is a korlatozdsoknak
megfelel6 eredményt ad, ha az adatok az illesztend6t6l eltér alakzatot sugallndnak.

1. tézis: Ellipszis, parabola, hiperbola és ellipszoid illesztése zajkioltas segitségével

Errors-in-variables paraméterbecslési modszert adtam mdsodfoku gorbék és feliiletek korldto-
zdsok melletti illesztésére. A mddszer egy zajkioltdsi lépéssel egészit ki korldtozdsok melletti
kvadratikus legkisebb négyzetes illesztési algoritmusokat. A zajkioltdsi lépés kvadratikus sa-
jatérték feladatként irhaté szimmetrikus mdtrix egyiitthatokkal, ahol a sajdtérték feladat egy
olyan kovarianciamdtrixra vezet, amelyben mdr figyelembe vessziik a zajok torzito hatdsait.
A zajkioltdsi lépés felirhato a kovarianciamdtrix statisztikailag invaridns elemei nélkiil, ami
egyszerlibb kifejezéshez vezet. Az adatok zajjal korrigdlt kovarianciamdtrixdn végrehajtva a
kozvetlen legkisebb négyzetes ellipszis-, parabola-, hiperbola- és ellipszoidillesztés koziil mind-
egyik algoritmus magasabb illesztési pontossdgot ér el a zajkioltds nélkiili eredeti megfogalma-
zdsdval osszehasonlitva.

A z; adatpontok halmaza és ezen mintdk D kovarianciamdtrixa alapjdn a zajok egy becsiilt
C(p) kovarianciamatrixa megadhaté egyszerti 1épések sorozatdnak alkalmazaséval. A kvadra-
tikus gorbék és feliiletek paraméterbecslésének konkrét esetére vonatkoztatva C(u) a C(u) =
12Cy + pC; alakot 6lti, ahol C a kvadratikus résznek megfelelé matrix, amelynek elemei oi
és a?, (illetve hdrom dimenziéban 0'%) varianciat6l fiiggenek, mig C; a linedris résznek felel
meg, és elemei a mdr emlitett variancidk mellett véges szamu zajos mintabol kozelitett tagok-
tol fiiggenek, utobbi kétdimenzios esetben E(x2), E(3?), E(xy), E(x) és E(y) varhat6 értékek
kozelitését jelenti. Mivel pusztan a zaj nagysdgdnak ismerete nem ad dnmagdban hasznos in-

formadciét, a zajt U% = /,t('f%, 0’?, = /,t(r?, alakban irjuk tgy, hogy (‘7% +c’r§ =1, ahol 6% és 5?, a zaj



(ismert) ,irdnydt” (véaltozok kozotti relativ eloszldsat) jelentik, mig u jeloli a zaj (ismeretlen)
nagységat. Igy a
Y(ug = (D-puCi - 4*C;)g=0.

kvadratikus sajatérték feladatra jutunk.

Akvadratikus sajatérték feladat egy lehetséges megoldasa linearizacival torténhet, amely-
nek sordn a p véltoz6tél vald polinomidlis fliggést az egylitthatométrixok méretének novelése
dran kiiszoboljiik ki, amely analég a polinomok gyokeinek keresésekor haszndlt hasonl6 elja-
rassal. Azok az dtalakitasok, amelyek megérzik a szimmetridt kiilondsen hasznosak numeri-
kus tulajdonsagaik miatt. Egy ismert eredmény [TMO1]

D - uC - i Cy
kvadratikus sajatérték feladat linearizaldsara a szimmetrikus

0 -D

-D G -2

EN)=E1-AEpx =

-D 0
0 -C2

alak, ami szimmetrikus éltaldnositott sajatérték feladatra vezet.

Akovetkez6 algoritmus dsszefoglalja az dltaldnos kvadratikus gorbékre és feliiletekre alkalma-
zott zajkioltdsi sémat:

Zajkioltasi séma kvadratikus gorbékre és feliiletekre.

1. Bemenet: zajos X; mintdk és a zaj relativ nagysdga minden komponensre egy [7,2( vari-
anciavektor formajaban.

2. Becsiljiik az adatok D kovarianciamatrixat zajos mintakbdl.

3. Becsiiljiik a zaj kovarianciamétrix-polinomjanak C; és C, egylitthatoéit a zajos mintak
alapjan.

4. Keressiik meg azt a y sajdtértéket, amely megoldja a det (D — uCy — ,uZCZ) = 0 feladatot.
5. Kimenet: a zajkioltott (szinguléris) R = D — uC — u®Cp matrix.

Miutdn a zaj hatdsait figyelembe vettiik, a korldtozdsok melletti paraméterbecslési optimali-
zalasi feladatot

: T
min R
® g kg

alakban irhatjuk, amely



dltalanositott sajatérték feladatra vezet. A Q a korlatozédsokat jeloli. Bontsuk fel a vektorokat
és a matrixokat tigy, hogy

.
g = [8 g |
_ Ri R
Ro= [ R] R3 ]
Q o0
Q [ 0 0

ahol Qg jeloli azt a kvadratikus korldtozdst, amely a paramétereket pl. egy ellipszis vagy hiper-
bola paramétereinek koti meg tigy, hogy

8= % o) E )

R R ]
R] R3

Az ismert |[HF98, HOZMO08|

1T
-R3 'R,

S R; +RyT

felirast kijvetve,‘ ahol az inverz Ry 1 mindig létezik, kivéve, ha a pontok egy egyenest vagy egy
sikot alkotnak. Igy
1
< 1o |

Tg1

ahol a becslési feladatot a csokkentett méret(i S matrix gy sajatvektordnak keresésével oldjuk
meg, hogy kielégitse a g—lrngl =1 korldtozast, azaz

Sg1 =AQ181- @)

Ellipszis és hiperbola illesztéséhez vegyiik a

0 0 2
Q=g1T 0 -1 0 g1=g1Tng1 4
2 0 0

korlatozast, ahol g > 0 ellipszis illesztéséhez és g < 0 hiperbola illesztéséhez. Ellipszisillesz-
téshez [FPF99] a megoldast jelentd g vektor idedlis esetben (ha nincsenek numerikus hibak)
a (3) sajatérték feladat legkisebb pozitiv A sajatértékének felel meg, mig hiperbolaillesztéshez
[OZMO04] a sajatvektorok koziili legjobb g; vektor a (4) osszefiiggésbe valé visszahelyettesi-
téssel taldlhaté meg. A (3) dltaldnositott sajatérték feladatnak tehdt harom megolddsa van
a korlatozasok tekintetében: a kipszelet-illesztési feladat egy elliptikus és két hiperbolikus
megoldésa, a A sajatértéktol fliggden. Az egyik hiperbolikus megoldas és az elliptikus meg-
oldés kozott szimmetria van, ami lehetvé teszi, hogy egyértelmtien azonositsuk a megfeleld
két megoldast [OZMO04].



A parabolaillesztés nem tudja kozvetleniil kihaszndlni az ellipszis és hiperbola illesztésé-
hez hasznalt korldtozasokat, mivel g = 0 korlatozésra vezetne, ami viszont a trivialis megol-
dast adnd. Ehelyett, [HOZMO08] eljarést kovetve,

Sg1=1g1

hagyomanyos sajatvektor felbontdsat szamitjuk ki, amely a Q = I implicit kényszert tartal-
mazza, ami a becslést egy meghatdrozatlan dmde kvadratikus gorbére korldtozza, és a para-
boldra vonatkoz6 korldtozast explicite és nem a sajatérték feladaton keresztiil mondjuk ki. §
sajatvektor-felbontdsa mellett a keresett megoldds a sajatértékek egy

g1 =V]+Ssvp+1ivy

linedris kombindci6jaként irhatd, ahol s és ¢ skaldr mennyiségek és olyan g1 minimaélis nor-
madju vektort keresiink, amelyre

F

g/ S Sg
= 1 +SV2+IV3)TSTS(V1 + §Vy + 1v3)
= vlTSTSvl + szvaSTSVZ + tzv;sTs%

= MB+s2A5+1%23,
ahol kihaszndltuk a sajatérték ortogonalitdsi tulajdonsagat, azaz v;rv j =0 minden i # j-re.
Igy a parabola korlétozés kifejezhetd a sajatvektorokkal

€ = (l/lyz +sv22 + tl13,2)2 -4 (Vl,l +sv2 1+ tllg,l) (U1,3 +sv23+ tv&g) =0
alakban, ahol v; ; az i. sajatvektor j. eleme. Ez a
L, t,a)=F(s,)+a¥ (s, 1)

Lagrange Osszefliggéshez vezet, ami egy negyedrendti polinom a-ban, miutdn a paraméte-
rekhez tartoz6 derivéltakat nulldval tettiik egyenlévé. A polinomot a értékére megoldva és
visszahelyettesitve megkapjuk s és ¢ értékét, amivel végiil megkapjuk a g1, és ezaltal a g para-
métervektort.

Ellipszoid illesztéséhez [LG04] a (3) korlatozast
k k k 1 k 0 0
-k k k|,--| 0 k O
k k k] Yo o &
matrixnak valasztjuk, ahol k = 4. Az ellipszisekhez és hiperboldkhoz kapcsol6d6 korldtozassal
szemben, amelyek egyszert korldtozast fejeznek ki, az ellipszoidra vonatkozé korlatozas fiigg
a k paramétertdl. Legyen

0 k k
Q;=diag|-| £ 0 &k
21k &k o

g’ =8 & 8§ & & & & 8 & 8o |
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1. dbra. A kozvetlen ellipszisillesztés (pontozott vonal), a hiperpontos ellipszisillesztés (szaggatott vonal)
és a zajkioltdst haszndlé becslési médszer (pontozott-szaggatott vonal) pontossagdnak dsszehasonlitdsa.
Mind a hiperpontos ellipszisillesztés, mind a zajkioltdson alapulé médszer a becsléshez hasznalt, zajosan
mért pontokat (az dbran fekete pontok) adé eredeti gorbéhez (folytonos vonal) hasonléan kozeli eredményt
ad, mig a kozvetlen ellipszisillesztés jelents kis excentricitasi torzitassal bir.

amely parosithat6
z = x* y* % xy xz yz x y z 1]
komponenseivel, és legyen

I = gi+g+gs

J

1o 1,5 15,
&&+&&+$&—Z&—Z&—Z%v

Amikor 4] — I > 0, a g paramétervektor ellipszoidnak felel meg. Mésrészrdl ha az ellipszoid
rovid sugara legalabb a hosszi sugdr fele, teljestil 4] — 12 > 0 (ami k = 4 értéknek felel meg).
Minden ellipszoidra létezik olyan k, amelyre kJ — I? > 0. Megmutathat6 [LG04], hogy amikor
rovid sugar legaldbb a hosszi sugdr 1/v/k-szerese, teljesiil kJ — I? > 0. Egy felezéses modszer-
rel nagy k értékrél indulva, a g1 paramétereket Q; (k) mellett becsiilve, és addig iterdlva, amig
g1 ellipszoidnak felel meg, garantédlhatjuk, hogy ellipszoidot illesztiink.

Az dbra harom becslési médszert hasonlit dssze: egy legkisebb négyzetek médszeré-
re alapul6 kozvetlen ellipszisillesztést [FPF99] (pontozott vonal), a hiperpontos ellipszisil-
lesztést [KR11] (szaggatott vonal) és a zajkioltdsi megkdozelitésen alapul6 becslést (pontozott-
szaggatott vonal). 250 eredeti adatpontot mintavételeztiink egyenletesen az ellipszis egy sza-
kasza mentén (folytonos vonal), amelyeket oy = 0.1 paraméterti Gauss zajjal figyeliink meg (a
mért pontokat fekete pontok jelzik). Az eredeti ellipszis, amelyrél az adatpontok szdrmaznak,
kozéppontja (12,13), féltengelyeinek hossza 4 és 2, és d6lésszoge % Megfigyelhetd, hogy az



dltalunk hasznalt becslés hasonl6 pontossagot ér el, mint a hiperpontos ellipszisillesztés (egy
egyenlethiba médszer, amely teljesen kiejti a masodrend(i hibatagokat), mig lényegesen fe-
liilmalja a kozvetlen ellipszisillesztést, aminek jelentds torzitdsa van a kis excentricitds felé. A
bemutatott médszertdl eltérGen a hiperpontos ellipszisillesztés szimos métrix pszeudoinver-
zének kiszamitédsat igényli, és nevétdl eltéréen nem ad minden esetben ellipszist.

3.2. Modellezés alacsony fokszamu polinomiilis feliiletek illesztésével
A tézishez kapcsol6dé kozlemények: [1}12} 6} 712} (13} [14]

Ahogyan szdmos forrdsbol és modalitasbél egyre tobb adat all rendelkezésre, tigy egyre na-
gyobb az igény arra, hogy nagy mennyiségli adathalmazokat rogzitsiink, tomoritsitink, térol-
junk, tovabbitsunk és dolgozzunk fel. A legtobb eredmény azon a megfigyelésen alapul, hogy
amig az adatok gyakran magas dimenziészdmuak, a belsé dimenziészamuk (sokkal) alacso-
nyabb. Példdul egy haromdimenziés adathalmaz esetén vonalakat, sikokat és ellipszoidokat
kereshetiink az adathalmazban. A hagyoméanyos technikék, mint a szinguldrisérték-felbontas,
egy magas dimenzi6szdmu tér alacsony dimenziészamu leirdsat, egy tomor modellt keresnek,
amely az adatpontokat bazisvektorok korldtozott halmazaval fejezi ki, feltételezve, hogy az
adatpontok egyetlen alacsony dimenziészdmu térb6l szdrmaznak. A legtobb esetben azon-
ban az adatpontok ritkdn alkotnak egyetlen alacsony dimenziészamu teret. Ehelyett szimos
altérhez tartoznak, és a modellezésnek része mind az alterek kozotti tagsag azonositdsa, mind
az alterekben torténd illesztés. Az altér-alapu klaszterezés, ahogyan a feladatra gyakran hivat-
koznak, egy 1ényegesen nehezebb feladat, egy sor kihivassal:

1. Az adatszegmentdci6 és a modellparaméter-becslés szorosan osszefliggenek. Akar a
helyes szegmentaciot, akar a paraméterek értékét ismernénk, a masik konnyen szar-
maztathaté lenne hagyomdnyos becslési vagy vetitési modszereket alkalmazva. Az egyiit-
tes szegmentécio és becslés azonban nagyobb kihivést tdmaszt.

2. Az adatpontok egyenetlen eloszldsa és az alterek egymdashoz viszonyitott elhelyezkedé-
se, beleértve az alterek metszeteit, 9sszetettebb algoritmusokat kivan.

3. A modellkivélasztds, azaz minden egyes altér esetén a megfelelé dimenziészdm kiva-
lasztdsa nehéz lehet, ha az alterek komplex struktirakba rendezédnek.

4. Az adatpontokban megjelend zaj tobb bizonytalansagot visz a modell pontossdgédba az
egy alteres esettel 6sszehasonlitva.

Egy kézenfekvé mddja az alterek feltérképezésének iterativ finomitast alkalmazni. Egy kezde-
ti szegmentéciobol kiindulva egy altér illeszthet6 adatpontok minden egyes csoportjara olyan
klasszikus modszerek segitségével, mint a szinguldrisérték-felbontds, majd egy minden egyes
altérre vonatkoz6 modell birtokdban minden adatpont a legkozelebbi altérhez rendelhetd.
Ezt a két 1épést a konvergencia eléréséig felvéltva alkalmazva alterek egy becslése és szeg-
mentdcidja adhat6.

Egyszertségiik ellenére az iterativ algoritmusok érzékenyek a kezdeti érték megvalaszta-
sdra. Ha az adatpontokat véletlenszertien rendeljiik csoportokba, akkor szdmos tjrainditas
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lehet sziikséges, mielStt egy optimum-kozeli megolddst taldlunk. Csokkentendd az Gjraindi-
tasok szamat, olyan algoritmusok sziikségesek, amelyek kezdeti bemenet nélkiil is megbizha-
t6 eredményt szolgdltatnak. A spektrélis lokdlisan legjobban illeszked6 sikok médszere (angol
nevének roviditésébol SLBF) [ZSWLI0] azon a megfigyelésen alapszik, hogy a pontok és legko-
zelebbi szomszédaik gyakran azonos altérbe tartoznak, amely becslést adhat az altér paramé-
tereire. Egy pont, illetve egy mdsik pont kornyezetébdl becsiilt altér kozotti tavolsdg hasonl6-
sdgi mértékként szolgalhat két adatpont kozott. Az SLBF mdédszer elveit a nemlinedris esetre
kiterjesztve, és alterek helyett az adatpontokra polinomialis fiiggvényekkel leirhaté sokasa-
gokat illesztve, majd megfelel6 vetitéseket alkalmazva egy hatdsos sokasdgokon értelmezett
klaszterezési algoritmushoz jutunk.

2.1. tézis: Iterativ algoritmus sokasdgon értelmezett klaszterezésre

Uj csoportositdsi algoritmust adtam, amely adathalmazokban mdsodfokti gorbéket és feliile-
teket illeszt, ezzel dltaldnositva a linedris mintdkat megtaldlo [BMOO, [Tse00} [AMO04} [AWZZ06]
linedris csoportositdsi algoritmusokat. Egy frissitési (paraméterbecslési) és egy hozzdrendelési
(adatleképezési) lépést viltakoztatva a mddszer az adat egy strukturdlis dekompoziciojdt adja,
ahol az egyes csoportok tagjai kézott egy alacsony fokszdmii (linedris vagy mdsodfokii) implicit
polinomidlis fiiggvény teremt kapcsolatot.

Az (j iterativ csoportositdsi algoritmus vdza hasonlit a k-ko6zép eljards hagyomanyos itera-
tiv algoritmusdra. A legf6bb kiilonbség a kozéppontok helyett paraméterek, illetve az egysze-
rii (a klaszterk6zéppont és az adatpontok kozotti) pont-pont tavolsag helyett adatpont-vetités
hasznélatdban rejlik. Ahogyan a hagyomdnyos k-kozép algoritmus esetén, a csoportok kezde-
ti megvdlasztdsa befolydsolja az optimadlis megolddshoz val6 konvergenciat.

Polinomiilis fiiggvényeket illesztd iterativ csoportositdsi algoritmus.
1. Kezddallapot. Vélasszunk k véletlenszerti x; kezdeti pontot, ahol i = 1, ..., k, majd min-
den egyes x; pontra

(a) induljunk ki egy kezdeti, x; koriili A (x;) kornyezetb6l
(b

becsiiljiik a ; o) paramétereket, amelyek a legjobban megragadjak a pontokat
N (x;) kornyezetben

(c
(d

noveljiik A (x;) méretét tovabbi legkozelebbi szomszédok hozzdadasaval

szamitsuk ki az G4j 0; ;) becslést, és hasonlitsuk 6ssze az el6z6 iterdciéban kapott
0; (n—1) becsléssel

(e

ismételjiik a lépéseket, amig 4 (x;) kérnyezet nem novelhetd 0; (,,) pontossdga-
nak rovasdra

(f) legyen @; alegjobb 6; (,) ami az optimadlis x; koriili A" (x;) kornyezethez tartozik.
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2. Kezdeti csoportosités.

(a) vetitsiink minden egyes x; adatpontot, ahol j =1, ..., N minden lehetséges 8;
feliiletre, ahol i =1, ..., k

(b) alakitsunk ki kezdeti .#; csoportokat, ahol i =1, ..., k igy, hogy minimalizéljuk a
tavolségot.

3. Valtakozo optimalizdlds.

(a) Frissitésilépés. Minden egyes .%#; adatpont-csoport alapjan uj 0; feliiletparamé-
tereket becsliink.

(b) Hozzdrendelésilépés. Minden egyes x; adatpontot ahhoz a 8; feliilethez rendel-
jik, amelynek kozelében taldlhat6.

4. Véglegesités. Minden egyes adatpontot ahhoz az egyetlen 8; feliilethez rendeljiik, ame-
lyikhez legkozelebb talalhaté.

5. Ujramintavételezés. Ismételjiik meg az algoritmust kiilonb6z6 véletlenszertien vélasz-
tott kezdeti pontokkal.

2.2. tézis: Nemiterativ algoritmus sokasdgon értelmezett klaszterezésre

Polinomidlis fiiggvényeket illeszté klaszterezési médszert adtam az adathalmaz adatpontok
elézetes hozzdrendelése nélkiili szegmentdldsdra. A klaszterezési feladatot egy teljes irdnyitott
stillyozott grdffal modelleztem, ahol a csticspontok az adatpontoknak, az a;j élsiilyok pedig
egy affinitdsi mértéknek felelnek meg, ahol az affinitds az i adatpontnak a a j adatpont kér-
nyezetébol becsiilt gorbétol vagy feliilettdl valé tdavolsdgdt tiikrozi. Egy legjobb stilyozott vdgds
algoritmust alkalmaztam a grdf k komponensre torténé szétvdlasztdsdra, ezdltal az adathal-
maz egy aszimmetrikus spektrdlis klaszterezését adva, az adott tdvolsdagmeérték mellett. A java-
solt madszer feliilmiilja mds sokasdgokon értelmezett olyan klaszterezési modszerek illesztési
hatékonysdgdt, amelyek a klaszterezési folyamat sordn fiiggvényillesztést kozvetleniil nem al-
kalmaznak.

A spektrélis klaszterezés segitségével torténd csoportositds orvosolja a helytelentil valasztott
kezdeti pontok problémadjat. A spektrdlis klaszterezés sziikségtelenné teszi az Gjramintavé-
telezési 1épést, és egy olyan klaszterezést ad, amely mar 6nmagaban kozel van egy optimalis
megoldashoz.

Polinomiilis fiiggvényeket illeszt6 csoportositasi algoritmus spektralis klaszterezéssel

1. Inicializalds. Minden egyes x; adatpontra, aholi=1,..., N

(a) induljunk ki egy kezdeti, x; koriili A (x;) kornyezetb6l
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2. dbra. Sokasagokon értelmezett klaszterezési algoritmusok 6sszehasonlitdsa; balra: K-sokasdg algorit-
mus, kozépen: KSCC, jobbra: a javasolt algoritmus.

(b

becsiiljiik a 8; () paramétereket, amelyek a legjobban megragadjdk a pontokat
N (x;) kornyezetben

(c

d

noveljiik A (x;) méretét tovabbi legk6zelebbi szomszédok hozzaadadsaval

szamitsuk ki az 4j 0; ;) becslést, és hasonlitsuk dssze az el6zé iterdciéban kapott
0; (n—1) becsléssel

(e) ismételjiik a lépéseket, amig A (x;) kdrnyezet nem novelhetd 6; (,;) pontossaga-

nak rovdsara

(f) legyen @; alegjobb 6; (,) ami az optimdlis x; koriili .4 (x;) kornyezethez tartozik.

2. Szamitsuk ki az aszimmetrikus tdvolsagot. Minden egyes [x,-, X j) adatpontpdrra haté-
rozzuk meg aszimmetrikus tavolsdgukat a kovetkezéképpen:

(a) vetitsiik x; pontota @ N xj) feliiletre és hatarozzuk meg a; j tavolsagot

(b) vetitsiikx; pontota 6 x;) feliiletre és hatdrozzuk meg a;; tavolsagot.
3. Spektralis klaszterezés.

(a) épitsiink az a; j tavolsagokbdl egy affinitdsi matrixot

(b) rendeljiik az adatpontokat csoportokhoz az affinitdsi matrix sajatértékei alapjan.

A 4bra a bemutatott algoritmus hatékonysdgéat mutatja, 6sszehasonlitva mds sokasdgokon
értelmezett olyan klaszterezési algoritmusokkal, amelyek lokalitdsi vagy osszefiiggési infor-
maciét haszndlnak. A bemutatott algoritmus jelentésen feliilmiilja a K-sokasag algoritmust
[SP05] és a kscc algoritmust [CALO9], mivel strukturdlis informéciét haszndl és paraméteres
gorbéket és feliileteket illeszt, ami jelentésen noveli magyarazoerejét, és igy illesztési képes-
ségeit.

A nemiterativ algoritmus alapotlete, hogy egy aszimmetrikus A tavolsdgmatrixot épit fel,
aminek a;; eleme az x; adatpont és annak 6 N ;) feltiletre vetitésével szamitott pont tdvol-

sdgdnak felel meg, ahol 6 Hx)) feliilet paramétereit x; adatpont kdrnyezetébdl becsiiljiik.
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Legyen
aij = d(xiv P(Bﬂ(x]-)n Xi))
ahol d az Euklédeszi tavolsagot jeldli és p (0, x;) jeloli az x; képét a @ paraméterekkel meg-
hatédrozott gorbére vagy feliiletre vetitve, ahol 6 4« .y azon gorbe vagy feliilet paramétereit
jelenti, amelyeket x; adatpont .4 (x) lokdlis kdrnyezetében 1év6 adatpontok halmazabél be-
csiiltiink. A tavolsdg hagyomanyos fogalméaval szemben itt dltalanossdgban nem teljestil, hogy
a;j # aj;. Az aszimmetrikus tavolsdgmatrix

A= [a]

szerint definidlhat6.

Egy nemiterativ megkozelités egy adathalmaz k csoportra torténd szétbontasara a spekt-
rélis klaszterezés. A legtobb spektrélis klaszterezési modszer ugyanakkor szimmetrikus tdvol-
sagmatrixot feltételez. Amig a hagyomanyos k-kozép algoritmus pont-pont tavolsagot hasz-
ndl, ami eredendden szimmetrikus, a bemutatott polinomidlis csoportositdsi algoritmus fe-
lilletekre torténd vetitéseket alkalmaz, amely tipikusan nem szimmetrikus. Az aszimmetrikus
spektrdlis klaszterezés, ami egy legjobb vagdst keres egy stlyozott grafban [MP07], a szimmet-
ria tudl korai kikényszeritése nélkiil ad dekompoziciot.

Aszimmetrikus spektrilis klaszterezés. Legyen S egy (aszimmetrikus) matrix olyan s;; ele-
mekkel inicializdlva, amelyek 0 és 1 kozotti értéket vesznek fel, az egydltaldn nem hasonl6 és
leginkdbb hasonl6 szélséségeknek megfeleltetve. Az algoritmus [MPO07| 1épései a kovetkezdk:

1. Normalizdljuk az S métrixot. Legyen

1
di= ]——
! \/ X j[8]ij

1 T
H:I—ED(S+S )D.

ahol D = diag(d;) gy, hogy

2. Hatarozzuk mega H = UAUT mitrix legkisebb sajdtvektorait, ahol U a sajatvektorok
matrixa, A pedig a sajatértékek diagondlis matrixa.

3. Rendezziik a k legkisebb uy, uy, ... sajatvektort egy Uy mdtrixba.
4. Normalizdljuk U sorait egységnyi hossztisagura.
5. Végezziink k-kozép klaszterezést a normalizalt U mdtrixon.

Az algoritmus lehetévé teszi, hogy egy olyan aszimmetrikus tdvolsdgmatrixszal induljunk,
mint

S =exp (-A)

ahol az exp (¢) operator matrixelemenként értendgd.
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Ug B(q—l) Yk
G(q) = Aq D)

3. dbra. Egy diszkrét idej(i linedris dinamikus errors-in-variables rendszer.

3.3. Az altaldnositott Koopmans-Levin mé6dszer nemlinedris esetre

A tézishez kapcsol6dé kozlemények: [9) 15} 13} [18}[19} 120} 21} 24} 25} 28]

Az egybemenetli-egykimenetti (s1S0) diszkrétidejii (DT) dinamikus linedris rendszerek a rend-
szeridentifikdcié és az irdnyitastechnika magjat képezik. A dbra azt mutatja, miben kii-
l6nbozik egy errors-in-variables rendszer a hagyoményos rendszeridentifikiciés modelltél. A
klasszikus esetben csak a rendszer kimenetét mérjiik zajjal, a rendszer bemenete zajmentesen
figyelhet6 meg (azaz nincs a szaggatott vonalnak megfelel( zajterhelés), ami egy j6] megértett
feladat. A helyzet azonban kifinomultabb, amikor a rendszer bemenetét és kimenetét is zaj
terheli. Amig szamos kutatas foglalkozott a dinamikus linedris errors-in-variables rendsze-

dltalanositott Koopmans-Levin médszert olyan rendszerek esetére, amelyek a bemeneti és a
kimeneti adatok tekintetében polinomialis fiiggvényekkel modellezhet6k. Ez az jelenti, hogy
egy
- 2 o )
f(uk—l' Wiy Yo k=1 Vi1 )

figgvényhez hasonlo fiiggvény veszi 4t G(q) helyét a dbran.

3. tézis: Iterativ médszer dinamikus polinomidlis rendszerek paraméterbecslésére

Uj algoritmust készitettem polinomidlis dinamikus rendszerek paraméterbecslésére, amelyet
polinomidlis dltaldnositott Koopmans—Levin médszernek (a név angol roviditésébdl PGKL) ne-
veztem el. Az algoritmus egyesiti a statikus polinomidlis rendszerekre alkalmazhaté nemli-
nedris Koopmans médszert és a linedris dinamikus rendszerekre alkalmazhaté dltaldnositott
Koopmans-Levin médszert. Az algoritmust iterativ eljdrdsként fogalmaztam meg. Megmutat-
tam, az dltaldnositott Koopmans—Levin mddszerhez kotodé dltaldnositott sajdtérték probléma
hogyan terjesztheté ki polinomidlis sajdtérték problémdvd, ha a mérési hibdk Gauss zajként
modellezhetdk. A polinomidlis sajdtérték probléma egy szimmetrikus linearizdciojdt alkal-
maztam, hogy megdrizzem az eredeti feladat szimmetridjdt, ezzel fenntartva a numerikus ro-
busztussdgot. A PGKL mddszer ismert paraméternek feltételezi a zaj bemenet és kimenet kozotti
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relativ eloszldsdt. Megmutattam, hogyan alkalmazhato egy zajkovariancia-illesztési megkoze-
lités a relativ eloszlds becslésére, ha ez a paraméter nem ismert.

Legyenf: RY — R" egy linearizdci6s fiiggvény, amelyet X, . (a k diszkrét idépillanathoz tar-
toz6) adatsorozat-ablak azonos id6eltoldsu elemeire alkalmazunk, ezzel az ablakot (m+1) - d
dimenzi6ébdl (m + 1) - n dimenziéba képezziik le. Legyen

o 0 0 .. 0 0
p1 po 0 0 0
p2 p1 po ... 0 0
Ggrl _| Pm Pm-1 Pm-2 0 0
q 0 Pm Pm-1 - 0 0
0 0 pm ... O 0

0 0 0 .. Pm  Pm-1

0 0 0 ... 0  pm

q.9-m

ahol minden p. egy azonos polinomidlis taghoz, de kiilonb6z6 idéeltoldshoz tartoz6 paramé-
tert jelol, csokkend idésorrendben, Gigy, hogy a modellparaméterekre

01
o
2
Gy = Gq
adédik. Legyen
f(ik):i: [ ZO,k Zl,k Zm‘k ]

ahol Z, . = z, ;. — Z,,x. és amelyben Z, ; aleképezett komponens eredeti értéke. Legyen

Alinearizdlt zajkovariancia matrix (és N adatpontbdél val6 véges kozelitése) ekkor C4 = uCely
ahol p jeloli a zaj nagysagat. Ekkor az dltaldnositott Koopmans-Levin médszer polinomidlis
kiterjesztésének célfiiggvénye, Gauss zajt feltételezve

argrél,ilrtl %trace { (G;Cq(u)Gq)’l (G;—Dqu)}

alakban irhaté.
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A célfiiggvény egy egyszert iterativ sémdval kozelithetd, amely jé konvergenciatulajdon-
sagokat mutat. Legyen

-1
T T
. trace[qu(k)cq,(k)Gq'(k)) (67D4Gy4)
0 (k+1)s Hk+1) = argmin

H trace (G;,(k)Cq,(k)Gq,(k))’l (G;Cqu)

ahol Gg =G4 (8), G4, (x) = G4 (O k), Cqg = Cq () és Cy (1) = Cq(K(k))- Ezzel a modszerrel meg-
hatdrozhatjuk 0 ., 1) €s p (1) kdvetkezd értékét, ha ismerjiik 0 () €s (x jelenlegi értékét. Az
dtalakitdsok utdn ad6do

-1
TpT T
0T ((Gq,(k)cq,(k)cq,(k)) ®Dq)T9

argrgil? T T -1
oo TT((Gq,(k)Cq,(k)Gq,(k)) ®Cq(ll))T0

séma, ahol T egy nulldkbél és egyesekbdl 4ll6 ritka matrix, tigy megvalasztva, hogy vec(Gq) =
T6 legyen, egy
Y(wo=(Q-Rw)6=0

polinomialis sajatérték feladatok (PEP) sorozatéra vezet, ahol a matrixegytitthatok

Y = T (Q-pRi-PRy—..—uPRy|T
-1
_ T
Q = (Gq,(k)cq,(kJGq,(k)) &Dg
_ T §))]
R; = (Gq,(k)cq.(k)Gq,(k)) ®C; .

Egy moédja a PEP megoldasanak, ha linearizdciot alkalmazunk, és a matrixegyiitthatok mére-
tének novekedése drdn sziintetjilk meg a u valtoz6tdl valé polinomidlis fliggést. Az olyan &t-
alakitasok, amelyek meg6rzik a szimmetriat, numerikus szempontbdl kiilonosen kedvezéek
lehetnek. Egy ilyen szimmetriatart6 linearizaci6 [AV04}/AV06]

amely paros p esetén

[1]
-
|

i (I (I 0 I
“EIlr R [T R | T Ry,

_ . 1| "R I -Rp2 1|
dlag{RO,[ I 0],...,[ I 0 ,—Rp

. 0 1 0 I
AT
I
0

diag{ —Ri

[
no
|

pératlan p esetén

El
1]

[
n
Il
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alakban irhat6, ahol a diag operétor az argumentumait diagonélis blokkmaétrixba rendezi. Az
igy el64all6 feladat altalanositott sajatérték feladatként oldhat6é meg, amely az eredeti PEP fel-
adat linedris megfelel6je.

Egy polinomialis dinamikus errors-in-variables rendszer 6 és 2 becsiilt paramétereinek és
a bemenetet és kimenetet terheld zaj ¢ relativ eloszldsdnak ismeretében egy mértéket vezet-
hetiink be, amely az adatmintdban 1év6 zajt veti dssze az dltalunk haszndlt C4 = uC(g) ® 14
zajmodellel, adott ¢ feltételezése mellett. Legyen dr(A,B) az A — B kiilonbséghez tartozo6 Fro-
benius norma, azaz

dr(A,B) = |A-B|

és dys(A,B) az A és B kozotti Itakura—Saito divergencia, azaz
dys(A,B) = trace (A‘lB) ~logdet [A‘lB).

Ekkor a . . . .
d(64@)D4G4®), 6 0)Cq(1G4(0)

matrixdivergencia azt méri, milyen kozel van a zajmodelliink a mért adatokban 1évé zajhoz.
Egy ¢ paraméter feletti kovarianciaillesztéses médszer becslést adhat a zaj bemenet és kime-
net kozotti relativ eloszldsara:

¢ =argmin d [G; OD,G4 ), G} O)C, (ﬂ)Gq(é))

ahol a8 = 0(¢p) és o = p(g) becsléseket adott ¢ értékre a PGKL modszer segitségével szamitot-
tuk.

4. Alkalmazasok

Az errors-in-variables megkozelités szamos olyan teriileten mertil fel, ahol a cél zajos pontfel-
hébél modellt alkotni. A szdmitégépes latds és a mintafelismerés egy fontos feladata példaul
parametrikus gorbék és feliiletek illesztése. A bemutatott korlatozdsok nélkiil és korldtozdsok
mellett torténd illesztési mdodszerek kozvetleniil alkalmazhaték kvadratikus gorbék és feliile-
tek mérsékelt szamitési kapacitds melletti becslésére. A javasolt médszerekkel nyert becslések
kozel vannak a maximum likelihood jellegli m6dszerek eredményéhez, azonban mig a maxi-
mum likelihood becslések iterdciokat igényelnek, és minden iterdci6 egy nemlinedris gorbére
vagy feliiletre valé vetitéssel jar, amelyek koltséges miiveletek, a disszertdciéban bemutatott
algoritmusok egyszertien megval6sithat6ak, amit az értekezéshez kapcsol6dé MatLab forras-
kédok is mutatnak.

Egy lépéssel tovabb haladva, a szdmitégépes latassal kapcsolatos feladatok széles skélaja-
nak, mint példdul a mozgasszegmentdlasnak vagy a poligonfeliiletek lapjai klaszterezésének,
része a tobb altérrel valé adatmodellezés. A mozgaskovetésre épiilé szegmentdalds sordn kii-
16nb6z6 mozgo objektumokhoz tartozo jellemzépontokat klasztereziink. Az affin kameramo-
dellbél ered6en egy mozgo merev testhez tartozoé jellemzépontok koordinatavektora egy affin
altéren helyezkednek el, és a mozg6 objektumok klaszterezése ekvivalens az egyes affin alterek
klaszterezésével. Hasonl6 a helyzet poligonlapok klaszterezése esetén, ahol a Lambert-féle,
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idedlis diffaz fényvisszaverd tulajdonsaggal rendelkez6 feliiletti targyak kiilonb6z6 megvila-
gitasi feltételek melletti képei egy konvex poliéder kipot alkotnak a képtérben, és ez a kip
jol kozelithet6 egy alacsony dimenzids linedris altérrel. A bemutatott struktiraalkotdsi mod-
szerek, amelyek az adatokat nemlinearis sokasagokkal modellezik, alkalmazhat6ak ezekben a
kontextusban.

Végiil a polinomidlis dinamikus rendszerek identifikdci6s médszere kozvetleniil alkalmaz-
haté egybemenetii-egykimenet(i rendszerekre, ahol a vizsgalt rendszert alacsony fokszdmu
polinommal kozelitjiik. Mivel a polinomiélis approximdcié egy természetes mddja a nemli-
nedris rendszerek kezelésének, a javasolt médszer széles korben alkalmazhat6.
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