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1. Bevezetés

Dolgozatomban 6nhasonlé illetve onaffin halmazok bizonyos tulajdonsagait
vizsgaljuk. Kiilonos tekintettel olyan fraktalok dimenzié elméletére, melyek
egy Iteralt Fiiggvényrendszer (IFS) segitségével generdlhatdak.

Legyen @ = {fi,..., f,} kontrakciék egy halmaza (azaz ||D,f| < 1)
R%n, amelyek egy U korldtos, nyflt halmazt énmagéba képeznek. Ekkor
jol ismert (lasd [H]), hogy létezik egyértelmiien egy A nem tires, kompakt
halmaz, melyre

A= U fue @ s a=Us.

k=11i1,....ix=1

Ekkor A-t a ® iteralt fiiggvényrendszer attraktoranak nevezziik.

Ezen halmazok egyik legfontosabb tulajdonsiga a dimenzié. Dolgoza-
tomban féleg az tgynevezett Minkowski dimenziéra (vagy box dimenzidra),
illetve a Hausdorff dimenziora fokuszalunk. Egy A halmaz Hausdorff di-
menzidjat (box dimenzi6jit) dimy A-val (dimpg A-val) jeldljiik, tovabba, az
s dimenziés Hausdorff mértéket H5-sel. A Hausdorff és box dimenzi6 vala-
mint a Hausdorff mérték definicidi illetve alaptulajdonsagai megtaldlhatdak
Falconer [Fal, Fa2] kényveiben.

2. Omnhasonlé halmazok

2.1. El6zmények

A legegyszeriibb esetben az iteralt fliggvényrendszer fliggvényei 6sszehtizd
hasonlésagi leképezések a valos szamegyenesen

= {fi(z) = A + .},

Ez esetben ® attraktorat onhasonlonak nevezzik. Ekkor a nem-trividlis
fels6 becslés a halmaz Hausdorff illetve box dimenzidjara az tigynevezett ha-
sonlosagi dimenzid, mely az
n
S
i=1

egyenlet egyértelmii megoldasa.



Az onhasonlé halmazok dimenzié elmélete jol megértett abban az eset-
ben, amikor valamilyen szepardaciés feltétel teljesiil. Pontosabban, Hutchin-
son biznyitotta, amennyiben a {f;(A)}]_, cilinderhalmazok egymastdl jol
elkiiloniilnek, azaz teljesiil a nyilt halmaz feltétel (létezik egy olyan U nyilt,
korldtos halmaz, melyre f;(U) C U minden i és f;(U)N f;(U) = 0 minden
i # 7 esetén) akkor a hasonlésigi dimenzié megegyezik a halmaz Hausdorff
és box dimenziéjaval, lasd [H]. A box dimenzié és a Hausdorff dimenzié min-
den onhasonlé halmazra megegyezik, fliggetleniil a szeparacios feltételektol,
lasd [Fab].

Cilinderek kozotti atfedések esetén csak keveset tudunk az attraktor struk-
turajardl. Ilyen esetek vizsgalatara jelenleg két modszer ismeretes:

e Ahelyett, hogy egyes iteralt fliggvényrendszereket vizsgalnank, iteralt
fliggvényrendszerek paraméteres csaladjait tekintjiik, melyekre az ugy-
nevezett transzverzalitdsi feltételt alkalmazzuk. Ezt a feltételt el0szor
Pollicott Simon [PoSi] alkalmazta. Léasd [PeSol], [PeSo2] eredményeit
a modszer altalanos alkalmazasara. Dolgozatomban elsésorban ezt a
modszert alkalmazzuk.

e Néhany specidlis esetben alkalmazhato az igynevezett gyenge szeparaldsi
feltétel [Ze, LNR, NW1], vagy annak egy véltozata. Ennek a médszernek
a segitségével kezelhetd példaul a {fz(x) = %x + ti}?ll IFS, ahol N, t; € Z.

Abban az esetben, amikor az IFS néhany fiiggvényének kozos a fixpontja,
akkor az ismert modszerek nem alkalmazhatdak kozvetlentil. A legegyszertibb
ilyen esetet, amikor két fliggvénynek kozos a fixpontja, a [B3] cikkben vizs-
galtak. Pontosabban, [B3] dolgozatban a {vyz, Az, \x 4+ 1} IFS és annak A
attraktoranak strukturijat vizsgaltak a valds szamegyenesen, ahol v < A.
Jelolje I = [0, 5] a A konvex burkét. Az iterdlt fiiggvényrendszer hatését az
I intervallumra ldsd az 1. abran. A A attraktor dimenzidjanak problémajat
Pablo Shmerkin vetette fel 2008-ban egy greifswaldi konferencian. A [B3]
altal bevezetett eredmény 1jdonsaga a kozos fixpontbdl szarmazo nehézségek
kezelése volt.

Ezen dolgozatom egyik {6 eredménye a dimenzié kiszamitésa és a bonyolult
atfedések kezelése, melyeket kozos fixpontok eredményeznek.

2.2. Bonyolult atfedésii 6nhasonlé halmazok dimenzidja

Ebben a fejezetben onhasonlé halmazok két tipusat fogjuk elemezni. Mindkét
esetben feltessziik, hogy a konvex burok két fiiggvény altal vett képei ak-
kor és csak akkor fedhetnek at, ha a fiiggvényeknek kézos a fixpontja. Az



els6é esetben tegyiik fel, hogy az IFS fliggvényeinek fixpontjainak a hal-
maza kételemti, de egy fixponthoz tetszblegesen sok fiiggvény tartozhat (lasd
példdul a 3. abrét).

Az A eset 6 feltételei:

Al. Legyen R valos, linedris leképezések egy véges halmaza tigy, hogy min-
den ¢ € R esetén Fix(p) € {0,1} és ¢([0,1]) € [0, 1].

A2. Bérmely ¢, ¢ € R esetén vagy ([0, 1]) N ¢([0,1]) = 0 vagy
Fix(y) = Fix(¢).

2.1. Tétel. Legyen R = {¢;1(x) = vipa},_jH{diz(x) = vigx + (1 —vi2)} i,
tgy, hogy 0 < v,1 <01 <1 mindeni=1,...,p és0 <2 <2 <1 min-
den 3 =1,...,q esetén, ekkor

dimp A = dimy A = min {1, s}
Lebesgue majdnem minden (7,,7,) € (0,70,1)” x (0,70.2)* esetén, (2.1)

ahol v, = (V1,15 -+, Vp1) €s hasonléan v, = (V1,25 - Vg2), valamint s az
P q
[[a-vo+][a-v=1 (2.2)
i=0 i=0

egyenlet eqyértelmi megolddsa.
Tovabbd, L(A) > 0 Lebesgue majdnem minden (11,12) esetén, melyre
s> 1.

Megjegyezzik, ha o1 + 72 > 1, akkor R attraktora egy intervallum
s igy a 2.1. Tétel allitdsa automatikusan teljesiil. FEzért tehetjiik fel, az
altalanossag megszoritasa nélkil, hogy o1 + Y2 < 1, ami ekvivalens a
©001([0,1]) N e2([0,1]) = 0 kifejezéssel.

A masodik esetre vonatkozo feltevésiink szerint minden fixpont legfeljebb
két fiiggvényhez tartozhat. Lasd példaul a 2. abrat.
A B eset f6 feltevései:

Bl. §=FUg

B2. F = {fi(z) = Mz +a;(1 —\)}y ahol 0 < \; < 1 ésag < ay <--- <
anN—1.

B3. Legyen I = [ag,an—1] (az attraktor konvex burka). Ekkor f;_1(I) <
fZ(I)7 azaz

fii(an—1) < fi(ag) minden ¢ =1,..., N — 1 esetén. (2.3)



1. Abra. A legegyszeriibb,  [B3]-ban  vizsgalt példa iteralt
fliggvényrendszerekre, mely néhany fiiggvényének van kozos fixpontja.

% B % =
fol) D) fo(1) )

2. abra. Az {fo, 90, f1, f2, 92, [3, 93} IFS attraktoranak konvex burkénak
képei, ahol ay = Fix(fo) = Fix(g0), a1 = Fix(f1), as = Fix(f2) = Fix(gs2) és
az = Fix(f3) = Fix(gs).

¢0(0, 1) Yo(0, 1)

q+1

p+1 U0, 1)

p(0, 1)

3. abra. Az {¢;};_,U{t;}_ IFS attraktordnak konvex burkdnak képei, ahol
Fix(¢;) = 0 és Fix(¢;) = 1 minden ¢, j esetén.



B4. G = {gi(x) = Bix + ai(1 — Bi) };crr ahol T C{0,...,N =1} és0 < 3 <
A; barmely 7 € J esetén.

Vegyiik észre, hogy i € J, Fix(f;) = Fix(g;) = a;.
Jelolje B € (0, 1)*7 a G kontrakcids ratdibél képzett vektor, valamint jelolje
A € (0,1)N az F kontrakciés rataibdl képzett vektort. Tovdbbd, legyen

a € RY a fixpontokbél képzett vektor és legyen  az S attraktora. Az
egyszerliség kedvéért legyen 7 = {0,..., N — 1}.

2.2. Tétel. Tegyiik fel, hogy S teljesiti a (B1)-(B4) feltételeket, ekkor S IFS
Q attraktorara teljestil

dimp Q = dimy Q = min {1, s}, Lebesgue majdnem minden § € T esetén,

(2.4)

N—-1
DN B> NB =1, (2.5)
1=0

eJ eJ

ahol s az

egyenlet eqyértelmi megolddsa, valamint

T {ﬁ e hs mm{A"’ i+ ﬂ)(j%max+2)}}’ 20

ahol Amax = max; {\;} €s

max {CLN—1 — Qi, Q5 — ao} . .
o = — minden 1 € T-re.
" min {fz‘+1 (ao) —ai,a; — fio1 (%—1)}

Tovdbba L (2) > 0 Lebesgue majdnem minden 3 € T esetén, melyre s > 1.

Masrészrol, meghatarozzuk az s dimenzids Hausdorff mértékét az 2 att-
raktornak. Kideril, hogy minden paraméter esetén ez az érték zérus. En-
nek kovetkezménye, hogy s, mely (2.5) egyértelm(i megoldasa, minden pa-
raméterértékre felsé becslése a Hausdorff és a box dimenziénak.

2.3. Tétel. Tegyiik fel, hogy az S IF'S teljesita a (B1)-(B4) feltételeket, és
legyen s az (2.5) egyenlet eqyértelmi megoldasa. Ekkor

1(Q) = 0.

A 2.1. Tétel és a 2.2. Tétel bizonyitasahoz az tgynevezett transzverza-
litasi modszert alkalmaztuk. Megjegyezziik, hogy az eredeti iteralt fiigg-
vényrendszerek nem teljesitik a transzverzalitasi feltételt, de a magasabb
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iterdltak néhany jol megvalasztott alrendszere igen. Ennek megmutatasara
két kiillonbozo modszert hasznaltunk, ezek egyikét Simon, Solomyak és Urbanski
[SSU1, SSU2] vezette be, a mésik megfelel [PeSol, PeSo2] mddszerének.

A 2.3. Tétel bizonyitasa hasonlé [PSS2, Theorem 1.1] bizonyitdsédhoz, mely
Brandt, Graf [BG] mdédszerének mddositésa.

A fenti eredmények [B1, B2| cikkekre alapulnak.

3. Nem konformalis halmazok

3.1. El6zmények

Az elmult két évtizedben jelentos figyelmet kapott a nem konformalis hal-
mazok dimenzié elmélete. Egy A halmazt konformdlisnak neveziink, ha A
az attraktora egy O™ konformalis fiiggvényekbdl all6 iterdlt fiiggvényrend-
szernek (ahol egy fliggvényt konformélisnak neveziink, ha derivaltja egy ha-
sonloségi transzformacié minden pontban). A konformadlis attraktorok di-
menzié elmélete szorosan Osszefligg az onhasonlé halmazok dimenzié elmé-
letével.

A nem konformalis iterdlt fliggvényrendszerek dimenzié elmélete igen bo-
nyolult s csak kevés eredmény ismert. Ennek a teriiletnek az egyik legfonto-
sabb eszkoze az ugynevezett szubadditiv nyomds, melyet K. Falconer [Fad] és
L. Barreira [Barr| definalt. Sajndlatosan, magardl a szubadditiv nyomasrol
is igen keveset tudunk.

A legegyszeriibb nem konformalis eset, amikor a halmaz onaffin. Egy
A C R? halmazt onaffinnak nevezziik, ha az egy {f;(z) = Az + a;};-, IFS
attraktora, mely kontraktiv affin leképezésekbdl &ll, ahol A; d x d valds
matrixok. Az onaffin halmazok dimenzié elmélete kozel sem jol megértett,
még abban az esetben sem, amikor A; diagondlis matrixok.

Az onaffin attraktorok dimenzidjanak tanulmanyozasahoz eloszor is az att-
raktor k. kozelitését (k. cilindereit) tekintjiik, melyet természetes médon
az IFS figgvényeinek k-szor egymas utani alkalmazasabol kapunk. Egy
k. cilinder, a Hausdorff mérték definiciéjaban szereplo, fedoosszeghez vald
hozzajarulasanak méréséhez be kell vezetniink az tgynevezett szinguldris
érték fugguényt, mely az attraktor egy kornyezetében definialt, nem negativ
valds értéki fiiggvény. Onaffin esetben, az attraktor dimenzija kapcsolédik
az exponencialisan sok szingularis érték fliggvény osszegének exponencidlis
novekedési ratdjdhoz. Pontosabban, Falconer Tétele szerint (ldsd [Fa6]) az
onaffin attraktor Hausdorff és box dimenzidja megegyezik a szingularitési di-
menzioval majdnem minden eltolasi paraméter esetén, amennyiben az osszes



affin leképezés normédja kisebb, mint 1/3. Ezt a hatért kés6bb Solomyak
[Sol] bévitette 1/2-re. A tétel bizonyitasahoz alapveté volt, hogy az expo-
nencialis novekedési rata nagysaga nem fligg a szingularis érték fiiggvény
kiértékelésének a helyétol, mivel a szinguldris érték fliggvény konstant az
onaffin esetben.

Falconer [Fad] és Barreira [Barr] olyan eseteket tekintett, amikor az iteralt
fliggvényrendszerek mar nem oOnaffin rendszerek. Bevezettek egy techni-
kai feltételt, melyet ”1-bunched” tulajdonsdgnak neveznek. Ennek kovet-
kezményeként a cilinderhalmazok minden iteracioban konvex halmazok ma-
radnak. Ebben az esetben a szingularis érték fiiggvények Osszegének expo-
nencialis novekedési rataja nem fiigg azok kiértékelési helyétol. Ezt a je-
lenséget ”érzéketlenségi” tulajdonsagnak nevezziik. Ez egy rendkiviil fontos
tulajdonsaga a szubadditiv nyomdsnak, de &dltaldnossagban nem ismerjiik,
hogy teljesiil-e vagy sem.

Zhang [Zh] bebizonyitotta, hogy még abban az esetben is, amikor az 1-
bunched tulajdonsag nem teljesiil, a szubadditiv nyomas gyoke felsd becslése
a Hausdorff dimenziénak.

3.2. Haromszog leképezésekbol allo iteralt figgvény-
rendszerek szubadditiv nyomasa

Ezen fejezet legfontosabb eredménye az érzéketlenségi tulajdonsag bizo-
nyitasa egy specidlis esetben, amikor az 1-bunched tulajdonsag nem teljestil,
de az IFS olyan fliggvényeket tartalmaz, melyek derivéltja alsé haromszog
méatrix. Ez az eredmény Simon és Manning [MS2] eredményének &ltalanosi-
tasaként tekinthetd, mely a fenti eredményt a sikon bizonyitja.

Legyen M C R"™ nem iires, nyilt és korlatos halmaz, valamint legyenek

F; : M — M kontraktiv leképezések minden ¢ = 1,... [ esetén. Vezessiik
be egy i = iyig...ix, i; € {1,...,1} véges sz6 esetén a kovetkezd jelolést,
Fi(z) = F, o F, o ... o F,(z). Az F, fiiggvényekre vonatkoz6 {6
feltevéstink, hogy

Fi(xqy,...,x,) = (fil(atl), Ay, m9), ey [ (21, ,a:n)) , (3.1)
és Fy(xy,...,x,) € C1(M) minden i = 1,...,1. Tovabba megkoveteljiik, hogy
D, F; legyen reguldris (nem szinguldris) matrix minden x € M ési=1,...,1

esetén. Jeloljikk D, F; elemeit ;5 (i, z)-vel.

Egy T matrix szingularis értékein a 77T matrix sajatértékeinek pozitiv
gyokeit értjiik, ahol T* a T adjungaltja. Jelolje oy (D, F}) a k-adik legnagyobb
szingularis értékét a D, F; matrixnak. Ekkor a szinguldris érték fiiggvényt
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minden 0 < s < n esetén a koévetkezé mdédon definialjuk
(D F) = a1 (D, F)...ap_1 (D Fy)ap (D F)* (3.2)

ahol k pozitiv egész, melyre k—1 < s < k. Definidljuk a szingularis fiiggvény
maximumat és minimumat, mint

¢ (i) = max ¢*(D. ) , ¢°(i) := min ¢*(D,F).

xeM zeM

Definidljuk a szubadditiv nyomdast K. Falconer [Fad| és L. Barreira [Barr]
utan: |
P(s) := lcll)%oglog.qub (i) (3.3)

és vezessiik be az alsé nyomés fiiggvényét is:

1
P(s) = lim inf - log er #°(i). (3.4)

3.1. Tétel. Minden 0 < s < n esetén, ha Fi, ..., F} kontraktiv, (3.1) alaki
leképezések, melyekre F; € CY° minden 1 < i < l-re, ekkor

. ]- . . m—s
P(s) = P(s) = lim —log( max > (J2jj, (b)] [ 1 (12)])" 7
T i|=r

x (|51 (@) o J2g 5, G2)])) (35)
barmely x € M -re.

A (3.5) formula értelmében a szubadditiv nyomds ebben az eseteben csak
a derivalt matrixok diagonalis elemeitdl fligg. A fenti eredmény Falconer és
Miao [FM] eredményének dltalanositdsaként is tekinthetd, melyben a szerzék
fels6 haromszogmatrixok altal generalt onaffin fraktalok dimenziéjanak becs-
lésére mutatnak formulat.

A 3.1. Tétel eredménye [B4]-re alapul s [FM] mddszerét hasznalja. A
fejezet eredményei Barany Baldzs diplomamunkajanak is részét képezték.

3.3. Az altalanositott 4-sarok halmaz box dimenzigja

A kovetkezokben onaffin halmazok egy specialis csaladjat tekintjiik, me-
lyet altalanositott 4-sarok halmaznak neveziink. Az altalanositott 4-sarok



f3 .
T~ | T
R1 '81 3
[a5]) az
[&10]
fo B Ro
Ry o Pt
[2

4. abra. Az altalanositott 4-sarok halmazhoz tartozé fliggvények.

halmaz a 4. abran lathaté affin IFS attraktoranak neveziink, s A(a, 3)-vel
jelsljiik. B

Pontosabban, legyen W = { fo(x), fi(z), fo(z), f3(z)} a valds szamsik egy
iteralt fiiggvényrendszere és A(a, ) az attraktora, ahol

folz) = ( o 500 )g

fl(z)Z(Oél 501)£+(1—051)’ (3.6)
(

fo(z) = O{f 502)£+

(6% 0 1-— (0%
f3(£)—( 0 B3)£+( 1—ﬂ3>'

Az a = (g, a1, g, as) és B = (B, b1, P2, P3) paramétereket igy valasztjuk
meg, hogy a 4. dbrén 1athaté Ry, Ry, Ry, R téglalapok diszjunktak legyenek.
Célunk, hogy meghatarozzuk ezen halmaz box dimenziéjat Lebesgue tipikus
paraméterek esetén.

Miel6tt azonban kiszamolnank az altalanositott 4-sarok halmaz box di-
menziojat, eloszor egy altalanos tételt fogalmazunk meg diagondlisan onaffin
halmazok esetére.

Legyenek

filw,y) = (ux +t3, By + ;) (3.7)



minden ¢ = 0,..., m-re ugy, hogy

0< Oéi,ﬁi <1
f:([0,1]%) C |0, 1]2 i=0,...,m, valamint (3.8)
f:((0,1)° mf] %) =10, i # j esetén.

Jeloljik a ¥ = {fi(z,y)}~, IFS attraktorat A-val és jeloljiik proj,A-
val (és proj,A-val) a A halmaz r-tengelyre (és y-tengelyre) vett meréleges
vetiiletét.

3.2. Tétel. Tegyiik fel, hogy ¥ = {fi(z,y)}, IFS teljesiti, hogy az f;
fiigguények (3.7) alakiak minden i = 0,...,m esetén, valamint telesiti a
(3.8) feltételt. Ekkor U attraktora, A, teljesiti

dimp A = max{d,,dg}

ahol do és dg az

m m

S da—5Sa __ s sg dﬁ—sﬁ o
E aj* Bl =1 és E B. o =1,
i—0 i=0

egyenletek egyértelmid megolddsai, és s, = dimpgproj, A, wvalamint
sg = dimp proj,A.

A 3.2. Tétel bizonyitdsa [B1]-re alapul, mely Feng, Wang [FW, Theorem 1]
és Baranski [Bara, Theorem B] mddszerét hasznélja csekély mddositassal.

Hasznélva A 3.2. Tételt valamint [SS, Theorem 2.1] eredményét, ki tud-
juk szamitani a box dimenziét majdnem minden eltoldsi paraméter esetén,
melyek teljesitik (3.8) feltételt.

3.3. Kovetkezmény. Tegyiik fel, hogy V = { f;(x,y)}]~, IFS teljesiti, hogy

az f; fiigguények (3.7) alakiak mindeni = 0, ..., m esetén, éslegyen T C R?"*2
az eltoldsi paraméterek halmaza, hogy V telesiti a (3.8) feltételt. Ekkor U att-
raktora, A\, teljesiti

dimp A = max {d,,dg} 2m + 2-dimenzids Lebesgue mérték szerinti

magjdnem minden eltoldsra T halmazbol

ahol d,, illetve dg az
Za;nin{l,sa}ﬁidafmin{l,sa} — 1 és Zﬁflin{l,55}oéjg—min{l,sg} 1
=0 =0
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egyenletek egyértelmid megolddsai, ahol s,, sg az

iafﬂ =1 and iﬁfﬁ =1
i=0 i=0

egyenletek egyértelmi megolddsai.

Haszndlva a 3.2. Tételt és a 2.2. Fejezet eredményeit képesek vagyunk
kiszamolni az altalanositott 4-sarok halmaz box dimenziéjat majdnem min-
den kontrakciés paraméter esetén.

3.4. Tétel. Legyen A(a, B) a 4. dbrdn ldathato IFS attraktora. Ekkor

dimp A(a, f) = max {d,,dg} , Lebesque m. m. (a, f3) esetére, melyekre

max {a; + iy, Bi + Biga} <1 és min{oy; + sy, B + B3 <1, (3.9)
ahol d,, és dg két lépésben definidlhatoak. Eldszor legyenek s,, sz az

ag” + aj® + as® + a5” — ooyt — astast =1
S5, 3%6 | (358 | (356 _ (356358 _ 38 @%F _
o T B+ =66y = BB =1

egyenletek egyértelmid megolddsa. Ekkor d, és dg definidlhato, mint az
~ - ~ gmin{1ss}dy—min{1s5}
Za;mn{l,sa}ﬁéiafmm{l,sa} _ 1’ Zﬁl i ,58 O{iﬁ i .53 1 (310>
=0 1=0
egyenletek egyértelmid megolddsa.

4. A Sierpinski haromszog szeleteinek dimenzi6
elmélete

Jelolje A C R? a szokésos Sierpinski hdromszoget, azaz A az a nem {ires,
kompakt halmaza a siknak, mely teljesiti a

A = Sp(A)USI(A)U Sy (A)
oOsszefiiggést, ahol

1 1 1 11 1 11
SO(x>y) = (—.CL", _y) ) Sl(xay) = (51' + 57 §y) ) SQ(.T,:I/) = (51' + Za §y+

V3
2779 4
(4.1)
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Jol ismert, hogy dimy A = dimg A = }ggg = s.

Jeloljiik proj,-val az origén atmend, az z-tengellyel 6 szoget bezard egye-
nesre vett merdleges vetitést. Egy a € projy(A) pont esetén legyen

Ly = {(z,y) : projy(z,y) = a} = {(z,a + ztanh) : z € R}.

Célunk az Ey , = Lg ,NA szeletek dimenzié elméletének vizsgalata. Kiilonosen
szogek egy megszamlalhato csalddjanak megfeleléen vett szeletekre szeretnénk
multifraktalis tulajdonsagot vizsgalni.

Mivel A forgatas és tiikkrozés invarians, az altalanossag megszoritasa nélkiil
feltehetjiik, hogy 6 € [0, %).

Jelolje v a A természetes onhasonlé mértékét. Azaz, v = s Fsetiink-

H (D)
ben v teljesiti, hogy
2

yzZ%l/oS[l.

i=0

Jelolje vy a v mérték 6 szogli projekcidjat, azaz vy = v o proje_l. Hasonloéan,
legyen Ay a A 6 szogh vetiilete.

Definialjuk egy n mérték alsé és felsd lokdlis dimenzidjat egy x pontban,

hogy

. dogn(Bi(z) - . logn(B,(x))
an(x) = thn_}glf T’ dy(z) = hfiljélp T.

Els6 eredménytink, a 4.1. Alll’tés, egy dimenzié megmaradasi formula,
mely kapcsolatot teremt a szeletek box dimenzidja és a projektalt természetes
onhasonlé mérték lokalis dimenzidja kozott. Manning és Simon az alabbi
formuldt a Sierpinski szényeg esetére igazolta, lasd [MS1, Proposition 4].

4.1. Allitas. Tetszdleges 6 € (0, T) ésa € Ay esetén

d,,(a) +dimpEy, = s, (4.2)
a,,e (a) + @BEQ,G, = S.

Alkalmazva a 4.1. Allitast és Feng, Hu [FH, Theorem 2.12], valamint
Young [You] korabbi eredményeit kénnyen lathaté az alabbi kovetkezmény:

4.2. Kévetkezmény. Tetszbleges 6 € (0,%) és vg-magdnem minden a € Ag
esetén
dimp By, = s —dimp vy > s — 1,

ahol dimpg vy jeloli a vy mérték Hausdorff dimenziojdt.
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Liu, Xi és Zhao mutatott egy formuldt a Sierpinski szonyeg racionélis
meredekségii szeleteinek box illetve Hausdorff dimenziéjanak becslésére és azt
sejtették, hogy Lebesgue tipikus pontokra és minden raciondlis meredekség
esetén a dimenzid szigoruan kisebb, mint a szényeg dimenzidja minusz egy
(a pontos részletekért lasd [LXZ]). Manning és Simon [MS1] bizonyitotta
ezt a sejtést. Masodik allitasunk, hogy hasonlé eredmény igaz a Sierpinski
haromszog esetére is.

Tovabba, a 4.3. Tétel szerint azok a 6 szogek, melyekre tan 6 = Q‘qf—i’; ahol
P, q pozitiv egészek, a Marstrand Tétel szempontjabdl kivételes iranyoknak
szamitanak (lasd [Marl] vagy [Mat, Theorem 10.11]).

4.3. Tétel. Legyenek p,q € N és tegyiik fel, hogy tan 6 = % illetve 0 € (0,3
Ekkor léteznek olyan o (0), 5(0) konstansok gy, hogy azok csak 0-tol fiiggenek
és

1. Lebesgue majdnem minden a € Ag-ra

a(f) :=dimp Ep, = dimy Ey, < s—1,

2. vg-majdnem minden a € Ng-ra

5(9) = dimp Egﬂ = dimpg Egﬂ >s5— 1.

Egyszert szamitassal megmutathatd, hogy a fenti tételben szereplo szogek
tangenseinek a halmaza egyenld a Q' = {O <3 o <+/3: ha m pératlan,
akkor n is paratlan} halmazzal.

Furstenberg [Fur] bevezetett és bizonyftott egy (4.1. Allitdsban szerepl5tél
eltéré) dimenzié megmaraddsi formulat [Fur, Definition 1.1] homogén frak-
talokra (példaul olyan 6nhasonlé halmazokra, melyekhez tartozé IFS fligg-
vényei homotécidk). A 4.3. Tétel és 4.2. Kovetkezmény eredményeképp bi-
zonyithato Furstenberg formulajanak egy specidlis esete megszamlalhatoan
sok 0 esetén. A [Fur, Theorem 6.2] formula teljesiil minden 6 esetén.

4.4. Kovetkezmény (Furstenberg). Legyenek p,q € N és tegyiik fel, hogy

tanf = % valamint 6 € (0,3). FEkkor a projy vetités teljesiti a [Fur,

Definition 1.1] dimenzié megmaraddsi formuldt 5(0) vdlasztdssal. Azaz,
6(0) + dimpgy {CL € Ay : dimy Eg,a > 6(0)} = S. (44)
A 4.4. Kovetkezmény allitdsa érvényes a

6(0) + dimgy {CL € Ay : dimy Eg,a = 5(9)} =S

13



formulaval is.

A kovetkezékben a I' : § — dimpy {a € Ay : dimy Ey, > 6} fiiggvényt
fogjuk analizalni abban az esetben, amikor tanf = %, ahol p,q € N és
(p,q) = 1. A vizsgalathoz kett8, az {Sy, S1, 52} IFS vetiilete altal természetes
modon generalt matrixot fogunk hasznalni. Az egyszeriiség kedvéért ezeket a
matrixokat az tgynevezett derékszogli Sierpinski haromszogon mutatjuk be,

mely a

@Z{Fo(x,y): @%) Fi(z,y) = (g+%%) Fy(x,y) = (g%-F%)}

(4.5)
iterdlt fliggvényrendszer A attraktora. Ekkor létezik egy T linearis transz-

formacié, mely
1 V3
() "
3

és amely a szokasos Sierpinski haromszoget a derékszogii Sierpinski hdaromszogre
képezi. Mivel az invertalhaté linearis transzformaciék nem modositjak egy
halmaz dimenzidjat, ezért eredményeinket a szokasos Sierpinski haromszogre
mondjuk ki.

Jelolje Ay a A halmaz 60-szoggel vett vetiiletét az y-tengelyre. Ekkor

Ay = [—tan0,1]. Tovabbda, legyen ¢ a projektalt IFS, azaz
i t 1 t

Osszuk fel Ag-t p+q egyenlo intervallumra gy, hogy I}, = [1 — S, 1— %} ,

ahol k =1,...,p+q. Tovabba osszuk fel minden [}, intervallumot két egyenld
2k—1] _ 2%k—1 k—1

1_2—(1 es]%—[l—W,I—T} De-

finidljuk az Ag, A1 (p+ q) X (p + ¢) méatrixokat a kdvetkezé médon:

(An)ij = #{k € {0, 1,2} : fi(l;) = I} (4.7)

Példaul, a § = 3 esetben a mdtrixok konstrukcidjat ldsd az 5. dbran és ekkor
a matrixok:

részre gy, hogy I} = [1 - s,

AOZ éSAlZ

OO OO
O~ = OO
OO OO
_= -0 O O
OO~ OO
OO = = O
OO OO
O~ = OO
OO OO
— =0 O O
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-y
| o

= : gihd

T 4 ol
5252{— 5=|p+q BJ%
0

- it

0

p__ 2 i

5. dbra. Az Ap, Ay matrixok konstrukcidja a § = 2 esetben.

3
4.5. Allitas. Legyen p,q € N és tegyuik fel, hogy tanf = % és 0 € (0,3).
Tovdbbad legyen a(0) és B(0) a 4.3. Tételnek megfeleld konstansok. Ekkor
1
1 . 1 1
-yl 3 Lsecace

1 o1 1
B(0) = o 2 Jim -~ > oede - Agplog (eAe, - Ag,p)

ahol ¢ = (1,---,1) és p az az egyértelmii valdsziniiségi vektor, melyre

AT : §+— dimy{a € Ay :dimy Ey, > ¢} fiiggvény vizsgalatdhoz a nem
negativ matrixok szorzataira vonatkozo multifraktal elméletet alkalmazzuk,
lasd [Fel, Fe2, FL2|. Ennek megfeleléen vezessiik be a nyomasfiiggvényt,
mely a kovetkezé mdédon definialhato:

mmﬂmlm > (ede - Age) (4.8)

n—oo N,

Tovabba legyen



dimy, {aeAy:dimy Ey =6}
s-B©) 10f

0.8

0.6

04

0.2

L
0.58

. L L s
‘OABO 0.62 0.64 0.66 0.68 0.70

1 T
054 | 056

|
@ (0)~0.5726 ! Drmas~0.6901
B (0)~0.5962

6. dbra. A ¢ — dimp {a € Ag : dimy Ep, = 6} fliggvény grafikonja a £ =1
esetben.

4.6. Tétel. Legyen p,q € N és tegyiik fel, hogy tant = 2‘(—1’; és 0 € (0,%).
Ekkor

1. I'(0) = dimg{a € Ay:dimy Ey, >} = inf,o {—(St + M} ha

log 2
bnax > 0 > «a(f) ésT(0) =1 had < af). AT figguény csikkend és
folytonos.

2. X(é) = dimy {CL € Ay : dimy Eg,a = (5} = infssg {_5t + P(t)} ha

log 2
bumax > 0 > «a(f). A x fiigguény csékkend és folytonos.

V3

Ad = dimy {a € Ay : dimy By, = 0} fiiggvény grafikonjit, amikor tan = %

lasd a 6. abran.
A fenti eredmények a [BFS| eredményeire alapulnak, mely a szerzd kozos
munkdja Andrew Fergusonnal Simon Karollyal.

5. Véletlen iteralt fiiggvényrendszerek inavrians
mértékeinek abszolut folytonossaga
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Végezetil olyan iteralt fliggvényrendszerek invarians mértékeivel foglal-
kozunk, melyek véletlen perturbéacioval rendelkeznek. Pontosabban, ezen
mértékek abszolut folytonossagat és L? siirtiségeit vizsgaljuk.

Legyen {fi,..., fi} egy iterdlt fiiggvényrendszer a valds szédmegyenesen.
Tegyiik fel, hogy minden ¢ € {1,...,[} esetén az f; fliggvény a [—1, 1) inter-
vallumot 6nmagara képezi gy, hogy fi([—1,1)) el van szepardlva egytél és
minusz egytél is. Tovabba f; € C1T([—1,1)) és

0 < )\i,min S ‘f;(l’)’ S )\i,max < 1 (51)

minden z € [—1,1)-re. Valamint tetsz6leges i esetén f; fixpontja a; € (—1,1)
és

Az {f;}7_, TFS A attraktora elemeinek a ¥ = {1,...,n}" tér elemeivel valé
természetes kodolasat m : 3 — A természetes projekcionak nevezziik. Legyen
= (p1,...,pn)" a X tér egy Bernoulli mértéke. Legyen h = — 7"  p;logp;
a balra tolds operator entropidja a p mértékre nézve. Jelolje v a p mérték
vetiiletét, azaz v = po w1, Ekkor v egy 6nhasonlé mérték, azaz

l
V= Zpiy o fi 1. (5.3)
i=1

Nem linearis, atlagosan 0sszehtizo iterdlt fiiggvényrendszerek esetén

h
Ix|’

ahol dimy(v) a v mérték Hausdorff dimenziéja, x pedig az IFS p mérték
szerinti entrépigjat jeloli (lasd [BNS, FSTY).

Arra lehet szamitani, legalabb ”tipikus” értelemben, hogy a v mérték ab-
szolu folytonos, ha h/|x| > 1. Alapvetéen, az egyetlen ismert megkozelitése
a probléméanak a transzverzalitds. Példaul, a linedris esetet uniform kont-
rakcids ratédkkal lasd [PeSc, PeSo2], a linedris nem uniform kontrakcids ra-
takkal vett esetet ldsd példaul [N, NW2]. Nem linedris esetet lasd példdul
[SSU2J.

Ebben a fejezetben a fiiggvények egy véletlen perturbacidjat tekintjiik. A
linedris esetet Peres, Simon és Solomyak tanulményozta [PSS1| cikkiikben.
Abszolut folytonossagot bizonyitottak véletlen linearis iteralt fliggvényrend-
szerek esetén, nem uniform kontrakcids ratakkal, valamint L? és folytonos
stirtiséget bizonyitottak az uniform esetben. Ezeket az eredményeket sze-
retnénk kiterjeszteni, L? siirfiség bizonyitdsaval nem linedris esetben.

dimg(v) <
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Legyen Y. az [1 — e, 1+ ¢| intervallumon vett egyenletes eloszlasi véletlen
valészintiségi véaltozo. Jeloljiik Y. valdszintiségi mértékét n.-nal. Legyen

fiv.(x) =Y. fi(z) + ai(1 - Y7) (5.4)

minden ¢ € {1,...,[}-re. Ekkor megfelelden kis ¢ > 0 esetén minden z € [—1,1)
esetén f;y.(x) € [-1,1).
Legyen Z. a kovetkezo valdszintiségi valtozo:

Ze = 71151(}0 fi1,y1,a o fi2,y2,a -0 fin7yn,5(0)7 (55)
ahol 7, fiiggetlen, azonos u eloszlas szerint valasztott {1,..., [} halmazrol, és

Yr fiiggetlen, azonos 7. eloszlast valdszintiségi valtozok. Jelolje v, mérték
Z. eloszlasat.
Az igy kapott IFS Lyapunov exponensét a

x(1,m:) = E(log(Yof"))

osszefiiggéssel definidljuk, s ekkor konnyt latni, hogy

l
X1, me) <Y pilog((1 4 &) Aimax) < 0,

=1

megfeleloen kis € > 0 esetén. Konnyt latni a kovetkezd tételt.
5.1. Tétel. A v. mérték gyengén konvergal v mértékhez, amint e — 0.

5.2. Tétel. Legyenv. a (5.5) képletben definidlt hatdrérték eloszldsa. Tegyiik
fel, hogy (5.1) és (5.2) teljesiil, valamint

l

)\i max
> <L (5.6)

i=1 4, min

Ekkor minden megfeleloen kise > 0 esetén v, abszolut folytonos a Lebesgue
mértékre nézwe L*-beli stirtiséggel, és létezik eqy C konstans gy, hogy v,
striségére

C
[vell2 < —=.

NG

5.3. Kovetkezmény. Legyen {\;Y.x + a;(1 — )\iYa)}ﬁzl eqy véletlen iterdlt
fligguényrendszer. Tegyiik fel, hogy (5.2) teljesiil és

d <l (5.7)

1

>
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Ekkor minden megfelelden kise > 0 esetén v, abszolut folytonos a Lebesgue
mértékre néze L*-beli stirtiséggel, és létezik eqy C konstans gy, hogy v,
striségére

Ioelle <
el = \/g

A kovetkezokben egy masik esetét is tekintjiik a véletlen perturbacionak,
azaz legyen \; . egyenletes eloszlasu valdsziniiségi valtozd [\; —e, A; +¢| inter-

~ ~ l
vallumon. Legyen {/\mx +a;(1 — )‘i,e)}, véletlen iteralt fiiggvényrendszer,

melyre a; # a; ha i # j. Jelolje A = (/\12: .y A1), és legyen X, . a kovetkezd
valoszintiségi valtozo:

00 k—1
XLE - Z(alk(l - /\ik,é)) H )‘i]yf:‘ (58)
k=1 j=1
ahol iy, fiiggetlen, azonos u eloszlasiak {1, ..., [} halmazon, és Xik,g paronként

fiiggetlenek. Jelolje vy . az X, . valdszinliségi valtozd mértéket. Tovabbd
jelolje vy a { iz + a;(1 — /\Z-)}ﬁz1 IFS p mértéknek megfelel$ invaridns mértékét.

5.4. Tétel. A vy, mérték gyengén konvergdal vy mértékhez, amint € — 0.

Ahhoz, hogy az 5.2. Tételhez hasonlé allitast fogalmazzunk meg sziikségiink
van egy technikai feltételre, azaz

&j)\i — &i)\j
=\

5.5. Tétel. Tegyiik fel, hogy (5.9) és (5.2) teljesiil, tovdbbd

l p2
Y1 5.10
25 < (5.10)

Ekkor minden megfelelden kis € > 0 esetén a vy, mérték abszlit folytonos a
Lebesque mértékre nézve L2-beli stiriséqgel, és létezik C konstans, hogy

C

[aell2 < NG
A {6 kiilonbség az 5.5. Tétel és az 5.3. Kovetkezmény kozott a véletlen
perturbacié. Azaz az 5.5. Tételben a kontrakciés ratakat uniform modon
valasztjuk A\;-k egy e sugart kornyezetébdl, de az 5.3. Kovetkezményben a
kontrakcios ratdkat \;-k egy \;e kornyezébol valasztjuk.
A fentiek [BP] eredményeire alapulnak, amely a szerz6 Tomas Perssonnal
ko6z0s munkaaja.

> 1. (5.9)
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