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Matematika Intézet
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1. Bevezetés

Dolgozatomban önhasonló illetve önaffin halmazok bizonyos tulajdonságait
vizsgáljuk. Különös tekintettel olyan fraktálok dimenzió elméletére, melyek
egy Iterált Függvényrendszer (IFS) seǵıtségével generálhatóak.

Legyen Φ = {f1, . . . , fn} kontrakciók egy halmaza (azaz ‖Dxf‖ < 1)
Rd-n, amelyek egy U korlátos, nýılt halmazt önmagába képeznek. Ekkor
jól ismert (lásd [H]), hogy létezik egyértelműen egy Λ nem üres, kompakt
halmaz, melyre

Λ =

∞⋂

k=1

n⋃

i1,...,ik=1

fi1 ◦ · · · fik(U) és Λ =

n⋃

i=1

fi(Λ).

Ekkor Λ-t a Φ iterált függvényrendszer attraktorának nevezzük.
Ezen halmazok egyik legfontosabb tulajdonsága a dimenzió. Dolgoza-

tomban főleg az úgynevezett Minkowski dimenzióra (vagy box dimenzióra),
illetve a Hausdorff dimenzióra fókuszálunk. Egy Λ halmaz Hausdorff di-
menzióját (box dimenzióját) dimH Λ-val (dimB Λ-val) jelöljük, továbbá, az
s dimenziós Hausdorff mértéket Hs-sel. A Hausdorff és box dimenzió vala-
mint a Hausdorff mérték defińıciói illetve alaptulajdonságai megtalálhatóak
Falconer [Fa1, Fa2] könyveiben.

2. Önhasonló halmazok

2.1. Előzmények

A legegyszerűbb esetben az iterált függvényrendszer függvényei összehúzó
hasonlósági leképezések a valós számegyenesen

Φ = {fi(x) = λix+ ti}ni=1 .

Ez esetben Φ attraktorát önhasonlónak nevezzük. Ekkor a nem-triviális
felső becslés a halmaz Hausdorff illetve box dimenziójára az úgynevezett ha-
sonlósági dimenzió, mely az

n∑

i=1

λsi = 1

egyenlet egyértelmű megoldása.
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Az önhasonló halmazok dimenzió elmélete jól megértett abban az eset-
ben, amikor valamilyen szeparációs feltétel teljesül. Pontosabban, Hutchin-
son biznýıtotta, amennyiben a {fi(Λ)}ni=1 cilinderhalmazok egymástól jól
elkülönülnek, azaz teljesül a nýılt halmaz feltétel (létezik egy olyan U nýılt,
korlátos halmaz, melyre fi(U) ⊂ U minden i és fi(U) ∩ fj(U) = ∅ minden
i 6= j esetén) akkor a hasonlósági dimenzió megegyezik a halmaz Hausdorff
és box dimenziójával, lásd [H]. A box dimenzió és a Hausdorff dimenzió min-
den önhasonló halmazra megegyezik, függetlenül a szeparációs feltételektől,
lásd [Fa5].

Cilinderek közötti átfedések esetén csak keveset tudunk az attraktor struk-
túrájáról. Ilyen esetek vizsgálatára jelenleg két módszer ismeretes:

• Ahelyett, hogy egyes iterált függvényrendszereket vizsgálnánk, iterált
függvényrendszerek paraméteres családjait tekintjük, melyekre az úgy-
nevezett transzverzalitási feltételt alkalmazzuk. Ezt a feltételt először
Pollicott Simon [PoSi] alkalmazta. Lásd [PeSo1], [PeSo2] eredményeit
a módszer általános alkalmazására. Dolgozatomban elsősorban ezt a
módszert alkalmazzuk.

• Néhány speciális esetben alkalmazható az úgynevezett gyenge szeparálási
feltétel [Ze, LNR, NW1], vagy annak egy változata. Ennek a módszernek
a seǵıtségével kezelhető például a

{
fi(x) =

1
N
x+ ti

}m
i=1

IFS, aholN, ti ∈ Z.

Abban az esetben, amikor az IFS néhány függvényének közös a fixpontja,
akkor az ismert módszerek nem alkalmazhatóak közvetlenül. A legegyszerűbb
ilyen esetet, amikor két függvénynek közös a fixpontja, a [B3] cikkben vizs-
gálták. Pontosabban, [B3] dolgozatban a {γx, λx, λx+ 1} IFS és annak Λ
attraktorának struktúráját vizsgálták a valós számegyenesen, ahol γ < λ.
Jelölje I = [0, 1

1−λ
] a Λ konvex burkát. Az iterált függvényrendszer hatását az

I intervallumra lásd az 1. ábrán. A Λ attraktor dimenziójának problémáját
Pablo Shmerkin vetette fel 2008-ban egy greifswaldi konferencián. A [B3]
által bevezetett eredmény újdonsága a közös fixpontból származó nehézségek
kezelése volt.

Ezen dolgozatom egyik fő eredménye a dimenzió kiszámı́tása és a bonyolult
átfedések kezelése, melyeket közös fixpontok eredményeznek.

2.2. Bonyolult átfedésű önhasonló halmazok dimenziója

Ebben a fejezetben önhasonló halmazok két t́ıpusát fogjuk elemezni. Mindkét
esetben feltesszük, hogy a konvex burok két függvény által vett képei ak-

kor és csak akkor fedhetnek át, ha a függvényeknek közös a fixpontja. Az
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első esetben tegyük fel, hogy az IFS függvényeinek fixpontjainak a hal-
maza kételemű, de egy fixponthoz tetszőlegesen sok függvény tartozhat (lásd
például a 3. ábrát).

Az A eset fő feltételei:

A1. Legyen R valós, lineáris leképezések egy véges halmaza úgy, hogy min-
den ϕ ∈ R esetén Fix(ϕ) ∈ {0, 1} és ϕ([0, 1]) ⊆ [0, 1].

A2. Bármely ϕ, φ ∈ R esetén vagy ϕ([0, 1]) ∩ φ([0, 1]) = ∅ vagy
Fix(ϕ) = Fix(φ).

2.1. Tétel. Legyen R = {φi,1(x) = γi,1x}pi=0∪{φi,2(x) = γi,2x+ (1− γi,2)}qi=0

úgy, hogy 0 < γi,1 < γ0,1 < 1 minden i = 1, . . . , p és 0 < γj,2 < γ0,2 < 1 min-
den j = 1, . . . , q esetén, ekkor

dimB Λ = dimH Λ = min {1, s}
Lebesgue majdnem minden (γ

1
, γ

2
) ∈ (0, γ0,1)

p × (0, γ0,2)
q esetén, (2.1)

ahol γ
1
= (γ1,1, . . . , γp,1) és hasonlóan γ2 = (γ1,2, . . . , γq,2), valamint s az

p∏

i=0

(1− γsi,1) +

q∏

i=0

(1− γsi,2) = 1 (2.2)

egyenlet egyértelmű megoldása.
Továbbá, L (Λ) > 0 Lebesgue majdnem minden (γ

1
, γ

2
) esetén, melyre

s > 1.

Megjegyezzük, ha γ0,1 + γ0,2 ≥ 1, akkor R attraktora egy intervallum
s ı́gy a 2.1. Tétel álĺıtása automatikusan teljesül. Ezért tehetjük fel, az
általánosság megszoŕıtása nélkül, hogy γ0,1 + γ0,2 < 1, ami ekvivalens a
ϕ0,1([0, 1]) ∩ ϕ0,2([0, 1]) = ∅ kifejezéssel.

A második esetre vonatkozó feltevésünk szerint minden fixpont legfeljebb
két függvényhez tartozhat. Lásd például a 2. ábrát.

A B eset fő feltevései:

B1. S = F ∪ G

B2. F = {fi(x) = λix+ ai(1− λi)}N−1
i=0 ahol 0 < λi < 1 és a0 < a1 < · · · <

aN−1.

B3. Legyen I = [a0, aN−1] (az attraktor konvex burka). Ekkor fi−1(I) <
fi(I), azaz

fi−1(aN−1) < fi(a0) minden i = 1, . . . , N − 1 esetén. (2.3)
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Λ Λ

Γ

0 1

1. ábra. A legegyszerűbb, [B3]-ban vizsgált példa iterált
függvényrendszerekre, mely néhány függvényének van közös fixpontja.

I

f0HI L f1HI L f2HI L f3HI L

g0HI L g2HI L g3HI L

a0 a1 a2 a3

2. ábra. Az {f0, g0, f1, f2, g2, f3, g3} IFS attraktorának konvex burkának
képei, ahol a0 = Fix(f0) = Fix(g0), a1 = Fix(f1), a2 = Fix(f2) = Fix(g2) és
a3 = Fix(f3) = Fix(g3).

0 1

8 <p + 1
q + 1

j0H0, 1L

jpH0, 1L

Ψ0H0, 1L

ΨqH0, 1L

3. ábra. Az {φi}pi=0∪{ψj}qj=0 IFS attraktorának konvex burkának képei, ahol
Fix(φi) = 0 és Fix(ψj) = 1 minden i, j esetén.
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B4. G = {gi(x) = βix+ ai(1− βi)}i∈J , ahol J ⊆ {0, . . . , N − 1} és 0 < βi <
λi bármely i ∈ J esetén.

Vegyük észre, hogy i ∈ J , Fix(fi) = Fix(gi) = ai.
Jelölje β ∈ (0, 1)♯J a G kontrakciós rátáiból képzett vektor, valamint jelölje

λ ∈ (0, 1)N az F kontrakciós rátáiból képzett vektort. Továbbá, legyen
a ∈ RN a fixpontokból képzett vektor és legyen Ω az S attraktora. Az
egyszerűség kedvéért legyen I = {0, . . . , N − 1}.

2.2. Tétel. Tegyük fel, hogy S teljeśıti a (B1)-(B4) feltételeket, ekkor S IFS
Ω attraktorára teljesül

dimB Ω = dimH Ω = min {1, s} , Lebesgue majdnem minden β ∈ T esetén,
(2.4)

ahol s az
N−1∑

i=0

λsi +
∑

i∈J
βs
i −

∑

i∈J
λsiβ

s
i = 1, (2.5)

egyenlet egyértelmű megoldása, valamint

T =

{
β : 0 < βi < min

{
λi,

2

(1 +
√
2)(α2

iλmax + 2)

}}
, (2.6)

ahol λmax = maxi {λi} és

αi =
max {aN−1 − ai, ai − a0}

min {fi+1 (a0)− ai, ai − fi−1 (an−1)}
minden i ∈ I-re.

Továbbá L (Ω) > 0 Lebesgue majdnem minden β ∈ T esetén, melyre s > 1.

Másrészről, meghatározzuk az s dimenziós Hausdorff mértékét az Ω att-
raktornak. Kiderül, hogy minden paraméter esetén ez az érték zérus. En-
nek következménye, hogy s, mely (2.5) egyértelmű megoldása, minden pa-
raméterértékre felső becslése a Hausdorff és a box dimenziónak.

2.3. Tétel. Tegyük fel, hogy az S IFS teljeśıta a (B1)-(B4) feltételeket, és
legyen s az (2.5) egyenlet egyértelmű megoldása. Ekkor

Hs(Ω) = 0.

A 2.1. Tétel és a 2.2. Tétel bizonýıtásához az úgynevezett transzverza-
litási módszert alkalmaztuk. Megjegyezzük, hogy az eredeti iterált függ-
vényrendszerek nem teljeśıtik a transzverzalitási feltételt, de a magasabb
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iteráltak néhány jól megválasztott alrendszere igen. Ennek megmutatására
két különböző módszert használtunk, ezek egyikét Simon, Solomyak és Urbański
[SSU1, SSU2] vezette be, a másik megfelel [PeSo1, PeSo2] módszerének.

A 2.3. Tétel bizonýıtása hasonló [PSS2, Theorem 1.1] bizonýıtásához, mely
Brandt, Graf [BG] módszerének módośıtása.

A fenti eredmények [B1, B2] cikkekre alapulnak.

3. Nem konformális halmazok

3.1. Előzmények

Az elmúlt két évtizedben jelentős figyelmet kapott a nem konformális hal-
mazok dimenzió elmélete. Egy Λ halmazt konformálisnak nevezünk, ha Λ
az attraktora egy C1+α konformális függvényekből álló iterált függvényrend-
szernek (ahol egy függvényt konformálisnak nevezünk, ha deriváltja egy ha-
sonlósági transzformáció minden pontban). A konformális attraktorok di-
menzió elmélete szorosan összefügg az önhasonló halmazok dimenzió elmé-
letével.

A nem konformális iterált függvényrendszerek dimenzió elmélete igen bo-
nyolult s csak kevés eredmény ismert. Ennek a területnek az egyik legfonto-
sabb eszköze az úgynevezett szubaddit́ıv nyomás, melyet K. Falconer [Fa4] és
L. Barreira [Barr] definált. Sajnálatosan, magáról a szubaddit́ıv nyomásról
is igen keveset tudunk.

A legegyszerűbb nem konformális eset, amikor a halmaz önaffin. Egy
Λ ⊂ Rd halmazt önaffinnak nevezzük, ha az egy {fi(x) = Aix+ ai}mi=1 IFS
attraktora, mely kontrakt́ıv affin leképezésekből áll, ahol Ai d × d valós
mátrixok. Az önaffin halmazok dimenzió elmélete közel sem jól megértett,
még abban az esetben sem, amikor Ai diagonális mátrixok.

Az önaffin attraktorok dimenziójának tanulmányozásához először is az att-
raktor k. közeĺıtését (k. cilindereit) tekintjük, melyet természetes módon
az IFS függvényeinek k-szor egymás utáni alkalmazásából kapunk. Egy
k. cilinder, a Hausdorff mérték defińıciójában szereplő, fedőösszeghez való
hozzájárulásának méréséhez be kell vezetnünk az úgynevezett szinguláris
érték függvényt, mely az attraktor egy környezetében definiált, nem negat́ıv
valós értékű függvény. Önaffin esetben, az attraktor dimenziója kapcsolódik
az exponenciálisan sok szinguláris érték függvény összegének exponenciális
növekedési rátájához. Pontosabban, Falconer Tétele szerint (lásd [Fa6]) az
önaffin attraktor Hausdorff és box dimenziója megegyezik a szingularitási di-
menzióval majdnem minden eltolási paraméter esetén, amennyiben az összes
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affin leképezés normája kisebb, mint 1/3. Ezt a határt később Solomyak
[So1] bőv́ıtette 1/2-re. A tétel bizonýıtásához alapvető volt, hogy az expo-
nenciális növekedési ráta nagysága nem függ a szinguláris érték függvény
kiértékelésének a helyétől, mivel a szinguláris érték függvény konstant az
önaffin esetben.

Falconer [Fa4] és Barreira [Barr] olyan eseteket tekintett, amikor az iterált
függvényrendszerek már nem önaffin rendszerek. Bevezettek egy techni-
kai feltételt, melyet ”1-bunched” tulajdonságnak neveznek. Ennek követ-
kezményeként a cilinderhalmazok minden iterációban konvex halmazok ma-
radnak. Ebben az esetben a szinguláris érték függvények összegének expo-
nenciális növekedési rátája nem függ azok kiértékelési helyétől. Ezt a je-
lenséget ”érzéketlenségi” tulajdonságnak nevezzük. Ez egy rendḱıvül fontos
tulajdonsága a szubaddit́ıv nyomásnak, de általánosságban nem ismerjük,
hogy teljesül-e vagy sem.

Zhang [Zh] bebizonýıtotta, hogy még abban az esetben is, amikor az 1-
bunched tulajdonság nem teljesül, a szubaddit́ıv nyomás gyöke felső becslése
a Hausdorff dimenziónak.

3.2. Háromszög leképezésekből álló iterált függvény-
rendszerek szubaddit́ıv nyomása

Ezen fejezet legfontosabb eredménye az érzéketlenségi tulajdonság bizo-
nýıtása egy speciális esetben, amikor az 1-bunched tulajdonság nem teljesül,
de az IFS olyan függvényeket tartalmaz, melyek deriváltja alsó háromszög
mátrix. Ez az eredmény Simon és Manning [MS2] eredményének általánośı-
tásaként tekinthető, mely a fenti eredményt a śıkon bizonýıtja.

Legyen M ⊂ Rn nem üres, nýılt és korlátos halmaz, valamint legyenek
Fi : M 7→ M kontrakt́ıv leképezések minden i = 1, . . . , l esetén. Vezessük
be egy i = i1i2...ik, ij ∈ {1, ..., l} véges szó esetén a következő jelölést,
Fi(x) = Fi1 ◦ Fi2 ◦ . . . ◦ Fik(x). Az Fi függvényekre vonatkozó fő
feltevésünk, hogy

Fi(x1, ..., xn) =
(
f 1
i (x1), f

2
i (x1, x2), ..., f

n
i (x1, ..., xn)

)
, (3.1)

és Fi(x1, ..., xn) ∈ C1+ε(M) minden i = 1, ..., l. Továbbá megköveteljük, hogy
DxFi legyen reguláris (nem szinguláris) mátrix minden x ∈M és i = 1, . . . , l
esetén. Jelöljük DxFi elemeit xij (i, x)-vel.

Egy T mátrix szinguláris értékein a TT ∗ mátrix sajátértékeinek pozit́ıv
gyökeit értjük, ahol T ∗ a T adjungáltja. Jelölje αk(DxFi) a k-adik legnagyobb
szinguláris értékét a DxFi mátrixnak. Ekkor a szinguláris érték függvényt

7



minden 0 ≤ s ≤ n esetén a következő módon definiáljuk

φs(DxFi) := α1(DxFi)...αk−1(DxFi)αk(DxFi)
s−k+1, (3.2)

ahol k pozit́ıv egész, melyre k−1 < s ≤ k. Definiáljuk a szinguláris függvény
maximumát és minimumát, mint

φ
s
(i) := max

x∈M
φs(DxFi) , φ

s(i) := min
x∈M

φs(DxFi).

Definiáljuk a szubaddit́ıv nyomást K. Falconer [Fa4] és L. Barreira [Barr]
után:

P (s) := lim
k→∞

1

k
log
∑

|i|=k

φ
s
(i) (3.3)

és vezessük be az alsó nyomás függvényét is:

P (s) := lim inf
k→∞

1

k
log
∑

|i|=k

φs(i). (3.4)

3.1. Tétel. Minden 0 ≤ s ≤ n esetén, ha F1, ..., Fl kontrakt́ıv, (3.1) alakú
leképezések, melyekre Fi ∈ C1+ε minden 1 ≤ i ≤ l-re, ekkor

P (s) = P (s) = lim
r→∞

1

r
log( max

j1,...,jm−1

j′
1
,...,j′m

∑

|i|=r

(
|xj1j1 (i, x)| ...

∣∣xjm−1jm−1
(i, x)

∣∣)m−s×

×
(∣∣xj′

1
j′
1
(i, x)

∣∣ ...
∣∣xj′mj′m

(i, x)
∣∣)s−m+1

) (3.5)

bármely x ∈M-re.

A (3.5) formula értelmében a szubaddit́ıv nyomás ebben az eseteben csak
a derivált mátrixok diagonális elemeitől függ. A fenti eredmény Falconer és
Miao [FM] eredményének általánośıtásaként is tekinthető, melyben a szerzők
felső háromszögmátrixok által generált önaffin fraktálok dimenziójának becs-
lésére mutatnak formulát.

A 3.1. Tétel eredménye [B4]-re alapul s [FM] módszerét használja. A
fejezet eredményei Bárány Balázs diplomamunkájának is részét képezték.

3.3. Az általánośıtott 4-sarok halmaz box dimenziója

A következőkben önaffin halmazok egy speciális családját tekintjük, me-
lyet általánośıtott 4-sarok halmaznak nevezünk. Az általánośıtott 4-sarok
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4. ábra. Az általánośıtott 4-sarok halmazhoz tartozó függvények.

halmaz a 4. ábrán látható affin IFS attraktorának nevezünk, s Λ(α, β)-vel
jelöljük.

Pontosabban, legyen Ψ = {f0(x), f1(x), f2(x), f3(x)} a valós számśık egy
iterált függvényrendszere és Λ(α, β) az attraktora, ahol

f0(x) =

(
α0 0
0 β0

)
x,

f1(x) =

(
α1 0
0 β1

)
x+

(
0

1− β1

)
,

f2(x) =

(
α2 0
0 β2

)
x+

(
1− α2

0

)
,

f3(x) =

(
α3 0
0 β3

)
x+

(
1− α3

1− β3

)
.

(3.6)

Az α = (α0, α1, α2, α3) és β = (β0, β1, β2, β3) paramétereket úgy választjuk
meg, hogy a 4. ábrán látható R0, R1, R2, R3 téglalapok diszjunktak legyenek.
Célunk, hogy meghatározzuk ezen halmaz box dimenzióját Lebesgue tipikus
paraméterek esetén.

Mielőtt azonban kiszámolnánk az általánośıtott 4-sarok halmaz box di-
menzióját, először egy általános tételt fogalmazunk meg diagonálisan önaffin
halmazok esetére.

Legyenek
fi(x, y) = (αix+ ti, βiy + ui) (3.7)
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minden i = 0, . . . , m-re úgy, hogy

0 < αi, βi < 1

fi([0, 1]
2) ⊆ [0, 1]2, i = 0, . . . , m, valamint

fi((0, 1)
2)
⋂

fj((0, 1)
2) = ∅, i 6= j esetén.

(3.8)

Jelöljük a Ψ = {fi(x, y)}mi=0 IFS attraktorát Λ-val és jelöljük projxΛ-
val (és projyΛ-val) a Λ halmaz x-tengelyre (és y-tengelyre) vett merőleges
vetületét.

3.2. Tétel. Tegyük fel, hogy Ψ = {fi(x, y)}mi=0 IFS teljeśıti, hogy az fi
függvények (3.7) alakúak minden i = 0, . . . , m esetén, valamint teleśıti a
(3.8) feltételt. Ekkor Ψ attraktora, Λ, teljeśıti

dimB Λ = max {dα, dβ}

ahol dα és dβ az

m∑

i=0

αsα
i β

dα−sα
i = 1 és

m∑

i=0

β
sβ
i α

dβ−sβ
i = 1,

egyenletek egyértelmű megoldásai, és sα = dimB projxΛ, valamint
sβ = dimB projyΛ.

A 3.2. Tétel bizonýıtása [B1]-re alapul, mely Feng, Wang [FW, Theorem 1]
és Barański [Bara, Theorem B] módszerét használja csekély módośıtással.

Használva A 3.2. Tételt valamint [SS, Theorem 2.1] eredményét, ki tud-
juk számı́tani a box dimenziót majdnem minden eltolási paraméter esetén,
melyek teljeśıtik (3.8) feltételt.

3.3. Következmény. Tegyük fel, hogy Ψ = {fi(x, y)}mi=0 IFS teljeśıti, hogy
az fi függvények (3.7) alakúak minden i = 0, . . . , m esetén, és legyen T ⊂ R2m+2

az eltolási paraméterek halmaza, hogy Ψ teleśıti a (3.8) feltételt. Ekkor Ψ att-
raktora, Λ, teljeśıti

dimB Λ = max {dα, dβ} 2m+ 2-dimenziós Lebesgue mérték szerinti

majdnem minden eltolásra T halmazból

ahol dα illetve dβ az

m∑

i=0

α
min{1,sα}
i β

dα−min{1,sα}
i = 1 és

m∑

i=0

β
min{1,sβ}
i α

dβ−min{1,sβ}
i = 1
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egyenletek egyértelmű megoldásai, ahol sα, sβ az

m∑

i=0

αsα
i = 1 and

m∑

i=0

β
sβ
i = 1

egyenletek egyértelmű megoldásai.

Használva a 3.2. Tételt és a 2.2. Fejezet eredményeit képesek vagyunk
kiszámolni az általánośıtott 4-sarok halmaz box dimenzióját majdnem min-
den kontrakciós paraméter esetén.

3.4. Tétel. Legyen Λ(α, β) a 4. ábrán látható IFS attraktora. Ekkor

dimB Λ(α, β) = max {dα, dβ} , Lebesgue m. m. (α, β) esetére, melyekre

max {αi + αi+2, βi + βi+2} < 1 és min {αi + α3−i, βi + β3−i} < 1, (3.9)

ahol dα és dβ két lépésben definiálhatóak. Először legyenek sα, sβ az

αsα
0 + αsα

1 + αsα
2 + αsα

3 − αsα
0 α

sα
1 − αsα

2 α
sα
3 = 1

β
sβ
0 + β

sβ
1 + β

sβ
2 + β

sβ
3 − β

sβ
0 β

sβ
2 − β

sβ
1 β

sβ
3 = 1

egyenletek egyértelmű megoldása. Ekkor dα és dβ definiálható, mint az

3∑

i=0

α
min{1,sα}
i β

dα−min{1,sα}
i = 1,

3∑

i=0

β
min{1,sβ}
i α

dβ−min{1,sβ}
i = 1 (3.10)

egyenletek egyértelmű megoldása.

4. A Sierpiński háromszög szeleteinek dimenzió

elmélete

Jelölje ∆ ⊂ R2 a szokásos Sierpiński háromszöget, azaz ∆ az a nem üres,
kompakt halmaza a śıknak, mely teljeśıti a

∆ = S0(∆) ∪ S1(∆) ∪ S2(∆)

összefüggést, ahol

S0(x, y) =

(
1

2
x,

1

2
y

)
, S1(x, y) =

(
1

2
x+

1

2
,
1

2
y

)
, S2(x, y) =

(
1

2
x+

1

4
,
1

2
y +

√
3

4

)
.

(4.1)
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Jól ismert, hogy dimH ∆ = dimB ∆ = log 3
log 2

= s.
Jelöljük projθ-val az origón átmenő, az x-tengellyel θ szöget bezáró egye-

nesre vett merőleges vet́ıtést. Egy a ∈ projθ(∆) pont esetén legyen

Lθ,a = {(x, y) : projθ(x, y) = a} = {(x, a+ x tan θ) : x ∈ R}.

Célunk az Eθ,a = Lθ,a∩∆ szeletek dimenzió elméletének vizsgálata. Különösen
szögek egy megszámlálható családjának megfelelően vett szeletekre szeretnénk
multifraktális tulajdonságot vizsgálni.

Mivel ∆ forgatás és tükrözés invariáns, az általánosság megszoŕıtása nélkül
feltehetjük, hogy θ ∈ [0, π

3
).

Jelölje ν a ∆ természetes önhasonló mértékét. Azaz, ν =
Hs|

∆

Hs(∆)
. Esetünk-

ben ν teljeśıti, hogy

ν =

2∑

i=0

1

3
ν ◦ S−1

i .

Jelölje νθ a ν mérték θ szögű projekcióját, azaz νθ = ν ◦ proj−1
θ . Hasonlóan,

legyen ∆θ a ∆ θ szögű vetülete.
Definiáljuk egy η mérték alsó és felső lokális dimenzióját egy x pontban,

hogy

dη(x) = lim inf
r→0

log η(Br(x))

log r
, dη(x) = lim sup

r→0

log η(Br(x))

log r
.

Első eredményünk, a 4.1. Álĺıtás, egy dimenzió megmaradási formula,
mely kapcsolatot teremt a szeletek box dimenziója és a projektált természetes
önhasonló mérték lokális dimenziója között. Manning és Simon az alábbi
formulát a Sierpiński szőnyeg esetére igazolta, lásd [MS1, Proposition 4].

4.1. Álĺıtás. Tetszőleges θ ∈ (0, π
3
) és a ∈ ∆θ esetén

dνθ(a) + dimBEθ,a = s, (4.2)

dνθ(a) + dimBEθ,a = s. (4.3)

Alkalmazva a 4.1. Álĺıtást és Feng, Hu [FH, Theorem 2.12], valamint
Young [You] korábbi eredményeit könnyen látható az alábbi következmény:

4.2. Következmény. Tetszőleges θ ∈ (0, π
3
) és νθ-majdnem minden a ∈ ∆θ

esetén
dimB Eθ,a = s− dimH νθ ≥ s− 1,

ahol dimH νθ jelöli a νθ mérték Hausdorff dimenzióját.
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Liu, Xi és Zhao mutatott egy formulát a Sierpiński szőnyeg racionális
meredekségű szeleteinek box illetve Hausdorff dimenziójának becslésére és azt
sejtették, hogy Lebesgue tipikus pontokra és minden racionális meredekség
esetén a dimenzió szigorúan kisebb, mint a szőnyeg dimenziója mı́nusz egy
(a pontos részletekért lásd [LXZ]). Manning és Simon [MS1] bizonýıtotta
ezt a sejtést. Második álĺıtásunk, hogy hasonló eredmény igaz a Sierpiński
háromszög esetére is.

Továbbá, a 4.3. Tétel szerint azok a θ szögek, melyekre tan θ =
√
3p

2q+p
ahol

p, q pozit́ıv egészek, a Marstrand Tétel szempontjából kivételes irányoknak
számı́tanak (lásd [Mar1] vagy [Mat, Theorem 10.11]).

4.3. Tétel. Legyenek p, q ∈ N és tegyük fel, hogy tan θ =
√
3p

2q+p
illetve θ ∈ (0, π

3
).

Ekkor léteznek olyan α(θ), β(θ) konstansok úgy, hogy azok csak θ-tól függenek
és

1. Lebesgue majdnem minden a ∈ ∆θ-ra

α(θ) := dimB Eθ,a = dimH Eθ,a < s− 1,

2. νθ-majdnem minden a ∈ ∆θ-ra

β(θ) := dimB Eθ,a = dimH Eθ,a > s− 1.

Egyszerű számı́tással megmutatható, hogy a fenti tételben szereplő szögek
tangenseinek a halmaza egyenlő a Q′ =

{
0 <

√
3m

n
<
√
3 : ha m páratlan,

akkor n is páratlan} halmazzal.
Furstenberg [Fur] bevezetett és bizonýıtott egy (4.1. Álĺıtásban szereplőtől

eltérő) dimenzió megmaradási formulát [Fur, Definition 1.1] homogén frak-
tálokra (például olyan önhasonló halmazokra, melyekhez tartozó IFS függ-
vényei homotéciák). A 4.3. Tétel és 4.2. Következmény eredményeképp bi-
zonýıtható Furstenberg formulájának egy speciális esete megszámlálhatóan
sok θ esetén. A [Fur, Theorem 6.2] formula teljesül minden θ esetén.

4.4. Következmény (Furstenberg). Legyenek p, q ∈ N és tegyük fel, hogy

tan θ =
√
3p

2q+p
valamint θ ∈ (0, π

3
). Ekkor a projθ vet́ıtés teljeśıti a [Fur,

Definition 1.1] dimenzió megmaradási formulát β(θ) választással. Azaz,

β(θ) + dimH {a ∈ ∆θ : dimH Eθ,a ≥ β(θ)} = s. (4.4)

A 4.4. Következmény álĺıtása érvényes a

β(θ) + dimH {a ∈ ∆θ : dimH Eθ,a = β(θ)} = s
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formulával is.
A következőkben a Γ : δ 7→ dimH {a ∈ ∆θ : dimH Eθ,a ≥ δ} függvényt

fogjuk analizálni abban az esetben, amikor tan θ =
√
3p

2q+p
, ahol p, q ∈ N és

(p, q) = 1. A vizsgálathoz kettő, az {S0, S1, S2} IFS vetülete által természetes
módon generált mátrixot fogunk használni. Az egyszerűség kedvéért ezeket a
mátrixokat az úgynevezett derékszögű Sierpiński háromszögön mutatjuk be,
mely a

Φ =

{
F0(x, y) =

(x
2
,
y

2

)
, F1(x, y) =

(
x

2
+

1

2
,
y

2

)
, F2(x, y) =

(
x

2
,
y

2
+

1

2

)}

(4.5)
iterált függvényrendszer Λ attraktora. Ekkor létezik egy T lineáris transz-
formáció, mely

T =

(
1 −

√
3
3

0 2
√
3

3

)
(4.6)

és amely a szokásos Sierpiński háromszöget a derékszögű Sierpiński háromszögre
képezi. Mivel az invertálható lineáris transzformációk nem módośıtják egy
halmaz dimenzióját, ezért eredményeinket a szokásos Sierpiński háromszögre
mondjuk ki.

Jelölje Λθ a Λ halmaz θ-szöggel vett vetületét az y-tengelyre. Ekkor
Λθ = [− tan θ, 1]. Továbbá, legyen φ a projektált IFS, azaz

φ =

{
f0(t) =

t

2
, f1(t) =

t

2
+

1

2
, f2(t) =

t

2
− p

2q

}
.

Osszuk fel Λθ-t p+q egyenlő intervallumra úgy, hogy Ik =
[
1− k

q
, 1− k−1

q

]
,

ahol k = 1, . . . , p+q. Továbbá osszuk fel minden Ik intervallumot két egyenlő

részre úgy, hogy I0k =
[
1− k

q
, 1− 2k−1

2q

]
és I1k =

[
1− 2k−1

2q
, 1− k−1

q

]
. De-

finiáljuk az A0, A1 (p+ q)× (p+ q) mátrixokat a következő módon:

(An)i,j = ♯ {k ∈ {0, 1, 2} : fk(Ij) = Ini } . (4.7)

Például, a p

q
= 2

3
esetben a mátrixok konstrukcióját lásd az 5. ábrán és ekkor

a mátrixok:

A0 =




1 0 0 0 0
0 0 1 0 0
0 1 0 0 1
0 1 0 1 0
0 0 0 1 0




és A1 =




0 1 0 0 0
1 0 0 1 0
1 0 1 0 0
0 0 1 0 1
0 0 0 0 1



.
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5. ábra. Az A0, A1 mátrixok konstrukciója a p

q
= 2

3
esetben.

4.5. Álĺıtás. Legyen p, q ∈ N és tegyük fel, hogy tan θ =
√
3p

2q+p
és θ ∈ (0, π

3
).

Továbbá legyen α(θ) és β(θ) a 4.3. Tételnek megfelelő konstansok. Ekkor

α(θ) =
1

log 2
lim
n→∞

1

n

1∑

ξ1,...,ξn=0

1

2n
log eAξ1 · · ·Aξne,

β(θ) =
1

log 2
lim
n→∞

1

n

1∑

ξ1,...,ξn=0

1

3n
eAξ1 · · ·Aξnp log

(
eAξ1 · · ·Aξnp

)
,

ahol e = (1, · · · , 1) és p az az egyértelmű valósźınűségi vektor, melyre
(A0 + A1) p = 3 p.

A Γ : δ 7→ dimH {a ∈ ∆θ : dimH Eθ,a ≥ δ} függvény vizsgálatához a nem
negat́ıv mátrixok szorzataira vonatkozó multifraktál elméletet alkalmazzuk,
lásd [Fe1, Fe2, FL2]. Ennek megfelelően vezessük be a nyomásfüggvényt,
mely a következő módon definiálható:

P (t) = lim
n→∞

1

n
log

1∑

ξ1,...,ξn=0

(eAξ1 · · ·Aξne)
t . (4.8)

Továbbá legyen

bmax = lim
t→∞

P (t)

t
.
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dimH 8aΕLΘ:dimH EΘ,a=∆<

Α HΘL»0.5726
Β HΘL»0.5962

bmax»0.6901

s- Β HΘL

6. ábra. A δ 7→ dimH {a ∈ ∆θ : dimH Eθ,a = δ} függvény grafikonja a p

q
= 1

esetben.

4.6. Tétel. Legyen p, q ∈ N és tegyük fel, hogy tan θ =
√
3p

2q+p
és θ ∈ (0, π

3
).

Ekkor

1. Γ(δ) = dimH {a ∈ ∆θ : dimH Eθ,a ≥ δ} = inft>0

{
−δt + P (t)

log 2

}
ha

bmax ≥ δ > α(θ) és Γ(δ) = 1 ha δ ≤ α(θ). A Γ függvény csökkenő és
folytonos.

2. χ(δ) = dimH {a ∈ ∆θ : dimH Eθ,a = δ} = inft>0

{
−δt + P (t)

log 2

}
ha

bmax ≥ δ ≥ α(θ). A χ függvény csökkenő és folytonos.

A δ 7→ dimH {a ∈ ∆θ : dimH Eθ,a = δ} függvény grafikonját, amikor tan θ =
√
3
3

lásd a 6. ábrán.
A fenti eredmények a [BFS] eredményeire alapulnak, mely a szerző közös

munkája Andrew Fergusonnal Simon Károllyal.

5. Véletlen iterált függvényrendszerek inavriáns

mértékeinek abszolút folytonossága
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Végezetül olyan iterált függvényrendszerek invariáns mértékeivel foglal-
kozunk, melyek véletlen perturbációval rendelkeznek. Pontosabban, ezen
mértékek abszolút folytonosságát és L2 sűrűségeit vizsgáljuk.

Legyen {f1, . . . , fl} egy iterált függvényrendszer a valós számegyenesen.
Tegyük fel, hogy minden i ∈ {1, . . . , l} esetén az fi függvény a [−1, 1) inter-
vallumot önmagára képezi úgy, hogy fi([−1, 1)) el van szeparálva egytől és
mı́nusz egytől is. Továbbá fi ∈ C1+α([−1, 1)) és

0 < λi,min ≤ |f ′
i(x)| ≤ λi,max < 1 (5.1)

minden x ∈ [−1, 1)-re. Valamint tetszőleges i esetén fi fixpontja ai ∈ (−1, 1)
és

i 6= j ⇒ ai 6= aj . (5.2)

Az {fi}ni=1 IFS Λ attraktora elemeinek a Σ = {1, . . . , n}N tér elemeivel való
természetes kódolását π : Σ 7→ Λ természetes projekciónak nevezzük. Legyen
µ = (p1, . . . , pn)

N a Σ tér egy Bernoulli mértéke. Legyen h = −∑n
i=1 pi log pi

a balra tolás operátor entrópiája a µ mértékre nézve. Jelölje ν a µ mérték
vetületét, azaz ν = µ ◦ π−1. Ekkor ν egy önhasonló mérték, azaz

ν =

l∑

i=1

piν ◦ f−1
i . (5.3)

Nem lineáris, átlagosan összehúzó iterált függvényrendszerek esetén

dimH(ν) ≤
h

|χ| ,

ahol dimH(ν) a ν mérték Hausdorff dimenziója, χ pedig az IFS µ mérték
szerinti entrópiáját jelöli (lásd [BNS, FST]).

Arra lehet számı́tani, legalább ”tipikus” értelemben, hogy a ν mérték ab-
szolú folytonos, ha h/|χ| > 1. Alapvetően, az egyetlen ismert megközeĺıtése
a problémának a transzverzalitás. Például, a lineáris esetet uniform kont-
rakciós rátákkal lásd [PeSc, PeSo2], a lineáris nem uniform kontrakciós rá-
tákkal vett esetet lásd például [N, NW2]. Nem lineáris esetet lásd például
[SSU2].

Ebben a fejezetben a függvények egy véletlen perturbációját tekintjük. A
lineáris esetet Peres, Simon és Solomyak tanulmányozta [PSS1] cikkükben.
Abszolút folytonosságot bizonýıtottak véletlen lineáris iterált függvényrend-
szerek esetén, nem uniform kontrakciós rátákkal, valamint L2 és folytonos
sűrűséget bizonýıtottak az uniform esetben. Ezeket az eredményeket sze-
retnénk kiterjeszteni, L2 sűrűség bizonýıtásával nem lineáris esetben.
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Legyen Yε az [1− ε, 1+ ε] intervallumon vett egyenletes eloszlású véletlen
valósźınűségi változó. Jelöljük Yε valósźınűségi mértékét ηε-nal. Legyen

fi,Yε
(x) = Yεfi(x) + ai(1− Yε) (5.4)

minden i ∈ {1, . . . , l}-re. Ekkor megfelelően kis ε > 0 esetén minden x ∈ [−1, 1)
esetén fi,Yε

(x) ∈ [−1, 1).
Legyen Zε a következő valósźınűségi változó:

Zε := lim
n→∞

fi1,y1,ε ◦ fi2,y2,ε ◦ · · · ◦ fin,yn,ε
(0), (5.5)

ahol ik független, azonos µ eloszlás szerint választott {1, . . . , l} halmazról, és
yk,ε független, azonos ηε eloszlású valósźınűségi változók. Jelölje νε mérték
Zε eloszlását.

Az ı́gy kapott IFS Lyapunov exponensét a

χ(µ, ηε) = E(log(Yεf
′))

összefüggéssel definiáljuk, s ekkor könnyű látni, hogy

χ(µ, ηε) <

l∑

i=1

pi log((1 + ε)λi,max) < 0,

megfelelően kis ε > 0 esetén. Könnyű látni a következő tételt.

5.1. Tétel. A νε mérték gyengén konvergál ν mértékhez, amint ε→ 0.

5.2. Tétel. Legyen νε a (5.5) képletben definiált határérték eloszlása. Tegyük
fel, hogy (5.1) és (5.2) teljesül, valamint

l∑

i=1

p2i
λi,max

λ2i,min

< 1. (5.6)

Ekkor minden megfelelően kis ε > 0 esetén νε abszolút folytonos a Lebesgue
mértékre nézve L2-beli sűrűséggel, és létezik egy C konstans úgy, hogy νε
sűrűségére

‖νε‖2 ≤
C√
ε
.

5.3. Következmény. Legyen {λiYεx+ ai(1− λiYε)}li=1 egy véletlen iterált
függvényrendszer. Tegyük fel, hogy (5.2) teljesül és

l∑

i=1

p2i
λi
< 1. (5.7)
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Ekkor minden megfelelően kis ε > 0 esetén νε abszolút folytonos a Lebesgue
mértékre nézve L2-beli sűrűséggel, és létezik egy C konstans úgy, hogy νε
sűrűségére

‖νε‖2 ≤
C√
ε
.

A következőkben egy másik esetét is tekintjük a véletlen perturbációnak,
azaz legyen λ̃i,ε egyenletes eloszlású valósźınűségi változó [λi−ε, λi+ε] inter-
vallumon. Legyen

{
λ̃i,εx+ ai(1− λ̃i,ε)

}l

i=1
véletlen iterált függvényrendszer,

melyre ai 6= aj ha i 6= j. Jelölje λ = (λ1, . . . , λl), és legyen Xλ,ε a következő
valósźınűségi változó:

Xλ,ε =

∞∑

k=1

(aik(1− λ̃ik,ε))

k−1∏

j=1

λ̃ij ,ε (5.8)

ahol ik független, azonos µ eloszlásúak {1, . . . , l} halmazon, és λ̃ik,ε páronként
függetlenek. Jelölje νλ,ε az Xλ,ε valósźınűségi változó mértéket. Továbbá

jelölje νλ a {λix+ ai(1− λi)}li=1 IFS µmértéknek megfelelő invariáns mértékét.

5.4. Tétel. A νλ,ε mérték gyengén konvergál νλ mértékhez, amint ε→ 0.

Ahhoz, hogy az 5.2. Tételhez hasonló álĺıtást fogalmazzunk meg szükségünk
van egy technikai feltételre, azaz

min
i 6=j

∣∣∣∣
ajλi − aiλj
λi − λj

∣∣∣∣ > 1. (5.9)

5.5. Tétel. Tegyük fel, hogy (5.9) és (5.2) teljesül, továbbá

l∑

i=1

p2i
λi
< 1. (5.10)

Ekkor minden megfelelően kis ε > 0 esetén a νλ,ε mérték abszlút folytonos a
Lebesgue mértékre nézve L2-beli sűrűséggel, és létezik C konstans, hogy

‖νλ,ε‖2 ≤
C√
ε
.

A fő különbség az 5.5. Tétel és az 5.3. Következmény között a véletlen
perturbáció. Azaz az 5.5. Tételben a kontrakciós rátákat uniform módon
választjuk λi-k egy ε sugarú környezetéből, de az 5.3. Következményben a
kontrakciós rátákat λi-k egy λiε környezéből választjuk.

A fentiek [BP] eredményeire alapulnak, amely a szerző Tomas Perssonnal
közös munkaája.
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